TWIERDZENIE POISSONA 0 PRAWIE WIELKICH LICZB

podat

B. Danielewicz.

‘W poprzednim zeszycie ,Wiadomosci matematycznych“ poda-
lidmy sprawozdanie o dziele p. S. E. Sawicza!), Nadmieniliémy
przytem, Ze w rozdziale I, poSwieconym zasadom rachunku prawdopo-
dobienstwa, podal autor dowéd twierdzenia Poissona o prawie
wielkich liczb, opracowany w sposéb elementarny przez prof. A, M ar-
kowa, wedlug pomystu P. Czebyszewa. Interesujace to dowo-
dzenie pozwalamy tu sobie podaé w formie mozliwie skréconej.

Niech zjawisko & polega na zachodzeniu zdarzen 4,, 4,, 4,,...,4x.
Jedno z tych zdarzen, podezas kazdego doswiadezenia, koniecznie zajsé
musi, skutkiem czego, gdy przez p,, Py, Ps , . . . , Ps 0Znaczymy prawdo-
podobienstwa zajscia zdarzen 4,, 4,4, 4,,..., 4., musi byé¢ oczywiscie:

=n
1) 1§1 pi=1.

Niech nastgpnie wielko$é & moze przybiera¢ réine wartodei, za-
leznie od pojawienia si¢ tego lub innego ze zdarzeh A4;, niech miano-
wicie przybiera :

warto$¢ x,, gdy zachodzi zdarzenie 4, ,

n xﬂ T n L] ” A? 1)
” (l?a [} n ” n As )
n Zay n n ” -A" .

Czyli — co na jedno wychodzi — niech wielkos¢ x przybiera wartosci
Xy, @gy Ly 5. .« .  &n 2z prawdopodobienstwami p;, Py, p3 , . . . , Pa. Wtedy
suma

1) ,Elementarnaja teorja strachowanja Zizni i trudosposobnosti“.
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=n
(2) 5{' ZiPs

nazywa sig nadzieja matematyczna wielkodci & i nie prze-
staje posiada¢ tego samego znaczenia nawet woéwczas, gdy x przy-

biera wartodci x,, x5, @5,...,%; tylko przy zachodzeniu zdarzen
Ay, Ay, Ay, ..., Ax (K<< n) — wystarczy bowiem natenczas zalozyé
w (2) Tg41 = T4 = . . .=w~=0.

Wyobrazmy sobie teraz dwie wielkodci & iy, z ktérych pierw-
sza przybiera wartosci &,,x,,%;,...,%s z prawdopodobienstwami

PrisPay D3y - -y Py druga za$ wartosci ¥, ¥, ¥3, - . . ,Ys Z prawdopo-
dobienstwami q;, 95,93 , . . . ,Qa; Przyczem

=m
(1) 21:771—1 2(),_1
=
Dowiedziemy, %2e nadzieja matematyczna sumy
dwéoch wielkodci xiy rowna sig sumie nadziei
matematycznych kazdej z nich,
Oznaczmy dla krétkosei:

f=m

(3) nadz. mat. x = X x;p,=a, nadz. mat. y._Zyjq_,=b

=1

Poniewaz x + y przybiera wartosé x; -+ y; z prawdopodobien-
stwem p,q;, przeto

i=mJj f=mn

nadz. mat. (z 4+ y) = 2 2, (i +yy) . pgy= 21’: 2 @i+ys).9-
Lecz:
j=n j=n 7=n
» _21 (xit9) @ =pawsj§1 %+ peﬁ Yi G =Di%i + Pib = psi (% + )
i nastepnie

o+ =Zen+oIp=a+b, ti

(4) nadz. mat. (x 4 y) = nadz. mat, ¢ 4+ nadz. mat. y .
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Jezeli zamiast dwdch wielkosci ¢ i y weimiemy ilekolwiek
z,1,& ..., to oczywiscie na podstawie wzoru (4):
nadz. mat. (z+y-+2-} . ..) = nadz.mat. 2 + nadz. mat. (y4-2+...)
= padz. mat. £ |+ nadz. mat. y -} nadz. mat. (#}-...)= nadz. mat, =
-+ nadz. mat. y | nadz, mat. 2} ..., czyli nadzieja mate-
matyczna sumy ilukolwiek wielkosdci réwna sig
sumieich nadziei matematycznych.

Gdyby wielkos¢ x zachowywala stale t¢ sams wartosé s, wo-
wezas wedlug wyraZenia (2):

=n =n
(5) nadz. mat. t =X s.p, = 8. S p.=s,

=1 i=1
t.j. nadzieja matematyczna wielkoéci staltej ré-
wna sig samejtej wielkosci.

Podobnie, jak dla sumy, dowmdzwmy, 2enadzieja mate-
matyczna iloczynu ilukolwiek wielkosci réwna
sigiloczynowiichnadziei matematycznych,

Wezmy najprzéd pod uwage dwie wielkosei & iy, przybierajace
wartoSci &, L, Ly , . . . , Tm 2 prawdopodobietistwami p,, Py, Py, . -« s Pm

Y, Y2 Yss- - Yn » 91590935 +2 Qn
przy warunkach (1) i oznaczeniach (3).

Oczywiécie prawdopodobienstwo wartosci x;y; réwna siq p;q;,

skutkiem tego:

i—m J=n =mn

nadz. mat. (Z.y) = 2 XiYip:iQ = 2 X Pi 2 Y -

i=m =m

Lecz x,-p.-?y,—qj=x.-p,».b, a Sopi.b=b Zx;pi=a.b, tj.
Jj=1

=1 =1
(6) nadz. mat. (zy) = nadz. mat. - - nadz. mat. y .

Przy ilukolwiek wielkosciach z, y, 2 ..., wedlug (6),

nadz. mat, (z, ¥/, #...)== nadz. mat. &+ nadz, mat. (y, £...)= nadz. mat. .
nadz, mat. y + nadz. mat. (¢...)= nadz. mat. . nadz mat. y.
nadz, mat, z...

Jezeli jedna z wielkodci jest iloscig stala, np. x =3, to
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nadz. mat, (s . y) == nadz. mat. s - nadz. mat. y = 8. nadz. mat. y,
czyli: nadzieja matematyczna iloczynu z wielkos$eci
stalej przez zmienna réwna sig iloczynowiztej
ilosci stalej przez nadzieje matematyczng wiel-
kodcizmiennej.

Oznaczmy, jak zwykle, przez a, b,c,... nadzieje matematyczne
wielkoSci x,y,7,..., a przez ay,b,,c,,... nadzieje matematyczne
kwadratéw tych wielkoSci, t. j. poléZmy:

a =‘3"”x,-p.~; b =Jz='.yjqj; it.d.
Jj=1

=1

i=m J=n .
o= xlp;; bl=;;y,9qj; it d.
Jj=

i=1
MoZna dowiesé, Ze nadzieja matematyczna wielomianu
% = [z—a~+y—b~+2—c-}...]? réwna sig a,—a?+b,—b*--¢,—c'-...

Jezeli z poczatku ograniczymy sig na dwdch wielkosciach @ i y,
to dwumian

4= (@—aty—b) = (2—a) + (3—b)* + 2 (2—a) . ()
= oy 2 ay—2 (a+Hb) . (2-+y)+aitb+2ad,
skatkiem czego :
nadz. mat. ¥ = nadz. mat. (22-}y?) | nadz. mat. 2xy
— nadz. mat. 2(a4b) . (z+y) + nadz. mat. (a®4-0?-+42ad) .
Lecz:
nadz, mat, (x?4-y?) = nadz. mat. x? 4 nadz. mat. y? = a,+b, ,
nadz, mat. 22y = 2nadz, mat. x+ nadz. mat. y = 2. a.b,
nadz. mat. 2 (a4b) (z+vy) = 2 (a+40) . nadz. mat. (z-+y)
=2(a+b). (nadz. mat. z 4 nadz. mat. y) = 2(a+-b)?,
nadz, mat. (a?—}b2+2 ad) = a?4-b'4-2ab = (a+-0)*.
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Z podstawienia ostatnich wyraZeh w pierwsze, wypada
nadz, mat. ¥ = nadz. mat. [x—a-+}y—b]? = a,+-b,}2ab

(@) — 2 (a+b)? + (a4 b)’=a,+b,—a?—b*=a,—a’+ b,—b? .
Dla trzech wielkosei @, y, 2 wielomianem jest
u=[x—a+y—b+2z—c]?.
Gdy oznaczymy (z—a--y—b) = v, otrzymujemy:
u=[v+2z—c)?
oraz
® nadz, mat, ¥ = nadz. mat. v> 4 nadz. mat. 2v (¢ — c)

-+ nadz. mat. (z — ¢)?
Wedlug (a):
nadz. mat. v? =a, — a? - b, — b?
nadz. mat. 2v (z — ¢) = 2. nadz. mat. v+ nadz. mat. (z —c),
a poniewaz
nadz, mat. v == nadz. mat. (x — a + y — b) = nadz. mat. x
— nadz, mat. @ 4 nadz, mat. y — nadz. mat.b =a—a 4 b—b=0,

przeto:

nadz. mat. 29 (2 —¢) =0.
Wreszcie
nadz, mat, (s—c)? = nadz, mat, 22—2 ¢ . nadz. mot. 2 4- nadz. mat. ¢?
=¢—2c4c'=¢ —¢?,
czyli z (B)
nadz, mat. % = nadz. mat. (x —a 4y — b+ 2—c)?

=a, —a'+b —b? 4oy —cl.
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‘W podobny speséb mozZna dowiesé, ze w ogdle:
nadz, mat, [x —a+y—b+ s —c+ ...
=a, —a’+ b —b'+tc,—cr+...

ZaléZmy, Ze x moZe przybieraé tylko wartosci dodatnie, lub réwne
zeru, t. j.

(M

z>0; i=1,23,...,n.

Zaléimy nastepnie, Ze nie wszystkie wartoSci & sg sobie réwne,
ezyli z nie jest wielkoscig stalg. W takim razie jedne wartodci wielkosei
x muszg byé mniejsze, a inne wigksze od jej nadziei matematycznej.
Jezeli bowiem przypuscimy, Ze wszystkie wartoSci wielkosci x sg tylko
wigksze lub (niektére z nich) réwne jej wartosci matematycznej a, to
gdy najmniejsza z nich oznaczymy przez a, jest

a>a,
%z drugiej zas strony:

=n
a=Fop>aeXpi>a,
=1 =1

ezyli a musialoby jednoczesnie byé wieksze i mniejsze od @, co oczy-
wiscie by¢é nie moze,

Podobnie, gdyby wszystkie wartosci wielkosci & byly tylke
mniejsze lub (niektére z nich) réwne a, wéwczas, oznaczywszy przez f§
najwigksza z posréd rzeczonych wartosci, mielibySmy :

’ B<u
i z drugiej strony
i=n =n
a= {_Z;w.-p;<ﬂ£p.-<ﬂ '

t.j. B musialoby jednoczesnie by¢ mniejsze i wigksze od @, co réwniez
miejsca mie¢ nie moze,

Wiedzge to, nietrudno dowie$¢ moZna, Ze jeteli przez ¢
oznaczymy jakakolwiek liczbg, to prawdopodo-
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biehstwo, z jakiem warto&é wielkosci # jest mniej-
sza od at? jest wigksze od 1—%.
Niech wartosciami wielkosei & bedg

T <L < S,y

z ktérych @, 25, &, , ..., %; sg mniejsze od at?, a pozostale wartosci
ZLyt+1,Li2 s+, &n 54 naturalnie wigksze, albo réwne af?. Mamy
zatem :

LT L <. .. Lol at?, oraz
()
<

WL L Trpe <L 0o o LB«

Poniewa, wedlug zaloenia, x,, %5, %3, ..., % 8§ dodatnie (lub
niektére z nich, co najmniej réwne zeru), zatem
=n

a=J wap¢> lep' )

=1

gdy wiec 28 Trt1, T2, - - - , ¥ podstawimy aif?, otrzymamy, na pod-
stawie (y), tembardziej

a>at? X p;,
i=k+1
czyli
1

Pttt <

inaczej:
1
Il—+ o+t <4

lub

1
P1+P9+.p3+'--+pk>1_'tT°

Lecz suma p, - p, + 23 + ...+ pr, Wigkszaod 1 — _t? , Wyraja
prawdopodobienstwo, Ze wielkos¢ x przybiera jedng z wartosici
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Xy, %y, Xy ..., T, wedlug (y), mniejszg od at?, o dowiedzenie czego
wlasnie chodzilo,

Gdy z<< at?, V x zawiera sig w granicach + ¢ Vg, t.j. nieréwnosci

(8) —tVa<<Vz<+tVa
1
tT .

Jetzeli przez x,y, #,... oznaczymy szereg wielkosci, mogacych
przybiera¢ wartosci dodatnie, przez a, b, ¢, ... nadzieje matematyczne
tych wielkosci, przez a,, b,,¢; ,... nadzieje matematyczne ich kwa-
dratéw, wreszcie przez ¢ jakakolwiek liczbe, to prawdopodo-

biehnstwo, 2e warto$é sumy x+y—-+2-}... zawiera
siew granicach

9  atblot...+tVa—aFb—bFo—cF ...,

zachodzg z prawdopodobienstwem wigkszem od 1 —

jest wigksze od l—ti9'
Istotnie, wedlug (7):
nadz, mat, ¥ = nadz. mat. [ - a+y—b42—c+...]?
=al—aa+b1—b2+01—02+...=A.

Wielko$é w jako kwadrat, moZe przybiera¢ tylko wartosci dodatnie,
skutkiem czego, wedlug (8),

—tVA<Vu<+tVA
1
t—9 .

Jezeli jednak wartosé wielomianu V'« = x—a-+y—b+e—c+-...
zawiera si¢ W powyzszych granicach, to wartosé sumy x4y + 2 4 ...
zawiera¢ sig musi, z tem samem prawdopodobienstwem, w granicach
a+btc+...+tVa,—a?+b — b4 —c?4..., jak to
z géry zapowiedzieliSmy.,

Wykonajmy pewien szereg doswiadczen, w ktérych rezultatem
pierwszego doSwiadczenia moze byé zdarzenie § z prawdopodobien-
stwem p,, rezultatem drugiego moZe by¢ zdarzenie § z prawdopodo-
biefistwem p, i t, d.—rezultatem n-go dodwiadczenia moze by¢ zdargenie

z prawdopodobienstwem wigkszem od 1 —




(10) mad nof ;+ ThhawtJ "—T—%I/ (03— + (o— 2+ - . . F(0a—p4?),

nadz. mat, =1, p,+0.(1—p,)=p, oraz

nadz, mat, w==1. py+0 . (1—pn)=pn
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8 z prawdopodobienistwem p,. Po wykonaniu # takich do$wiadezen
zdarzenie S zaszlo m razy. Dowiedziemy, 2e prawdopodobien-

stwo, z jakiem ulamek%, stanowigcy stosunek

liczby pojawien sigzdarzenia § do liczby wszyst-
kich wykonanych doswiadczen, zawiera sig w gra-
nicach

jest wigksze od 1——;—[2-'-, gdzie t wyobraza jaka-

kolwiek liczbe,

Niech bedzie m wielkosei «,9,2,...,w i niech = otrzymuje
wartosé = 1, gdy podczas pierwszego doswiadczenia zajdzie zdarzenie
S, czego prawdopodobienstwo réwna sig p,; wartosé = O, jeZeli zda-
rzenie § nie zajdzie, czego znéw prawdopodobienstwem jest 1 — p;.
Podobnie y = 1, gdy podczas drugiego doSwiadczenia zajdzie zdarzenie
S (prawdopodobienstwo = p,); y =0, gdy zdarzenie § nie zajdzie
(prawdopodobienstwo =1 — p,) i t.d. Wreszcie w=1, gdy pod-
czas n-go doSwiadczenia zajdzie zdarzenie S (z prawd. = p,.); w =0,
gdy zdarzenie S nie zajdzie (prawdop. = 1 — p,).

Przy takich zaloZeniach, po wykonaniu % doswiadczen, wartosé
sumy x4+ y -+ 2 ...+ w okaZe sig réwng m:

ct+ytot... fw=m.
Z drugiej strony:

. . . . . . . . . . . .

‘Wielomian, przy obecnych warunkach, przybiera posta¢

u = [z—p,+y—pste—ps+ . . . - w—pa]? ,

nadz, mat, 2=12. p, 4-02. (1—p, ) =p,
nadz, mat, y=1. pz"l‘o . (1—p2)=_p2 , nadz, mat, y’=1”- P2+O’- (l—pﬁ) =Ps
nadz, mat, #==1. py4-0.(1—p;}=p; , nadz.mat.2?=1" p,+0% (1—p;) =p,

, nadz, mat. w?=12 p,-}02 (1—p,) =p.
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& jego nadzieja matematyczna réwna sig
A=p;—p*+ps—P'+Ps—Ps* + ...+ P —ps? .

Skutkiem tego, na podstawie (9), wartodé sumy z-+y-e+...w=m
zawiera sig w granicach :

Pttt on F UV 2= Py’ 0= .. P
z prawdopodobienstwem wigkszem od 1— % , 6 J.
nitpt-. o
+ Vo —0 20—+ . . PP >m S ptpy + ...+ pa
=tV =2l +0—p’ + . . D

a tem samem, czego wladnie chcielisémy dowiesé,

PitPt...+ P

n

+ %V =0, P—1. +. . .+ Da—p? > %>‘i”%ﬂt

t
— 7’/ PP PP . PPt

Drugsa czesé pierwszej i trzeciej strony ostatniej nieréwmosci
moZna napisa¢ w postaci :

t .
;l/ Pi= 20— PP TP — P

_t I/ P1—P 24P PP —0 + . . . P —pa?
Vn n '

poniewaz kaZzda réinica p,—p,® =p, (1—py), P, - P’ =P, (1—ps),
Dy — D =03 (1—Ds) -+« 2 Pn — pu? = p, (1—p,) jest mniejsza od
jednosci, zatem ich suma jest mniejsza od %, czyli ulamek pod znakiem
pierwiastku jest mniejegy od jednosci, t. j.
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21—+ —p '+ —p2 . . . - pu—pa?

p <1,
jeZeli go oznaczymy przez @,, mamy :
e o il e oS LRI
(P) " Vn
PO e 2 i e L S Ve
" n Vn

% prawdopodobienstwem wigkszem od 1 — ’tls_ , gdzie @, < 1.

Nadajmy liczbie ¢ tak wielkie znaczenie, aby —:2— bylo dowolnie
maly iloscig, albo — co na jedno wychodzi — aby 1 — % bylo tak

blizkie jednosci, jak si¢ nam podoba. Wyznaczywszy ¢, uwzglednijmy
tak wielka liczbe do$wiadczen n, aby -17% stalo si¢ dowolnie malg ilos-
t
Vn
wynika, Ze przy dostatecznie wielkiem #, roéZnica - pomigdzy -%— i

RS Jav ke
n

cig. Poniewaz T/%VQ,. jest mniejsze od , przeto z wzoru (P)

, z prawdopodobienstwem dowolnie blizkiem

pewnosci, jest mniejsza od dowolnie malej liczby V—t_— V@. To znaczy:
n

Gdy pewne zdarzenie S zachodzi podczas
pierwszego doswiadczenia z prawdopodobien-
stwem p,, podczas drugiego doswiadczenia z prawdo-
podobienstwem p, i t. d. —podczas n-go doswiad-
czenia z prawdopodobienstwem p,, to przy wyko-
naniu dostatecznie wielkiej liczby n doswiad-
czen, z prawdopodobienstwem tak blizkiem je-
dnodci jak si¢ nam podoba, stosunek liczby po-
wtérzen sig zdarzenia S do liczby wszystkich wy-
konanych do§wiadczen réznié sig bedzie dowol-

Wiad. mat. V. 1901. 15
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niemalo 6d §rednio arytmetycznej prawdopodo-
bienstw, z jakiemi zdarzenie § zachodzi podczas
kazdego doswiadczenia. Twierdzenie to stanowi wlaénie
t.zw, prawo wielkich liczb Poissona.

1

- = 0,9999,

to aby -V—t_- ¥ Q. bylo mniejsze od 0,01, wystarczy zaloZyé Vn = 10000,
” .

Jezeli np. zalozymy =100, stad % =0,0001; 1—

i w takim razie mozna sig spodziewaé, ze z prawdopodobiefstwem wigk-

szem od 0,9999 stosunek -:—:— bedzie sig réinil od ! ntPat '3:_ R o .

mniej, niz o 0,01.
Jezeli we wzorze (P) zalotymy p=p,=p,—...==p,=p, to
Pitpstpst ..+ s

n

__nlp—n?)

=p 2 Qp=—1——=p(1-p)

Wéwezas, z prawdopodobienstwem wigkszem od 1 — % , moZna sig

spodziewac, Ze:

t —— m t ———
(B) pt=Ve(—p) > >0 — =V p(I—p),
stad, jako szczegélny przypadek twierdzenia Poissona, wyplywa
gloéne w nauce twierdzenie Bern oulli’ego.

MozZna sig¢ spodziewad z prawdopodobien-
stwem tak blizkiem jednoséci, jak sig nam podoba,
2e przy dostatecznie wielkiej liczbie doswiad-
czen stosunek liczby pojawieh si¢ danego zda-
rzenia do liczby wszystkich wykonanych dodwiad-
czen begdzie sig dowolnie malo résnil od stalego

prawdopodobienstwa, z jakiem to zdarzenie za-
chodzi.

W grze w orla i reszkg, orla wyrzucamy stale z prawdopodobies-

stwem p — —%— , 8tad 1 — p =05; V p (1—p) = 0,5, Jeteli zaloZymy
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¢ =100, czyli %= 0,0001, to aby V—t_l/ P (1—p) bylo mniejsze od
n

0,01, wystarezy zalozyé V' % = 5000 resp. % = 25000000. To znaczy,
%e stosunek liczby pojawien sig¢ orla do liczby wszystkich wyko-
nanych partyj, z prawdopodobienstwem 0,9999, bedzie sig¢ roznil
mniej niz o 0,01 od !/,, czyli od stalego prawdopodobienstwa, z ja-
kiem wyrzucamy orla. Albo inaczej, mozna postawié 1 przeciwko
9999, Ze podezas 25000000 partyj, orzel pojawi si¢ nie mniej, jak
23000000 25000000

2 T 100
ani wigcej, jak 12500000 -} 250000 = 12750000 razy.

Stosujac Scislejsza metode liczenia, przekonamy sig, ze z prawdo-
podobienstwem 0,9999 zboczenie nie przejdzie 10000 (zamiast 250000),
& stad pokazuje si¢, jak bardzo z grubsza tylko przybliZone rezultaty
otrzymaé mozna z powyzej przytoczonego rozumowania.

= 12500000 — 250000 = 12250000 razy,

Rozumowanie to dowodzi twierdzenia (przy nieograniczenie wiel-
kiej liczbie zdarzen), ale nie moze byé z dobrym skutkiem stosowane,
gdy chodzi o wyznaczenie wigcej lub mniej prawdopodobnego zboczenia
przy ograniczonej liczbie zdarzen 1).

<

1) Jus po oddanin do druku niniejszej pracy, deszed! mas Rachunek
prawdopodbbiefistwa samego p. A. A. Markowa (Petergburg 1900), w kté-
rym znajdnje sig to samo. w gruncie rzeezy, dowodzenie, jakie powyiej pray-
toezylismy, a ktére p. Sawicz zaczerpugt z kursu litografowanego tegoi
autora. :



