0 WARUNKACH DOSTATECZNYCH
W RACHUNKU WARYACYJNYM
napisat
W.F. Osgood?).

W czasie, gdy Weierstrass rozpoczynat swe badania
nad Rachunkiem waryacyjnym, gléwne warunki konieczne
byly juz powszechnie znane. Lagrange podal byt réwnanie
rézniczkowe, ktéremu czyni¢ musi zado$¢ rozwiazanie zagadnie-
nia, Jacobi za$ wyznaczyl granice obszaru, na ktéry mozna
rozciagna¢ catke. Ale pytanie, czy funkcya, tak wyznaczona
i ograniczona, nadaje istotnie calce warto$¢ maximum albo mi-
nimum i czy prowadzi do rozwiazania zagadnienia, pytanie to
nie bylo traktowane z réwng dokiadnoscia. Do tego to wiagnie
punktu teoryi Weierstrass skierowal swe badania i rozwi-
nat teorye, ustanawiajac warunki dostateczne, ktérych wywod
oparl na podstawach $cistej analizy. Zadaniem tej rozprawy jest
wlagnie przedstawienie wynikéw badania Weierstrassa.
Rozwazymy tylko przypadek najprostszy i nie wprowadzimy
przedstawienia zmiennych x i y przy pomocy parametru . Pozwoli
to nam wylozy¢ tre$¢ zasadnicza pomystéw Weierstrassa
z mozliwa jasnoscig. Niedawno profesor Hilbert uproécit dowo-
dy warunkéw dostatecznych, podanych przez Weierstrassa,
i te dowody dajemy w tej pracy.

Nie wymagamy od czytelnika zadnych uprzednich wiado-
mosci z Rachunku waryacyjnego i zatujemy, ze brak miejsca nie
pozwala nam na obszerniejszy wyktad zastosowan teoryi do przy-

1) Przeklad z Annals of Mathematics (2) 2 & 3 kwiecien 1901 r., za
laskawem upowaznieniem Autora. S. D.
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kladow. Czytelnik zechce sam zastosowaé wytozone tu zasady do
zagadnien klasycznych w tej gatezi matematyki 1).

1. Pojecia i deflnicye wstepne. Najprostszem zagadnie-
niem Rachunku waryacyjnego jest nastepujace:

Wyznaczy¢ funkcye y zmiennej niezalez-
nejxtaka, abyuczynitacatke

I— f F(z,y,y) du

maximum albo minimum.

Funkcya F'(z, y, p) wraz ze swemi pochodnemi czastkowemi
rzedu pierwszego i drugiego ma by¢ funkcya jednowartosciowa
i ciagla uwazanych za niezalezne zmiennych x, y, p w obszarze

B: 4, <2<B, 4, <y<B,, 4;<p<B,

gdzie A4, <xy< @ < B, i gdzie niektore lub wszystkie ilosci
A, B,,..., B, moga by¢ nieskoriczone. Granice calki x,, , nie-
chaj na razie beda statlemi, a wiec i wartosci funkceyi y,, %, dla tych
wartosci x takze statemi.

Warunki 4. Funkcye y (x), poddane tu rozwazaniu, maja
czyni¢ zadoé¢ nastepujacym warunkom, ktére nazywaé bedziemy
warunkami 4.

1) Poréwn. np. Todhundtera ,Integral Calculus“, Chap.15 albo
inne dawniejsze traktaty; Jelletta ,Calculus of Variations“; Lindel® t-
Moigno ,Caleul des variations“; Carll ,Caleulus of Variations*. Wykiad
systematyczny Rachunku waryacyjnego z nowego punktu widzenia, objasniony
licznemi zastosowaniami teoryi do zagadniefi klasyeznych, obejmuje &wiezo
wydane dzielo Knesera ,Lehrbuch der Variationsrechnung, Brunéwik 1900.
Jest to dzielo niepospolitej wartokei naukowej, ale pod wzgledem stylu nie
wszedzie jest takiem, jakby pragngé moina; mamy nadzieje, ze ten artykut
ulatwi czytanie tego wainego dzieta tym, ktérzy nie pracowali dotgd nad tg
galezig matematyki nowoezesnej. Rozdzial 3-ci dziela Knesera zawiera
przykiady, ktére nalezy przestudyowaé lgeznie z tym artykulem; rozdzialy zas
4 i b stanowiy jakby bezposredni cigg jego dalszy.
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1) y(») jest funkcya jednowarto$ciowa cia-
gta zmiennej x w przedziale z, <z <<}

2) y(x) ma pochodng y w kazdym punkcie
przedzialu gz, <z<{2, i nadto-y'(x) jest
funkcyag skonczongiciagltg zmiennej x
wtymprzedziale;

3) y@) =9,y (@)=y,, gdzie y,y, sa statemi
w zagadnieniu;

4) punkt (z,y,¥) znajdujesie wobszarzeR.

Ograniczymy si¢ do przypadku, w ktérym catka I ma by¢
minimum. Nie zmniejsza to zasadniczo ogdlnosci, gdyz warun-
kiem koniecznym i dostatecznym na to, aby I bylo maximum,
jest, by — I byto minimum.

Definicya waryacyj mocnych i stabych.
Niechaj y () bedzie funkcya zmiennej z, czynigca zado$¢ warun-
kom A. Rozwazmy pasmo S przy krzywej y, ograniczone krzy-
wemi y=y (z) + ¢, y=y (x)—e i pro-
stemi x=x,, x=a,; ¢ jest stalg do- y
datnig dowolnie mata. Niech ¥ (x)
bedzie inng funkcya zmiennej x, czy-
nigcg réwniez zado$é warunkom A,

i niechaj krzywa y = Y () lezy cat- gt
kowicie w pasmie S. Pot6zmy: Fig. 1.

Y@ =y(@x)+n@.

Funkcya % (x), tak okre$lona, nazywa si¢ waryacya (prze-
miennos$cia) funkcyi y i oznacza si¢ zwykle przez dy;
krzywa y = Y (x) jest krzywa, otrzymang po uskutecznieniu wa-
ryacyi (krzywa przemieniona). Funkcya s (z) czyni za-
do$¢ punktom (1) i (2) warunkdéw 4 i jest: 5 (x,) =17 (x,)=0.
Nadto:

In(@ | <<e , Z<e<2,

gdzie | () | jest wartoscia bezwzgledng (liczbowa) funkeyi 7 ().
Nie wynika stad wszakze, ze 1 warto$¢ pochodnej ' (%) jest rowniez
liczbowo malg we wszystkich punktach przedziatu. Specyalng klasg



182 W. F. Osgeed.

waryacyj, dla ktérych ten wiadnie przypadek zachodzi, a mianpwicie
przypadek, w ktorym

@ <e , %<z,

nazywamy waryacyamistabemi (fig.2); waryacye ogdlne
(z wlaczeniem poprzednich) nazywamy waryacyami moc-
nemil) (fig. 3).

M w/" )
() Y, ! i

1
it iha
1
ol = z, ol z,
Fig. 2. Fig. 3.

>

Przez sasiedztwo krzywej y =y (z) rozumiemy wne-
trze pasma § wraz z koncami krzywej 2).

Definicya warto$ci minimum. Mdéwimy, ze
funkcya y (x) zamienia calke¢ I na minimum, gdy wartos¢ catki,
ktdéra otrzymujemy, wstawiajac jakakolwiek krzywe przemieniong
Y(x) =y (x) + 5 (x), jest wieksza od wartosci, otrzymanej przy
wstawieniu funkcyi y (z). Napisawszy :

z, Z,

Af= [ F(=,Y, ) do— [ F(z,9,9)dx,

&o Zo

widzimy, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym dla minimum
jest, by byto AT> 0 dla wszystkich funkcyj ¥ (x) réznych od y.

) Jest to klasa waryaeyj inna niz ta, ktérg Kneser nazywa ,star-
ke Variationen* z pewnego punktu widzenia ogélniejsza niz powyzsza;
z innego zaé punktu widzenia nie ma to miejsea.

3) W przypadku, gdy uwazamy tylko waryacye slabe, a ten nie
odnosi si¢ do naszej rozprawy—definicye nale{y zmienié w ten sposéb, ze uwa-
zamy tylko takie punkty pasma S (blizkie koficow), ktére mogg byé objcte
réznemi krzywemi przemienionemi, wprowadzonemi do badania.
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Minimum to nazywa si¢ mocnem albo stabem, stosownie
do tego, czy rozwazamy waryacye mocne albo tylko stabe.

Warunki konieczne dla minimum. Réwna-
nie Lagrange’a. Pierwszy warunek konieczny dla minimum
otrzymujemy w sposob nastepujacy: Niech y (x) bedzie funkcys
zmiennej x, czyniacg zado$¢ warunkom A i nadajaca calce I war-
tos¢ minimum, i niechaj # () bedzie waryacya funkcyi y, nie réwna
tozsamosciowo zeru. Funkcya an, gdzie a jest parametrem nie-
zaleznym od x i — 1 { a < 1, jest takze waryacya. Rozpatrzmy
nastgpujaca funkcye, parametru a:

AT=f(a)= f {F (¢, y+an, y+ag)—F @, 9,9)) dz .

Jest to funkcya jednowartoSciowa i ciggla zmiennej a, majaca po-
chodne we wszystkich punktach przedzialu — 1 <{a < 1; jestl):

@ = [{nFy @ vkan, y-Han) -+ By @ y-+an, v+ da.

35 it.d. Dalej jest: f (a) >0, gdy a == 0, skoro A1
jest dodatnie; f(0)=0. Stad: f(a) ma warto$¢ minimum, gdy a=0;
f'(0)=0. Mamy zatem twierdzenie:

Warunkiem koniecznym dla minimum jest,
aby byto

gdazie Fy=

() [ B+ Fy) as=0

dla wszystkich waryacyj .

1) Dowbd éeisty, ze funkeya f(x) ma pochodne i ze pochodng jej otrzy-
mujemy, biorge pochodng funkeyi podcatkowej, znalesé mozna np. w ,Traité
d’Analyse* Picarda, t. I, str. 29.
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Calka, znajdujaca si¢ po stronie lewej réwnania (1), nazywa
sigiwaryacysg pierwszg catki I i oznacza si¢ przez 4 1I.

Z tego warunku wynika, Ze w kazdym punkcie krzywej ¥,
w ktorym:

*F :
_ay'_ﬂ ='FV'V' (wv Y, y,) =|=o’

funkcya y ma pochodng druga !), oraz ze funkcya y czyni zado&¢
réwnaniu Lagrange'a?):

, iF,
‘ F——X=0
2) ¢ lub
' " F; - Fa,-y' - yIE'I.V'
Yy ==
Y Fyy

Definicya krzywej krancowej (ekstremalnej).
Kazda funkcya y zmiennej = lub krzywa, takg funkcye przedsta-
wiajaca, ktéra we wszystkich punktach wewnetrznych przedziatu
(z',x2"), w ktérym ja rozwazamy, czyni zados¢ réwnaniu (2) L a-
grange’a, nazywa si¢ kranncowa (ekstremalna)3). Uklad
wartosci x, y, ¢, tu wystepujacych, naleze¢ musi oczywiscie do
punktéow obszaru K. W tej rozprawie ograniczymy si¢ do przy-
padku, w ktéorym funkcya Fy, (x,y, p) nie znika w obszarze k.
Przypadek ten obejmuje prawie wszystkie zagadnienia, zacho-
dzace w praktyce.

‘Przyktad?*). Teorye, podang w tej rozprawie, wyjasnimy
na nastgpujacem zagadnieniu.

Polagczyé dwa punkty (&, y,) i (%,,%,) na gor-
nej potptaszczyznie (t. . punkty, dla ktérych
¥, >0, y;,>0) krzywa taka, aby catka

1) Dowéd tych twierdzefi znalesé mozna w rozprawie p. Whitte-
more'a, Annals of Math. (2) 2 kwieciefi 1901.

%) Kneser. Lehrbuch der Variationsrechnung, str. 24.

3) Réwnanie to otrzymal pierwszy Kuler. Poréwn. Lagrange
Oeuvres. Vol. 10, p. 39.

4) Dalszy cigg tego przykladu w §§ 21 3.
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'z‘_—lﬂ
I=‘/ l%y_dx’

‘wzieta wzdluz tej krzywej, byta minimum?).

Y N
A
. EN
u,
iy, A
" . H T
ol = x,
Fig. 4.
Jest tu:
V1-} gy ! 1
F=_l F

Y
_—— F"=—— .
y T yViyr Y gy (T

Poniewaz funkcya F' nie zawiera zmiennej & wyraZnie, to catke
pierwszg rownania Lagrange'a (2) daje wzoér 2:

1) Interpretacya fizykalna tej calki jest nastgpujgca: Gérng polowe
pleszezyzny uwazajmy za osrodek, w ktérym opér, przeciwstawiajacy sie

1
ruchowi punktu materyalnego, mierzy si¢ wielkoscig —; wtedy catka przed-
Y

stawia pracg oporu w ruchu punktu materyalnego od punktu (2o, y,) do punktn
(x,, 1,); zagadnienie ma wyznaczyé droge, wzdtuz ktérej ta praca jest minimum.

Ta catka napotyka sie¢ { w geometryi nieeuklidesowej, w ktérej zacho-
wano euklidesowy pomiar katéw, a dtugos§é okreslono za pomocs tej wlasnie
calki: liniami kraficowemi s w tym przypadku linie proste. Jest to jedna
z geometryj nieeuklidesowych, odgrywajgeych role w zjednoksztateeniu funkeyj
algebraicznych przy pomocy funkeyj automorfieznych metods elementu
liniowego. Poréwn. Klein: ,Lineare Differentialgleichungen“. Getynga
1894, str. 126 i odezyty (nielitografowane) o funkeyach automorficznyeh (1899,
pétrocze letnie).

2) Widaé odrazu prawdziwosé tego twierdzenia, gdyz w tym przypadkn:

d d
—— (F— yFy) —=y' (Fy — — Fy) .
- V) =y (Fy — = F)
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F—y'F,=b"1 (stala)

lub:
Vi+y? ¥
y V1Fy3 ’
b2 — 92
yV14-y'2=b, y”=Ty,
—?/-L=dw
~Vi—g ’

(x—a)y4y2=10%.

A wiec krzywemi Kkrarficowemi sg potokregi, dajgce sie na-
kresli¢ na gornej poiplaszczyznie ze $rodkéw, znajdujacych sie na
osi . Kranicowemi, ktére przechodza przez punkt (z,, ¥,), sa te,
dla ktérych wielkosci a i b taczy zwigzek :

(Zo—a,) + 4> = b,? ,

i sa dane przez r6wnanie:

(3) y=Vr2+2a,(x—x,) — 2?,

gdzie r,? = x,? 4 y,? jest kwadratem odlegtosci punktu (a,, y,) od
poczatku; y przechodzi przez drugi punkt (2,,¥,), gdy !)

o ey
2 (Jml—wo) '

Zmienne granice calkowania, ‘Wylejzakladalismy,
%e punkty (x,, ¥,), (%;,¥;) t.j. granice calki sg stalemi, JeZelite
punkty zmieniajg sig, to dalsze warunki konieczne dla minimum latwo
juz otrzymaé moZna. Przyjmijmy np., Ze -punkty te majg znajdewac

) Wylaezamy tu przypadek z, =z,. Moina tu okazaé bezpoérednio,
Przyjmujae y za zrienns niezalezns; pozostawiamy to ezytelnikowi.
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iy odpowiednio na dwdéch krazywych ciaglych Iy, T, o -stycenych, zmie-
niajacych sig¢ sposobem ciaglym. Niechaj funkeye ¥, dla ktérych wyzna-
‘esamy wartosé calki J, czynia zado$¢ warunkom A z 63 réznica, Ze
punkty (x,, ¥,), (%,,¥,) maja byé punktami krzywych Iy, Iy. Moze
by¢ dogodnem prayjecie, ze krzywa y przecina krzywe I, I', tylko
w ich koficach. Pasmo § przy krzywej Y moéemy‘ okresli¢, wedlug
Knesera, jako czes¢ plaszeczyzny x,y, wyciety przez mals tarcze
kolowa, o promieniu stalym g, ktorej srodek opisuje krzywa y, albo jako
ezgd¢ takiego pasma, lezacego pomiedzy krzywemi I, I'; (fig. 5). W a-
ryacye g (x) funkeyi y (z) okreslamy w sposéb nastepujacy: Roz-
waimy krzywsa przemieniona, t.j. krayws Y (z), czyniacy za-
dosé warunkom A i lezacy
ealkowicie w pasmie S. Nie-
chaj jej koncami beds punkty
(o, ¥'o), (%', y'). Przedzial
'y L &' L', przeksztalcamy
jedunoznacznie i sposobem cia-
glym na przedzial x, < x<x;,
najprosciej za pomocy przeksz.
talcenia liniowego:

Funkcya Y (') przechodzi na funkeye zmiennej z w przedziale
T, L ¢ K x,; waryacye 7 () okreslamy za pomocs réwnania:

Y(@)=y (@) +n(x).

Aby otrzymaé¢ warunki konieczne w tym przypadku, przyjmijmy,
%e funkcya y z koncami w punktach (x,, ¥,), (%, ;) zamienia calke I
na minimum 1 Ze y przemienia sig najprzéd na krzywe Y, majace te same
kofice. Mozna wtedy okazaé, jak poprzednio, Ze funkcya y eczyni
zadosé réwnaniu Lagran ge'a.

Dajmy, ze warunek ten jest spelniony. Rozwaimy punkt zmienny
(x'y, y'o) krzywej Y, i oznacamy dlugosé luku krzywej Iy od (x,, y,)
do (x'y, y',) przez a. Niechaj y= Y (', a) bedzie réwnaniem jedno-
parametrowej rodziny krzywych przemienionych, laczacych punkt
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(z'y, ¥'y), = punktem (,, ¥,), ktéry niech bedzie stalym, i niechaj fank-
cya Y (2, a) czyni zadosé warunkom 1): '
1) Funkeya Y (2',a) oraz jej pochodne czgst-
kowe Yo=Y, Y5 Ypu=Ys 83 funkeyami
cigglemi zmiennych &',a w obszarsze
—a<a<a, <z <Ty;
2) Y(«,0)=y ().
Utwoérzmy funkeye:

A =f,(a)= [ F@, Y, ¥')da! — j F@y,y)de
.z', Z's

Funkcya ta ma te same wlasnosci, co poprzednio funkcya /' (a), miano-
wicie: jest dodatnia, gdy a == 0, znika dla @ = 0 i ma pochodng. Wy-
nika stad, Ze f’, (0)=0. Napiszmy jej pochodna:

'z

a;’=t'.:r

fu@ = [{B ¥t T} a0 — F (@, T, V)

Wzér ten mozna przeksztalci¢é przy pomocy calkowania przez czesci.
Zauwazmy, ze Y, (=,, a) =0 dla wszystkich wartosci a:

z, 5 d ,
ﬁﬁﬁﬁﬂm’

Zo

fnmue&n

fi@=—| B, ¥ V) Yot P, v, v 2|

da

+ (B @ ¥, V)~ @, Y, V) Yade.
”.

) Nie trudno okazaé czysto-geometrycznie, ze te warunki mogg byé
wazystkie spelnione. Kneser (l. ¢., str. 31) podaje prosty sposéb tworzenia
wyrazenia wyrasnego na fuukeye Y («/, @), lecz nie uwidocznia, ze ta krzywa
przecina krzywe I', w jednym tylko punkeie (o, ¥%).
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Gdy a =0, jest Y=y i funkcya podcalkowa w tym wzorze znika
tozsamo$ciowo z przyczyny réwnania (2). Oznaczmy przez w, kat,
jaki styczna do krzywej Iy w punkcie (x,, ¢,) tworzy w kierunka
rosngcego luku a z osia . Wtedy poniewaz

dY (o a L a ,
. 00 _ y(tyya) 22 4 Vo (@ a)
1
dwy | Y (z,a) | _ .
da —OOS(DO,T =8maw, ,
a=0 a=0

bedzie:
Y, (xy, 0) =sin wy, — ¥y c08 @, .

‘Warunek f7; (0)==0 prowadzi do nastepujacego rezultatu: Dalszym
warunkiem koniecznym w przypadku zmiennych
granic calkowania jest:

[F (xo» Yo, y’o) - i'/’o Fy' (wm Yy y'o)] CO8S w,

(4) o\
+ Fy (%) Yo, ') sin 0y = 0.

Podobny wzor stosuje sig do punktu (x,, y,) i otrzymuje sig, zaste-
pujac znaczki O znaczkiem 1. Dwa te wzory wystarczajg zwykle do
wyznaczenia krancowej.

Gdy krancowa y jest przecigta przez krzywa I'y pod takim ka-
tem, iz staje si¢ zado$¢ rownaniu (4), wtedy y nazywamy krzywa
poprzeczng dla krzywej I, (Kneser).

2. Pojecie pola krzywej kraricowej C. Jezeli istnieje
funkcya y, dla ktorej catka I jest minimum, wtedy musi by¢ mozli-
wem przedewszystkiem polaczenie punktéw 4 i B (t.j. punktéw
(To,9,) 1 (24, y,) linia kraricows C. Zatézmy, ze warunek ten jest spet-
niony. Ma to miejsce zawsze, gdy
rownanie Lagrange’a (2), ktére v

jest rownaniem rzedu 2-go, posiada a 5

w przedziale 7, < x < =, rozwigza- | !

nie g (z, a, b), zalezace w ten sposob : i -
od dwéch statych dowolnych a,d, ] I, T,

ze rOwnania Fig. 6.
Wiad. mat. V. 1901. 13
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Yo = g (&, a)b) » Y1 =g(xl) aab)

dajg sie rozwigzaé wzgledem a i b.

Przyjmijmy powtdre, ze istnieje rodzina jednoparametrowa

krancowych y=e (&, y) —taka, iz jedna z tych krzywych y=¢ (z, y,)
zlewa sie z krzywa C—rozciagajaca si¢ w sastedztwie tej krzywej,
i nadto, ze odleglos¢ pomiedzy dwiema sasiedniemi kraricowemi
tej rodziny, mierzona wzdiuz réwnoleglej do osi y, jest nieskon-
czenie malq jednego i tego samego rzedu wzdtuz catego przedziatu
(2, ;). Dokladniej méwige, przyjmujemy !):

1) ze istnieje funkcya @(x,y), ktéra wraz

ze swemi pochodnemi czgstkowemi
P2 =9, @), Py =9’ jest funkcya ciagls
dwoéch zmiennych niezaleznych =9
wobszarze

T: <L, 70"”<7<70+"’

gdzie x jestodpowiedniodobrang statg
dodatnia, dla wartoSci statej parametru
y funkcya @(x,y) jest krancowa, ktora
dla specyalnej wartos$ci y=y, zlewa sig¢
zkrzywga C;

2) ze @y, 7)) F0, gdy z, <z L.
Z zalozen(1),(2)wynika, co teraz okazemy, ze przez kazdy punkt

edpowiednio wybranego sasiedztwa S krzywej C przechodzi jedna
i tylko jedna kraficowa ¢ (,y) i ze @, (z, y) nie znika w Zadnym punk-

h

cie pasma 8. Stad kraticowe @ (, y)
nalezace do obszaru T, wypelniaja,
gdy x jest dostatecznie male, obszar
dwuwymiarowy 8’, w ktérym znaj-
5 duje si¢ kraficowa C. Rysunek prze-

ol

8

z, cigcia poprzecznego warstw forma-
Fig. 7. cyi geologicznej moze tu by¢ pozy-

) Obszerniejszg definicye pola podajemy w pracy: ,On the existence

of a minimum* (Trams. Amer. Math. Soe. 2. 1901).
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teczay jako obraz; w przypadku za$ dwdéch zmjennych niezalez-
nych!) (I jest calkag podwdjna, a krancowe ¢ (z,y,y) stanowis
rodzine powierzchni) pojecie samych warstw stuzy do ilustracyi
zwigzkéw, o ktérych mowa.

Dowé6d. Podamy najprzéd dowodzenie nie dla sasiedztwa
S krzywej C, lecz dla sgsiedztwa dowolnego punktu (x', y’) krzy-
wej C. Poniewaz ¢, (z, y) jest funkcya ciagla i nie znika w punk-
<ie (2, y,), istnieje zatem pewne sasiedztwo ‘

e —a' | <<WH, |y—yo | <+
tego punktu, gdzie @, (z,y) #=0. Rownanie

y= @27

‘mozna rozwigzaé¢ wzgledem y w funkcyi dwéch zmiennych nieza-
leznych z,y w sasiedztwie (z— ') <<k, (y —y') <<k punktu
(z',¥"). Wynika to z zasadniczego twierdzenia o istnieniu funk-
cyj uwiktanych 2), ktére w przypadku niniejszym moze by¢ wyra-
Zone w sposob nastepujgcy:

Niechaj & (x,y,y) bedzie funkcyg trzech zmien-
nych niezalezZnych x,¥y,y, ciagla w sasiedztwie
D punktu (&, ¥, 7). gdzie

@@,y 7)=0;
niechaj istnjejg pierwsze pochodne czastkowe

funkcyi & w kazdym punkcie sasiedztwa D, nie-
chajonebedgciggtemiiniech:

D, (@, Y, v0) F0 5

1) Poréwn. Sehwarz ,Ueber ein die Flichen kleinsten Inhalts be-
treffendes Problem der Variationsrechnung* 1885. (Werke I, p. 224), gdzie
Pojecie pola, bedgee podstaws, na ktére) W eierstrass buduje swe
warunki dostateczne dla minimum, jest wylozone z zadziwiajgeg jasnoseis. -

3) Twierdzenie to i dowid jego podal pierwszy Dini w swoich wy-
kladach uniwersyteckich w Pizie (Analisi infinitesimale, 2 tomy 1877—78 lito-
grafowane, t. I); drukiem ogloszone w Peano-Genocchi ,Calcolo diffe-
renziale e principii di caleolo integrale“. Turyn 1884, § 110, pojawito si¢ na-
stepnie w Jordana ,Cours d’Analyse’, wyd. 2-gie t. 1. 1893, § 91,
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wtedy dla kazdego punktu (2,y) sasiedztwa d
punktu (#,y) rownanie

Q(:v,y, 7)=O

ma jeden i tylko jeden pierwiastek y, lezgcy
w sgsiedztwie punktu y=p, i okresla y jako
tunkcye jednowartoSciowg zmiennych z, y:

r=v(9).

Funkcya p(x,y) jest ciagta w catem sagsiedztwie
dima w niem pierwsze pochodne ciggte dane
przez zwykte wzory na ré6zniczkowanie funk-
cyjuwiktanych:

9
¢‘+¢ro—i=°’ &, + ¢,%=o.

W przypadku obecnym do$é potozyé:
&y, =9@r—y.

Wtedy &, (x,y,y) =@, (x,y); rownanie y =g (x,y) ma jedno
okreslone rozwigzanie y = y (&, ¥) i dowdd jest zupelny dla sasiedz-
twa |z—z' | W, y—y' | W, |y—y,| <« punktu (2, ¥, y,).

Wielkosci &, »' sa w ogoble rozne dla réznych punktéow krzy-
wej C; lecz jezeli wybierzemy je odpowiednio dla kazdego punktu
(«', ¥'), wtedy nizsza ich granica, gdy (2, ') opisuje krzyws C, jest
wielkoScig dodatnia, jak to mozna okazaé przy pomocy znanych
metod rozumowania w Analizie wyzszej. Tym sposobem dowéd
jest zupetny.

Przyktad. Rozpatrzymy przyklad § 1. Krancowa C jest
potokregiem o promieniu b, ze Srodkiem na osi # w punkcie x = a;.
Pole krzywej C mozna utworzy¢ nieskonczenie wieloma spo-
sobami. Mozna przyjaé za rodzine kranicowych rodzing p6tokregéw
spéisrodkowych i potozyé:

(5) @@, 7)=Vy — (—ao)*, 0<y<Coo.
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Tu yo=>,. Niechaj teraz (z'y, ¥'y), bedzie punktem dowolnym kranico-
wej C, rozciagajacej w przedziale x <C ,, tak ze ay—b,— &', <z,
(fig. 8). Pole tworzy si¢ z potokregéw, przechodzgcych przez
punkt (z'y, ¥/',) ze srodkami na osi z, i jest:

©) o@r=Vrd42y(@-a)—a?, —coly<+o00,
gdzie:

r? ="’ +-9’. Tu yy=ga,.

3. Warunki dostateczne Weierstrassa dla minimum; funk-
cye & By stwierdzi¢ istnienie minimum, Weierstrass daje
dowdd bezposredni na to, ze gdy pole krzywej C istnieje w zna-
czeniu, podanem w § 2, i spetniajg si¢ pewne dalsze warunki, wtedy
catka I, wzieta wzdtuz kranco-
wej C ma warto$é J mniejsza
od wszelkiej innej wartosci o,
jaka przybiera na innej krzy-
wej C, odpowiadajacej funkcyi
Y (x) (§ 1), nie identycznej
z funkcya y ().

Zatézmy, ze pole takie
istniejeidla prostoty, Ze wszyst-
kie kraincowe ¢ (z, y) przecho- Fig. 8.
dza przez punkt A4’ (a:'o, Yoy
krancowej C, gdzie &'y <z, lezy dowolnle blizko punktu x, 1).
Niechaj P (i, y,) bedzie punktem krzywej C, s dtugoscia tuku AP
na tej krzywej. Oznaczmy catkowita dtugosé krzywej C przez 1.
Nakre§lmy krancowa y = ¢ (z, y,), faczaca punkty A'i P i roz-
patrzmy calki:

') Weierstrass rozwazal w swych wykladach przypadek pola,
w ktérem kraficowe ¢ (z,Y) przechodzg wszystkie przez punkt (z,,3,). Pojgcie
punktu pomoeniczego (z%,y’,) zawdzigczamy Kneserowi (L. c., str.b59),
daje to uproszezenie szczegétéw dowodu Weierstrassa bez zmiany ich
istoty.
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X/
In=[F(e,u,y)ds, witawidtz y=9 (@7,

£’

1, = f F(z, Y, Y)dx, wzietq wzdluz C.

Suma tych catek jest funkcya wielkosci s. Oznaczmy ja przez
f (8); bedzie:

r(s)=1Ion—+In.
Zauwazmy, ze f (1) = 1’ 4 J jest wartoscia calki I, wzigtej wzdiuz
C od (', #5) do (24, ,), f(0) = 1' 4 J wartoécia catki T wzdiuz
C od (5", ¥s) dO (%, y,) i wzdluz C od (2, y,) do (i, 1), tak, 2
FQ)—fO)=—(J—J).

Twierdzenie pomocnicze. Funkcya f(8) jest
funkcyg ciaglg zmiennej s w przedziale 0Lsl,
ma tupochodna, ktéra nigdzie nie jestdodat-
nia, a Jestujemna, jézelitylko funkcya Fyp(x.y, p)
jestdodatnia w kazdym punkcie (z,y) krzywej
C,gdzie trzeclemu argumentowip mozZna na-
dawaé Wwartosé dowolha.

Z tego twierdzenia wynika, ze funkcya f(s) jest funkcya mo-
notoniczna, malejaca wcigz w przedziale 0 < 8 <!, a stad:

FOLFO), tjd<d.

Warunki poprzedzajace sa zatem warunkami dostatecznemi istnie-
nia minimum.

Dowéd twierdzenia pomocniczego!'). Naj-
przdd jest jasnem, ze:

1y Welerstrass otrzymuje pochodng 1’ (s), wyrazajge bezposrednio
pizyrost nieskoficzonostkowy funkeyi przez nieskoficzenie maly przyrost wiel-
koset s 1 wyzhaczajge granicg stosunku. Proces analityczny jest dtuzszy, gdy
parambtryczne preedstawienie Weierstrassa zmiennych 2,y przez t za-
stapiono tu formg niesymetryczng, co zdaje sig stanowi istotng dogodno&é.
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iTn dz

T;I =— F (3, Y5, m—d‘;— =—cosa F(z,, Yy, M),
gdzie !M wyraza nachylenie krzywej C w punkcie P i gdzie
a=arctg.ll/[,—%<a<-21 .

Calke Ips mozna uwazaé za funkcye zmiennych x,,y, z kt6-
rych znéw kazda jest funkcya wielkosci s.  Stad:

d.loz _ 0102 dx, + 0102 d}'

ds = Ox, ds dy ds '’
0l dx,
dry, ds

gdzie m jest nachyleniem krzywej C w punkcie P.

= cosa F (z3, y5, m) ,

02

Pochodna ‘g’ mozna otrzymad, rézniczkujac pod znakiem

catki 1):

e _ [
Gr= [ By + Pyt do

ta catka moze by¢ przeksztalcona przez zastosowanie metody cal-
kowania przez czeéci, podobnie jak w § 1; otrzymujemy w ten
sposdb:

oI 4
0;: = Fy (23, Y2, m) Py (23, 73) +f(Fy—d_va)‘prdz'

Calka po stronie prawej znika, gdyz funkcya y czyni zadoS¢ ré-
wnaniu Lagrange'a (2).

Obliczajac pochodng :;—z , zauwazy¢ nalezy, Ze rOwnanie

¥ = @ (,y), rozwiazane wzgledem y, daje (por. § 1) y =v (2,¥),
stad pochodne czgstkowe ., p, Wyrazajg si¢ wzorami:

1) Piecard ]l e. Rétniczkowanie catki Ip; mozna wykonaé za po-
mocg wzoru podanego u Picarda na str. 31.
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- =1
'/’E q)r ’ 'Py - ¢r .
Jezeli X, Y sq spoirzednemi punktu zmiennego krzywej C,
i rn=vy(X,Y)
d
—drT’ =y, (X, Y)cosa+y,(X, Y)sina
— o i —
_—9 (zy, y3) cos a + sina — cosa M—m )
Py (%9 Y3) @y (3, 75)
Zbierajac te wyniki, otrzymujemy wzory nastepujace:
dle
“ds  cosa [F (xg ys, m) + (M — m) Fy (@3, yy, m)]

f(s)=—86,
gdzie: .
6 =cosa {F(wm Y.y M)—F(Z,, Ya, m)_(M- m) Fy' (xm Yay ’”)}

7
@) ~=—;— cos a (M—m)? Fy (5, Y5, m) + 0 (M—m); 0—60<1.
Tym sposobem istnienie pochodnej funkcyi £ (s) i jej ciagtosé
sq udowodnione dla wszystkich punktéw przedziatu 0 s L.

Z postaci funkcyi & widaé, ze funkcya f’(8) nie moze by¢
dodatnia, gdy funkcya F,, (x,y, p) czyni zado$¢ warunkom twier-
dzenia pomocniczego, lecz moze znikaé, gdy M —m =0, t.j. gdy
kraficowa @ (, ;) jest styczna do krzywej C w punkcie P. Po-
niewaz krzywa C jest dowolna, moze przeto we wszystkich cze-
$ciach przedziatu zlewad sie z kraficowa ¢ (x, ), a zatem M—m moze
znikaé. Pozostaje tedy okaza¢, ze M—m nie moze znika¢ w calym
przedziale, oile C nie zlewa si¢ z C. Wynika to wprost z réwnania:

s _ osq H—™ _.

ds @y (Zay75) ’
jezeli M—m =0, wtedy y, jest stale, a poniewaz w pasmie §
moze by¢ nakre$lona jedna tylko kraicowa C, taczgca punkty

A i B, przeto y, = y,.
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Metoda, wytozona tu dla pola specyalnege, daje si¢ rozciagnagé
i na pole ogdlne § 2-go (poréwn.§ 4 i 5), a wynik daje si¢
stresci¢ w sposdéb nastepujacy :

Warunki dostateczne Weierstrassa dla mi-
nimum. Warunkiem dostatecznym na to, aby
funkcyaynadawatacaice

Zy

I=j F(x,y,y)dx

warto$¢ minimum jest:

1) aby punkty (xy, %), (%, %) moznabyto po-
laczyé¢ krancowa C, czynigca zado$é
warunkom 4;

2) aby istnialo pole krzywej C w znacze-
niu, podanem w § 2;

3) aby funkcya Fy,(x,y,p) bytadodatniag we
wszystkich punktach krzywej C, gdzie
p jest funkcya dowolng w przypadku
minimum mocnego, réwng zay wW przy-
padku minimum stabego.

Przyktad. Calka w przykladzie § 1 jest minimum. gdy

funkcya y jest kranicows. Istotnie, gdy zastosujemy tu pole, okne$-
lone w kornicu § 2, spelniajg si¢ warunki Weierstrassa,

4, Uzasadnienie warunkéw dostatecznych dla pola. Po-
przeczna Knesera. Przyjmijmy, ze A, <, (poczatek §-u 1) i ze
pole rozciaga si¢ wzdtuz linii * = x,; obszar T’ jest rozszerzony na

T xlo<w<xla }’o—"<7<7’0+"’

gdzie 4, < 2y < y; ', moze by¢ obrane dowolnie w blizkosci
punktu z,.

Przez punkt 7 przechodzi krzywa dowolna G nie styczna do
krzywej C ze styczna, zmieniajaca si¢ sposobem cigglym. Niechaj
spélrzednemi punktu zmiennego @ krzywej G beds &, 7. Wtedy
tatwo okazaé, ze spéirzedne £, 7 sa obie funkcyami ciagtemi wiel-
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hodct y, majacemi pochodne ciagte wagledem y i 2e te pochodne
nie 2nikaja rownoczesnie w sasiedztwie punktu 4. Istotnie

2=y OF + 0D

i @, (2o, 70) 0.

Niechaj punkty 4 i B beda potaczone, jak poprzednio, krzy-
wg dowolng C, czyniaca zados¢ warunkom 4 i lezaca w sasiedztwie
krzywej C; zachowajmy definicye i znakowania § 3 z tym wyjat-
kiem, ze I,, ma oznaczaé catke nastepujaca:

In= j F(z,y,y)dr, wzigta wzdluz krancowej y == @ (z, 7).
¢

Stad:
= d
F&) =In+Tn; £ ()= “+
d‘-ilsﬂ == F(zaa Yoy M) cos a ,
dly 01,

dzr 0l,; d d
= 2 + 02 E + 73 j{Fv(pr'i‘F"q"}h
ds 0,

d d ,
=F("’2’!I_aa m)cosa —ﬁ[F(f,'lv’h)EE‘ +Fy’(5”h’h)?’r(f’7)]’=”

+ L F (%3, Yay m) @y (25, 75)
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gdzie 7, =9’ (§,y); calka znika tu podobnie, jak w § 3. Otrzy-
mujemy tedy wzdr:

f'(8) = —cos a [F (25, yo, M)—F (g, Y3, m)—(M—m) Fy (25, y,, m)]

d d )
—%[F(f’ ", m)d—ﬁ-l-fy(ﬁ, )y (&) -

Y=»

‘Wzér ten rézni sie¢ od wzoru w § 3: f’ (s) =— 8, jedynie
dodatkiem drugiego wiersza. Krzywa G jest dowolng i wedlug
pomystu Kneseral), mozna wyznaczyé G tak, aby bylo:

1
) F(&n,m0) % S+ Fy &) (671 =0

Jest to mozliwe zawsze, o ile tylko F(x,,y,,¥’,) == 0 2). R6wnanie (9)
okreéla ¢ jako funkcye wielkosci y, jednowartosciowa i ciagta, maja-
cg pochodne ciagte w sasiedztwie punktu y=y, 3) i jest n=g (&, ).
Krzywa jest poprzeczna (patrz § 1) wzgledem kraficowych ¢ (x, y);
istotnie z wzor6éw (8) i (9) wynika, ze

1) Dalszy przebieg dowodzeniu Knesera jest odmienny od podanego
w tym artykule i zgodnego w istocie z dowodem Weierstrassa. XKne-
s er traktuje cale zagadnienie o minimum calki , jako uogélnienie zagadnie-
nia o linii najkrétszej na powierzchni.

%) Jezeli F(z,3, ¥ =0, wtedy mozemy wzigé funkeye F (x,y,¥’)
= F(z,y,9")41; stad:

z, &y
{ F(fv %Y dz =f F(z, Y ¥) dz - (2, —=2,) .

Zy Zo

Funkeye F, F majg te same kraficowe i oczywiscie funkeya y, ktére zamienia
na minimum jedng catke, zamienia i drugg. Lecz F (%, 0 ¥0) 5=0 i dowodze-
nie w tekéeie daje sig tu zastosowaé Widaé stad, ze gdy F(z,y,y')=0,
y zamienia catke I na minimum.

3) (o do twierdzenia o istnieniu dla zwyktego ré6 wnania rézniezkowego,
z jaklego tu ezynimy uzytek, patrznp. Picard 1 e, t. H, rozdzial 11, zwla-
szeza § 7.
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’ d d
[F(&, 7y ’71)—’7le'(£' uh ’71)]%"‘1'}'(5: 7, 7)1)#=0-'

Wprowadzajac zmiane, ze catka I, jest wzieta poczynajac
od granicy mniejszej &, okreslonej jako funkcya wielkoci y, zamiast
od punktu (2, ¥',) (§ 3), mozemy stowo w stowo zastosowaé
powyzsze rozumowania i tym sposobem warunki dostateczne
Weierstrassa dla pola mozna uwazaé za udowodnione.

Dotad ograniczaliSmy sig do przypadku, kiedy granice calkowania
sg stale. Metoda Knesera pozwala na wyprowadzenie warunkéw
dostatecznych i dla przypadku granic zmiennych, co wyraZa twierdze-
nie nastepujace :

Twierdzenie. Warunkiem dostatecznym w prazy-
padku granic zmiennych calkowania na to, aby kran-
cowa C zamieniala calke 7 na minimum (w zaloZeniu,
ze warunki konieczne, by C przecinalo I',, I'; poprzecznie sg spelnione)
jest, by mozZna bylo otoczyé krzywag C polem
kraficowych w znaczeniu podanem w § 2 i by kai-
da z kranncowych tego pola przecinala krzywa I
(patrz § 1) poprzecznie, wreszcie—aby funkecya Fy,
byla dodatnia w obszarze R.

‘W § 2 pole bylo ograniczone liniami prostemi & =z, i x =x,;
obecnie zamiast tych prostych mamy krzywe Iy i I';.

5. Uzasadnienie warunkéw dostatecznych przy pomocy
niezmiennikéw catkowych, podane przez Hilberta, Zdarza sie
nieraz, ze zagadnienie fizykalne daje sie rozwiagza¢, niezaleznie od
metod Rachunku rézniczkowego, za pomocg metod Rachunku cat-
kowego. Tak np. mozna wyznaczy¢ ci$nienie P ptynu, pocho-
dzace jedynie od sily ciezkoSci na zanurzone w nim pole plaskie

pionowe, wyznaczajac % jako funkcye zmiennej z, i rozwigzu-

jac odpowiednie réwnanie rézniczkowe; ot6z P mozna wyrazié jako
granice sumy ci$niefi czgstkowych AP na nieskornczenie waskie
paski poziome pola. Warunek statecznego przeptywu ciepta w ciele
jednorodnem—réwnanie L aplac e’a—mozna otrzymaé, rozwa-
Zajac ilo&¢ ciepta, przeptywajacego w nieskoriczenie matym elemen-
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cie ciata i zmniejszajac nieograniczenie do zera wymiary elementu;
twierdzenie Greena mozna stosowa¢ do dowolnej czesci ciata,
ktére nie jest koniecznie nieskoriczenie mate 1).

Metoda Weierstrassa uzasadnienia warunkéw dosta-
tecznych jest metoda Rachunku rézniczkowego; metoda Hil-
berta?), ktdrag teraz wylozymy, jest metoda Rachunku catko-
wego. Zagadnienie polega na wykazaniu, ze wartos¢ J catki I,
wzietej wzdtuz krzywej kraficowej C, jest mniejsza od wartosci J*
tejze catki, wzietej wzdluz krzywej dowolng;j C, lezacej w sasiedz-
twie krzywej C. Hilbert stawia pytanie takie: Jest mo-
zliwem wyznaczenie catki

(10) [, ¥, 7y

Zo

w ten sposdb:

(@) aby wartos$c¢ jej byta niezmienna na krzy-
wej C, t.j. dla funkcyi Y(x), dobranej zgo-
dnie z warunkamidileZzgcej w sasiedz-
twie krzywej C;

(b) aby, gdy C zlewa sie z C, t.j. gdy Y(x)=¢(x, o)
warto$é catki sprowadzié¢ si¢ data do
wartosci I, wzietej wzdtuz C, t.j. do J.

Dajmy, ze otrzymaliémy jedne taka catke; jej warto$cia jest J.
Otéz punkt gtéwny metody Hilberta jest nastepujacy. RoOz-
nice J — J, ktéra dla minimum musi byé wielkoécia dodatnig
(warunek konieczny i dostateczny § 3), mozna napisa¢ w postaci:

1) Najnowszg ilustracye tych dwéeh metod dajg dwa dowody twierdze-
nia pomoeniczego G ours ata do twierdzenia C au e h y'ego w Rachunku
calkowym; dowéd Goursata (por. Transaet. of the Amer. Math. Soe. 1.
1900, p. 14) odpowiada metodzie calkowej, dowéd Mo o r e’a (tamze, p. 499)
metodzie rézniczkowej.

?) Podana w wyktadach w Getyndze (semestr letni 1900); sprawozda-
nie o niej w ,Berichte des Mathem. Vereins*, Getynga Somm. Sem. 1900, p. 10.
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&
¢h  T—I=[F@& Y V)-8 Y, Ve,

stgd warunkiem dostatecznym dla minimum
jest, by funkcya podcatkowa

F,,Y)— %@ X, Y)

‘byta dodatniag i nigdzie ujemna w czesciach
przedziatu dla wszystkich krzywyeh C, nie
zlewajgcych sie catkowicie z krzywa C. Sprowadza
si¢ to do tego, ze w przypadku gdy istnieje pole kraficowej C,
funkcya & moze by¢ wybranag tak, by funkcya podcatkowa pomi-
jajac czynnik dodatni, byta funkcya Weierstrassa &.

Rozwiniemy szczegély analizy Hilberta i rozpoczniemy
od przytoczenia w tym celu dobrze znanego w Rachunku warya-
cyjnym twierdzenia pomocniczego.

Twierdzenie pomogcnicze!). Warunek ko-
nieczny idostateczny nato, aby wartos$¢ catki

fﬁ@%wa,
@,

gdzie funkcya ® poddana jest warunkom dla
funkcyi Fw§l byta niezalezna od funkcyi g,
czynigcej zadoé6c warunkom 4, oraz posiada-
jacej pochodne drugie skofnczone i.ciggie
wprzedziale ry,<e<<z; ?) jest,by funkcya &P czy-
nitazadoséréwnaniu funkcyjnemu:

d

(12) &—— 8, =0

1) Dowéd twierdzenia pomocniczego dajemy na koficu paragrafu.

3) Zadnnie dalsze istaienia drugiej pochodnej, nalety w ogéle uczynié
jako warunek dostateczny, by réwnanie (12) mialo znaczenie. Leez & jest ty
funkeys, liniowy ilosci ¢/, a wige w przypaiku rozwatanym przez Hilberta
$adanie to jest spelnions.
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dla wszystkich funkcyi y klasy wyzej rze-
czonej.

Réwnanie to ma postaé identyczng z postacig rdéwnania L a-
grange'a (2), lecz tam F bylo dane iy szukane, tu za$ prze-
ciwnie: y obieramy dowolnie, a szukamy funkcyi @, czynigcej za-
do$¢ rownaniu. .

‘W przypadku szczegdlnym twierdzenia, w ktorym 6=P-4-y'Q,
gdzie P i @ sa funkcyami tylko zmiennych x i ¢, calka ‘sprowadza
sie do znane;j

@ 91)

f Pde + Qdy,
@0, 90)
rownanie za$ (12) przybiera posta¢é:
dP  0Q
dy oz
Hilbert stosuje w nastepujacy sposoéb powyzsze twierdze-
nie pomocnicze. Jako funkcye & bierze on:
(13) 2 (@,y,y)=F (z,y,p) + ' —p) F» (,9,p),

gdzie p oznacza funkcye dowolng zmiennych z i y, majaca pierw-
sze pochodne czgstkowe p,, p,, ciagle we wszystkich punktach
pola, i szuka takiej funkcyi p, aby funkcya & czynita zadoS¢
réwnaniu (12). Jest tu:

&, =Fy+ Fyopy+ (Y—p) (Fyp + Fpopy) — Fypy,

ad, dF, ’
d; =—dx—p‘=pr+Fyr.'/+Fpp(Pw+va) )

a warunek dla p bedzie nastgpujacy !):

') Warunek ten otrzymuje Hilbert w postaci (poréw. Berichte des
Math. Ver. 1 ¢.)

JoFp
o

gdzie ndzniozkowanie oznaczone przez v uskuteeznia si¢ w satozeniu, e ¢ i y
83 zmiennemi niezaleznemi.

OF ']
—— _— Fp)=—0
dy+ ™ (pFp)=0,
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(14) Fy— Feop — pFyp — Fypp (92 +rp,) =0
Warunkowi temu, gdy istnieje pole mozna zawsze zedosé
uczyni¢ przy obraniu na p funkcyi
(15) pr=9q¢' (x,7), y=9¢ (7).
W samej rzeczy, rownanie (14) sprowadza si¢ do réwnania L a-
grange'a (2), gdy:
, @ )
Pz=¢"+¢r% y py=9 3; ’
oy /4
— o el - “r .
0=9¢'+ ¢, oz l=g¢, ’
a wiec:
p:+pp, ="

Jezeli w wyrazeniu (13) na & zamiast y napiszemy Y, za-
miast p naszemy y' = ¢’ (x, y), gdzie ¥ = ¢ (=, y), wtedy z réwna-
nia (11) otrzymamy nastgpujgce (por. rownanie (7)):

f—J=f{F(w, Y, Y)— F@,y)— (Y —y) Fy(z, T,y)} do

(o) =f25ecada:=fz{:5ds;

tu ds oznacza element krzywej C.

Dowéd twierdzenia pomocniczego, (a) Warunek
jest konieczny, Niechaj Y,y beds dwiema funkcyami, i ¥ =y 9.
Utwérzmy funkcye:

f(a>=/'{¢(w,y+an, Y tan) — B@ g, y)) de.

Poniewa% y -+ ay, gdy a pozostaje stalem, jest jedng z fankeyj uwa-
Zanych, [ (a) = 0, wige
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' @= 18, @,y +an, v+ o)+ 1 By (@, y+an, ¥+ o)} da
& .
znika. Z réwnania, otrzymanego stad przy a =O0:
f {22, (@9, 9)+ 79 (x,y,y)jdz =0,

moZna wyprowadzi¢ réwnanie (12) za pomooa metody, podanej w cyto-
wanej rozprawie p. Whittemore’a. Warunek ten tedy jest ko-
nieczny,

(b) Odwrotnie, warunek jest dostateczny. W samej rzeczy,
niechaj Y,y beda dwiema funkcyami; utwérzmy funkeye f (a) i jej
pochodng f7 (a). Calke, wyrazajgcs te drugg funkcye, mo#na przeksztal-
cié za pomocy calkowania przez czesci jak w § 1, i bedzie:

" ’ d ’ '
f'@) =, @ y-+an,y-ar) — By (@ y-+on, yon') da.

Stgd f’ (@) =0 i réwnanie (12) jest warunkiem dostatecznym.

6. Zastosowanie metody Hilberta do catek podwéjnych.
Funkcya 8. Metoda, podana w tej rozprawie, daje si¢ bezpo-
$rednio zastosowaé do catek podwojnych. Niechaj & bedzie obsza-
rem na plaszczyznie z, y, ograniczonym krzywa @, majaca wszg-
dzie styczne, zmieniajace si¢ sposobem ciagtym, i niechaj bedzie
dany uktad dowolny wartosci b wzdtuz krzywej ©; wartosci te nie-
chaj tworza funkcye ciaglta tuku na tej krzywej, majaca pochodne
ciggte wzgledem tego tuku. Rozpatrzmy catke

n oz dz
(17) Iz.U F(x,y,2p, 9 dxdy, (p=%, q=—3§)
£

rozciagnigta na obszar ¥, gdzie # jest funkcya ciagta zmiennych

x,y w obszarze ¥ i na jego ograniczeniu, majacg na tem ograni-

czeniu wartosci b. Co do cisglosci funkcyi F'i jej pochodnych

1z¢du pierwszego i drugiego w obszarze ¥, czynimy podobne zato-
Wiad. mat. V. 1901 14
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Zenia jak w § 1, co do funkcyi # za$ zakladamy, Ze ma pochodne
czastkowe 1) rzedu pierwszego i drugiego, ciagle i skonczone
w obszarze .

Zagadnienie polega na tem, aby wykaza¢, ze pormedzy funk-
cyami z istniejq takie, ktore calce I nadaja warto$¢ minimum.

Geometrycznie wyrazi¢ si¢ daje zadanie to w ten sposéb:
Niechaj elementom powierzchni walcowej, ktérej tworzaca jest
krzywa & i réwnolegtym do osi z odpowiadajg warto$ci na ogra-
niczeniu. W ten sposéb powstaje krzywa sko$na c. Szukamy
takiej cze$ci powierzchni, rozciggnietej wzdiuz krzywej ¢, dla ktorej
catka I jest minimum.

WyprowadZmy najprzéd warunki konieczne. Dajmy, ze
zagadnienie zostalo rozwigzane i ze z stanowi jego rozwigzanie.
Niechaj Z—=2z +{ nalezy do powierzchni przemienio-
nej; { niechaj bedzie waryacya funkcyi z. Wtedy mozna do-
wiesé, ze zachodzi¢ musi zwigzek:

f[{w, 4 7 Fy + nFy) dedy =0 (n-_-g—i-,x.—.%;-)

4
bez wzgledu na to, jaka wzigto waryacye {. Zalozenie o istnieniu
drugich pochodnych czgstkowych funkcyi z znajduje zastosowanie
w dalszym ciagu dowodzenia, polegajacym na przeksztalceniu
calki za pomoca metody calkowania przez czesci (jak w koricu
§ 1); otrzymujemy tym sposobem ro6wnanie Lagrange’a:

oF, OF, _
Fe— ox oy 0
18)  {lub: Fy—Foy—Fp—Fy 22— F, 22
(18) e e e v %3y

(Fn 2y axay +F, ay,) 0.

Nalezy dalej okazaé, ze w przypadku minimum jest:

1) Nie stwierdzono dotgd, o ile mi wiadomo, Ze zalozenie o istnieniu
pochodnych drugich w przypadku catki podwéjnej jest zbyteczne,
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Flp— FpFyg <O

dla kazdego punktu powierzchni # (Warunek Legendre'a).
Przyjmijmy, ze dla wszystkich punktéw obszaru 3 jest:

(19) Fop — FppFey <O .

Zal6zmy, ze istnieje funkcya 2z, spetniajaca wyzej podane wa-
runki ciaglosci, przyjmujaca przepisane wartosci na ograniczeniu
i czyniaca zado$¢ rownaniu Lagrange’a w calym obszarze .
Funkcya ta jest kraficowsg C. Czego potrzeba nadto, aby ta funk-
cya nadawala catce I warto$¢ minimum? Prowadzito do tego,
ze warunek dostateczny Weierstrassa (§ 3) moze by¢ bezpo-
$rednio rozciagniety na ten przypadek. Po pierwsze, musimy Za-
da¢ istnienia p ola dla kraricowej C. Przyjmujemy:
(1) zeistnieje funkcya ¢(x,¥,y), ktéra wraz
z swemi pochodnemi czgstkowemi
Yo, Pyr @yy Pay, Pyy j€st funkcya ciagtg trzech
zmiennych niezaleznych x,y,y w obsza-
rze T: (x,y) jest punktem obszaru §, wia-
czajac wen G; yo—xLy<Lyo+x, gdzie =«
jest statg dodatnia; oraz Zze dla warto-
$cistatej wielkos$ciyjest o(x,y,y) kran-
cowa, ktéra dla specyalnej warto$ci
y=y zlewa sig z krannicowa C;

(2) ze ‘Py(wv%}'o):':o gdy (z,y) znajduje sie
w obszarze § albona krzywej €.

Aby otrzymaé funkcye Weierstrassa §, zastosujemy
metode Hilberta. Mamy najprzod:

Twierdzenie pomocnicze. Warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to,aby wartos¢
calki

[[ #@v2.0.0dd
K4
bytaniezalezna od powierzchnig, jest

(20) F——2 ——L =0.
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Tu wszystkie powierzchnie uwazamy za roz
ciagniete wzdluz tejze samej krzywej skos-
nej ¢; iz sqg poddane tym samym warunkom
ciggtosci,jak wyzejFie;r6zniczkowania, wska-
zane przez okrggle d,s4 dokonane w zatozeniu,
z2e X,y sa zmienneminiezaleznemi.

Najprzod, funkcya @ jest obrana zgodnie z rownaniem (13):

D@,y 2,0, 0=F (2,9, 2,9, 9)+ (0—P) Fp(z, 9, 2,9, q)
+ (Q—q) 'EI (z’ Y, 2, P, q)

gdzie p i q oznaczaja funkcye dowolne zmiennych z, y, 2z, majace
pierwsze pochodne ciagle; mozna wtedy p i q wyznaczy¢ tak, aby
funkcya @ czynita zado$¢ réwnaniu (20). Znajdujemy, iz musi
spetniaé si¢ zwigzek:

F, — [Fyp + pFp + (pa + p9:) Fyp + (92 99:) Fpql
— [Fy + aF: 4 (py+ a9:) Fig + (a5 + 99:) Fog] =0.

Temu warunkowi staje sie zawsze zados¢, gdy istnieje pole,
a za funkcye p, q obierzemy nastegpujace:

(21)

(22)

P=9:(2,9,7), 9=¢,(,%,7), =9 (z,¥,7).

W samej rzeczy, rownania (22) sprowadzajg si¢ wtedy do réwnania
Lagrange'a, w ktérem uczyniono z = ¢.
Jezeli teraz w wyrazeniu (21) na & zamiast #,p, q, p, q polo-

zymy odpowiednio Z, P, Q, s, ¢y i utworzymy catke J— J,
w ktérej funkcya podcatkowa jest réznics

F(x,y,Z, P, Q) — @ (x,9,2Z, P, Q)

otrzymamy w tej réznicy funkcy¢ Weierstrassa &, procz
czynnika dodatniego @ =cosa, gdzie a oznacza kat ostry, jaki
normalna do powierzchni C w punkcie &, y, Z czyni z osig 2:

E=a{F(x, 4,2, P, Q—F (Y, Z, 9o, y) —(P—z) Fy (2,7, Z, @z, Py)
(23) —(@—9) Fy (2,9, Z, oy 9y) }

= -;—a[Fp,(e)(P—¢,)2+2Fm(e) (P—¢a)(Q—y)+Foul(0)(@—9,)]".
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Tu @s(x,9,7), ¢, (¢,y, y) uwazamy za funkcye zmiennych
xy,Z, y wyznacza si¢ ze zwiagzku Z—= ¢ (x,y,y); wyraZenia
Fop(0), Fyy (0), Fy (6) utworzone sa z funkcyj odpowiednich
Fop, Fpoy Fyq dla argumentdéw  2,y, Z, o0 [P—@,), 9,4-0[Q—,];
0L 1.

Skoro zwigzek
Fam - Fpquq <0

ma miejsce dla wszystkich punktéw obszaru R, to forma kwadra-
towa w ostatniem wyrazeniu na & jest funkcya okreslong, a stad,
gdy Fp, >0 (a zatem i Fyy > 0), catka

.7-—J=U@a secadxdy=ﬁ‘&ds
A J.

gdzie dS oznacza element powierzchni C i ma zawsze warto$¢
dodatnia, wyjawszy, gdy:

P—¢p,=0, Q—o,=0

we wszystkich punktach obszaru &.

Gdy istnieje pole, mozna okaza¢, ze w ostatnim przypadku
réwnania spelniaja si¢ tylko wtedy, gdy C zlewa si¢ wszedzie z C.

Zastosowanie. Powierzchnie minimalne.
Zagadnieni¢ jest nastgpujace: Wzdluz krzywej skosnej zamknig-
tej I" rozciagnaé powierzchnie, ktére) pole byloby mniejsze od pola
kazdej innej takiej powierzchni.

Zatézmy, ze krzywa I' posiada wszedzie styczna, zmieniajaca
sie sposobem ciggtym, i ze niektore z powierzchni, rozciagnigtych
wzdtuz T, sa takie, ze gdy obierzemy odpowiednia ptaszczyzne M,
to dowolna prostopadta do M przecina powierzchnig (wlaczajac jej
ograniczenie) najwyzej w jednym punkcie i nie jest styczna do
powierzchni w tym punkcie. Obierzemy plaszczyzne M jako plasz-
czyzne z, y ukladu prostokatnego z,y, 2. Pole powierzchni przed-
stawia catka

v o

/ [VTF7Fe dady,
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i te calke nalezy uczyni¢ minimum. Réwnanie Lagrange'a
jest nastepujace:

02z
@) () g — 20+ (1) 55 =0.

Tym sposobem, jezeli na wszystkich powierzchniach, ktore
mozemy rozciagna¢ wzdluz I', istnieja w punktach wewnetrz-
nych pochodne czgstkowe rzedu pierwszego i drugiego, czynigce
zado&¢ warunkom, przepisanym dla funkcyi 2 na poczatku tego
paragrafu, wtedy istnieje jedna powierzchnia o polu mniejszem od
pola kazdej innej i czynigca zado$¢ we wszystkich punktach we-
wnetrznych réwnaniu (24). Odwrotnie, warunek ten
jestdostateczny. Niechaj bowiem réwnaniem kraficowej
C bedzie z={f(x,y). Istnieje wtedy pole wokoto tej krarficowej
rozciagajace sie nieograniczenie w obu kierunkach. Jako funkcye
@ mozna obra¢ nastgpujaca:

@y y)=Ff@Y+7r, 60=0, —coly<<+oco.

Pole krancowej C nietylko jest mniejsze od pola innych po-
wierzchni tej klasy, ktore uwazamy za lezagce w ograniczonem sg-
siedztwie kraiicowej C, ale jest mniejsze od pola kazdej takiej po-
wierzchni.

Mozemy uogélni¢ ten przykiad i powiedzie¢: Warunek
Lagrange'a (18) w potagczeniuz warunkami

Fp>0, Fpy — F,, Fiy <O,

jest warunkiem.dostatecznym dla minimum,
o ile funkcya podcatkowa F nie zawiera wy-
razniezmiennej z.



