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Wi Bortkiewicz.

Na polu badania naukowego, ktére Laplace nazywa
zastosowaniem teoryi prawdopodobienistwa do Zycia cywilnego
(I'application de la théorie des probabilités a la vie civile), wybitne
miejsce zajmujg rozwazania nad stalo$cia wzgledna szeregéw
statystycznych. Wskazanie znaczenia zasadniczego pytania, do-
tyczacego tej statosci dla teoryi statystyki, jest zastugag Lexisal).
Przed niedawnym czasem rdzni autorowie ?) zwrocili uwage na
to, ze rozwazania te maja tez doniostos$¢ dla sprawy uzasadnienia
naukowego oraz praktyki ubezpieczen zyciowych. Niechaj mi tu
bedzie wolno poswieci¢ stéw kilka pytaniu o wydoskonaleniu sto-
sowanej w tem zagadnieniu metody.

Wiadomo, ze dla scharakteryzowania wzglednej staloéci sze-
regu statystycznego rozwaza sie zwykle stosunek dwéch pier-
wiastkéw kwadratowych, z ktérych jeden przedstawia miarodajny
dla danego szeregu statystycznego blad éredni kwadratowy, obli-
czony wedlug metody bezposredniej (,fizykalnej“), drugi za$ takiz

1) Zur Theorie der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesell-
sehaft. Freiburg 1877. Poréwn. E. Dormoy, Théorie mathématiqne des
assurances sur la vie. Paryz 1878. TomI » 39—5'. E. Czuber, Die Eat-
wickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwendungen. Lipsk 1899,
% 71—73. WL Bortkiewicz, W wydawnictwie: Encyclopaedie der
mathem. Wissenschaften. I D4a X 4 -6, gdzie podana jest dalsza literatura.

?) J. H. Peek, Das Problem vom Risico in der Lebensversicherung
(Zeitsehr. ftir Versicherungsrecht und Wissenschaft. t. V. Strassburg 1899).
G. Bohlmann w ksigzce Kleina i Rieockego: ,Ueber angewandte
Mathematik“ ete. Lipsk 1900, str. 137—145. E. Blaschk e, Die Anwendbar-
keit der Wahrscheinlichkeitslebre im Versicherungswesen (Statistische Mo~
natschrift. Wieden 1901).
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btad, obliczony wedlug metody posredniej (,kombinatoryjnej*).
Jezeli tedy

’ ’ ’
pl)?ﬁ?“"pa

jest szeregiem statystycznym, zioZzonym z ¢ elementéw, gdzie za-
kiada sie, ze kazdy pojedyriczy wyraz tego szeregu moze byé¢ pod
wzgledem formalnym uwazany jako wyrazenie przyblizone pe-
wnego prawdopodobienstwa, i nadto, ze kazdy pojedynczy wyraz
p'i otrzymano. z tej samej liczby s pojedyniczych spostrzezen, to
wspomnianemi dwoma pierwiastkami kwadratowemi sg :

I/W l/poqo

o_.

gdzie

"
"o=21;—' , o=1—p.

Jezeli mamy wiekszg liczbe analogicznych szeregéw statystycz-
nych, ktérych stalos¢ ma by¢ zbadana, wtedy to wyznaczywszy
osobno dla kazdego szeregu iloraz: .

W—ry* . 1/ P
D= l/ Z o—1 ) l s
zwany spoOlczynnikiem rozbieznos$ci!), bierzemy
$redniq arytmetyczng wszystkich w ten sposéb otrzymanych war-
tosci na D i otrzymujemy wyrazenie stosunkow dyspersyjnych,
panujacych w rozwazanej dziedzinie. . Jezeli przy tem na.spotczyn-
nik rozbieznosci znajdziemy wartoéé srednig blizka jednoéci, stano-
wi¢ to bedzie kryteryum dyspersyi normalnej, i wtedy zagadnienie
dotyczace dyspersyi, zwykle jak dotad, uwazano juz za zatatwione.

) Nazwg t¢ wprowadzil E. Dormoy, ale przez ,coefficient de diver-
gence* rozumial stosunek w rozmaity sposéb obliczonyeh wartosei nie bledu
sredniego kwadratowego lecz éredniego bledu arytmetyeznego. I dla tego nie
jest to $cisle zgodne z prawda, ze Blaschke na str, 15 eytowanej rozprawy
przypisuje ten Bposéb wyrazenia wprost E. Dormo yowi. Poréw. G. Bohl-
mann w ksigzce Kleina i Rieckego, str. 138.
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Wydaje sie wszakze rzeczg, nie pozbawiong znaczenia,
blizsze zbadanie odchylenn pojedyriczych wartosci spdétczynnika
rozbieznosci od 1, mianowicie pod tym wzgledem, czy wielkosci
tych odchylert odpowiadajg przewidywaniom teoryi.

Ponizsze wywody maja wtasnie za zadanie pozyskanie odpo-
wiedniej miary tych przewidywar.

Oprécz oznaczenn powyizszych, wprowadzimy jeszcze naste-
pujace:

1. Liczbe zdarzen, odpowiadajaca pojedyriczej wartoSci p’s,
oznaczmy przez xi, tak ze p';= % .

2. Prawdopodobienstwo oderwane, ktorego warto$ciami
przyblizonemi sg wielkoSci p';, oznaczmy przez p, i niechaj
1—p=yq.

3. Prawdopodobieristwem, ze uwazane zdarzenie zachodzi
x razy przy s spostrzezeniach pojedynczych, niechaj bedzie P .,
tak ze:

4. Niechaj bedzie:

r=s

2P (x—spy=u,.
z=0

5. F'(2) niechaj oznacza btad Sredni kwadratowy dowolne;j

wielkosci 2.
Przedewszystkiem winniSmy wyznaczy¢ $redni btad kwadra-
U
towy wyrazenia % . Najlepiej w tym celu wyjs¢ ze Sredniego

btedu kwadratowego wyrazenia sp'; ¢'s, gdzie ¢;=1 — p’;. Ktadac
?'s=p -+ a, otrzymujemy:

spiqi=38(p+0a)(9—a),
albo tez z powodu, ze sa =x; — 8p ,

; 2
sp'i Qv =spg + @ — sp) (9 — P) —(3'_:’;0 :
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Z oKkreslenia pojecia Sredniego bledu kwadratowego wyptywa:

F(sp’sq’s)=I/Z{(wf—szf)(q—p)—(—%%")’}?P.,z,
=0

a przy zastosowaniu oznaczenia, podanego wyzej pod 4:

2%,

’ ! u
F(sp'sq') =V (@—p)u—2(—p) P+ 5 -
Uwzgledniajac tu znane zwiazki 1):
Uy=35pq ; Us=15pq(q—p) , u,=3(spq)*+ spg —O6ap’¢?,

znajdziemy :

6 2,3
F(spiq)= l/ (¢—p)? spq — 2 (9—Pp)? g + 3p%* + p—s" — % )

Z tego rownania otrzymamy F'(osp’yq’y), jezeli po stronie prawej
napiszemy wszedzie s zamiast s. Ale mamy zwiazek:

4 ’
Flosploqo) : os?=F(E202),

stad wiec:

0’ q’o)_ 1 I/ (@—p)i'pq _ 2(¢—pip , 39°¢ _ 6p%¢’
(a) F( s | s (08)? (0s)? + (08)3 (os)? *
Wyznaczymy teraz biad $redni kwadratowy wyrazen
2 (P'—p)? (pi—p')?
o ”

o—1

Mamy najprzéd:

z=$

F{vi—p)?) = I/Z ——p Q}Ps.x,

1) Wywéd elementarny tych zwigzkéw znalesé moina w pracy mojej:
»Das Gesetz der kleinen Zahlen“. Lipsk 1898, str. 41.
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skad:

, u 2uyp *q’
mewW=Vj— T e

lub tez:

T S 14 22 _0P°¢
F{@'i—p? 81/27) ¢+ )
Ostatecznie dochodzimy do wzoru:

aé

Z zestawienia réwnan (a) i () wida¢, ze gdy liczba spostrze-

’ ’
zent s ro$nie, blad $redni kwadratowy wyrazenia P—% maleje

nieograniczenie nie tylko co do wielkosci bezwzglednej lecz
i w stosunku do bledu $redniego kwadratowego wyrazenia

Zﬁ':i ; mozna przeto w przypadku, gdy s jest duza liczba,

przyja¢ bezpiecznie, Ze btad sredni kwadratowy ilorazu

Z P'—p)? . 009
] ' )

—n)2
rOwna si¢ bledowi $redniemu kwadratowemu wyrazenia Z(AOL) ,

podzielonemu przez%g . Gdy réwnocze$nie o nie jest zbyt mate
' \2
i zgodnie z tem ng;_il")— moze by¢ uwazane za przyblizenie

2
dostateczne dla wyrazenia z(p_.-:p_)_, to z r6wnania (f) mozna

wyprowadzi¢ wprost:
roy=)/ 24

a poniewaz zatrzymanie wyrazéw, majgcych s w mianowniku,
bytoby tu bez znaczenia, przeto:

1L _ 6
ospQ oS

9
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ron=)/Z,

skad ostatecznie wedlug znanej metody przyblizenia:
1
V20
stanowi wyrazenie $redniego btedu kwadra-

towego spéiczynnikarozbiezno$ci.
Jezeli wiec mamy szereg:

D],Dg,...,Dﬁ,

F(D) =

wartosci spotczynnikdw rozbieznosci, to przy dyspersyi normalnej
nalezaloby oczekiwa¢, ze rownanie

l/‘:z”(l —Dy 1
n R

=1

jest przyblizenie spetnionem.

Zobaczmy najprzéd na wzietym z Lexisa przykladzie,
dotyczacym stosunku pici nowonarodzonych, czy wzdr ten daje
sig stwierdzi¢ przy pomocy danych z obserwacyj statystycznych.

W Nr. 43 swej pracy: ,Zur Theorie der Massenerscheinun-
gen in der menschlichen Gesellschaft L exis wyniki swych badan,
dotyczacych powyzszego przykladu, zestawil w tablicy, podajacej
pod litera C doktadnosci odpowiednich prawdopodobieristw 1),
obliczone wedlug metody ,kombinatoryjnej*, pod litera za$ @
dokladnosci, obliczone wedlug metody ,fizykalnej*, a to oddzielnie
dla okresu 1868—69 i dla okresu 1870—72. Lexis oparl sie
przy tem na liczbach urodzer miesiegcznych. Wedtug tego, wiel-

) Wladciwie méwige, u Le xisa mowa jest o wartnSciach empiryez-
nych prawdopodobiefistwa wzglednego, jakiem jest stosunek liczby uro-
dzonyeh chopeéw do liczby urodzonych dziewezat. Nie zwraeamy tu ma to
uwagi i rachujemy z wielkosciami Ci Q tak, jak gdyby odnosity sie do prawdo-
podobiefistw prawdziwyeh. Naleiy przyznaé, ze postepowanie to zawiera
w sobie pewng niedokiadnosé.
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ko8¢, oznaczong wyzej przez o, nalezy przyja¢ dla okresu pierw-
szego jako réwna 24, dla drugiego — 36. Spétczynnikowi rozbiez-
nosci D odpowiada u Lexisa iloraz -g—, albowiem dokadno-

Q

éci sg w stosunku odwrotnym do $rednich biedéw kwadratowych.
Stad, wedtug wzoru wyzej podanego, nalezaloby oczekiwaé, ze

wielkos¢
EE]

réwna sie przyblizenie wielkosci

T 1 I
V@(54'4—8+34'7_2) .

Jako wartos¢ pierwszej z tych wielkosci otrzymujemy 0,145, jako
wartosé drugiej 0,132. Wynik jest jeszcze bardziej zadawalajacy,
jezeli zamiast spotczynnika rozbiezno$ci wezmiemy doktadnosé Q,
obliczong wedlug metody fizykalnej i jej blad $redni kwadra-
towy F'(Q). Przy pomocy powyzszego latwo otrzymujemy

Ul/ ?l& , jako wyrazenie przyblizone na F'(Q), gdzie C jest doktad-

noscia, obliczong wedtug metody kombinatoryjnej. Tym sposobem
w przypadku rozwazanym nalezy poréwnaé ze sobg wielkosci

VZ 68 ll/268.20’

gdzie ¢ w 34 przypadkach réwna si¢ 24 i w 34 réwna si¢ 36.
Rachunek daje dla pierwszego z tych pierwiastkow kwadratowych
0,002115, dla drugiego 0,002110.

" Daleko mnie;j zadawalajacemi sg otrzymane z przyjetego tu
punktu widzenia wyniki, odnoszace si¢ do wahan prawdopodo-
bieistwa $mierci, ogloszonych przez J. H. Peekal). Co sig
najprzéd tyczy wynikéw, osiggnigtych ze statystyki ludnoscio-

) W rozprawie wyzej przytoczonej, str. 180 ~182 i 191.
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wej Niderlandéw za czas 1880—89, to— odwracajac nawet uwage
od pierwszych 11 klas wieku, dla ktérych spotezynnik rozbiez-
nosci D dos¢ znacznie przewyzsza 1 — otrzymujemy

l/ Zil—nﬂ — 03577,

gdy tymczasem odpowieflnia warto$¢ teoretyczna wynosi
I/_Ql—a =0,2236. (Tu n==80, 6=10). Drugi za$ przyktad Peek a,

oparty na obserwacyach $miertelnosci urzednlkéw niderlandzkich
w czasie 1878—1894, daje wyniki :

<(—Dp T
I/ZM =0,1284 l/i —0,1715.
n 20

(W tym przypadku n =12, 0 =17).

W tym drugim przykladzie uwzglednit Pee k nieréwno$é
liczb spostrzezen, bedacych podstawg wartoéci pojedynczych wy-
razé6w odpowiednich szeregéw, a to w ten sposdb, Ze dla kazdego
pojedynczego wyrazu p’; obliczyl iloraz 8.2 = (p.—p'y)?: P °sq °
(gdzie s; jest liczba spostrzezen, odpowiadajaca danej wartosci

’
. 2pis . . .
?i, vy zas rowna sie —ZPT)’ a nastepnie za spdiczynnik roz-

2
bieznoSci przyjat I)Vzcj_;]. Najdogodniej obliczy¢ te ostatnia

wielko$¢ przy pomocy wzoru

(9‘-—3:1’ 0)2
V (0—1)10 090 2

Latwo si¢ przekonac, Ze btad $redni kwad(atowy, obliczonegoiw ten

sposob spétczynnika rozbieznoéci réwna sie przyblizenie 7

26

1) Metodg te, ktéra, ze tak powiemy, nasuwa sig sama przez sig, zapro-
ponowalem w artykule: ,Kritische Betrachtungen zur theoretischen Statistik®,
(Jahrbiicher fiir Nationaloekonomie und Statistik. Neue Folge, t. VIIL 1894, str.
673, przypisek).

Wiad. mat. V. 1801. 11



