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W artykule niniejszym staramy sie¢ oprze¢ cala
mentéw na jednym wzorze ogdlnym, przedstawiajacym te dogod-
nos¢, ze zapobiega pytaniom dotyczacym znaku, albowiem roz-

strzyga je raz na zawsze.

1. Objeto$¢ czworoscianu w funkcyi spétrzednych jego
wierzchotkéw. Niechaj O . xye bedzie tréjScianem; 4, u, » niechaj
oznaczajq katy y 0z, z0x, xOy. Potézmy:

1 , COsy , cospu
w?=| cosy |, 1 , cosi |;

cosuy , cosi , 1

wiemy, ze w? < 1; przez w oznaczmy pierwiastek arytmetyczny
liczby w?.

Miarg objetosci rownolegto$cianu, zbudowanego na trzech kra-
wedziach, majacych odpowiednio dtugoséci a, b, ¢, jest, jak wiadomo:

a.b.csin(a,b,¢) b a.b.c.w,

gdzie w jest wladnte wstawg kata tréjéciennego, utworzonego przez
trzy krawedzie, wychodzace z jednego wierzchotka.

Niechaj teraz A, B, C, D beds czterema punktami, nie znaj-
dujacemi sie na jednej plaszczyznie. Rozwazmy dwa odcinki, np.
AB i CD. IJezeli spostrzegacz, majacy stopy w 4 i glowe w B,
patrzy na odcinek CD, to moze mieé¢ C po stronie lewej, D po
stronie prawej; wtedy méwimy, Ze odcinek CD wzgledem odcinka
AB jest prawozwrotny; w razie przeciwnym, odcinek CD
jest lewozwrotny. Widzimy fatwo, ze réwnoczesnie odcinek
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AB jest prawozwrotnym albo lewozwrotnym wzgledem od-
cinka CD.

Oznacza¢ bedziemy przez ABCD miare objetosci czworo-
$cianu, zbudowanego na dwoéch odcinkach AB i CD, ktérej nada-
jemy znak 4, gdy odcinek AB jest prawozwrotny wzgledem
odcinka CD, znak za$ — w razie przeciwnym, tak ze bedzie:

ABOD=— ACBD = CABD=...

Niechaj xy, ¥y, 21; @3, Ya, 295 X3, Y3y 235 Ty, Yay 2, beda spoirzedne
czterech punktow danych; @&y, ¥, 25, - . ., Ty Ysy 25 SpOirzedne
czterech innych punktéw; niechaj wreszcie (p, q, r, ) oznacza
wyznacznik :

Ty + Y 4 & ,
Xy y Yo 5 % ,

Tr 5 Yr 4 P

[ VP Sy

2,9,7,5 sa liczby catkowite jakiekolwiek. Zauwazmy, Ze sto-
sunek odleglosci dwoch punktow (2, ya, 22) 1 (Tuy Yu, 24) Od
plaszczyzny, wyznaczonej przez trzy punkty (Za, ¥a, 2a), (23, Y8, 28),
(xy, ¥y, 2y), TOWNA sig:

Te 9 Yz oy &,

(4 a, B, 7)
By a; Byy)’

o ile te odlegtosci sa opatrzone jednym znakiem albo znakiem

przeciwnym, stosownie do tego, czy uwazane punkty (1) i (u) sa po

jednej stronie albo po stronach przeciwnych plaszczyzny (a, 8, y).
Kolejno bedzie co do wielkosci i znaku:

ABCD __ (1,2,3,4) .= A'BCD __ (5,2,3,4)
ABCD ~— (5,2,3,4) ° A'BCD ~— (5,6,3,4)
ABCD _ (56,34 ABCD _ (56,74
A'BC'D — (5,6,7,4) ' A'BC'D "~ (56,7,8) "’

mnozgc te rownosci stronami i skracajac, otrzymujemy :
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ABCD  (1,2,3,4)
A'B'CD " (56,7,8) "
Zastosujmy ten wzér ogdlny, zaktadajac, ze A’ znajduje sie na
Oz, B' na Oy, C' na Os, D' w punkcie O, i 2¢ OA'=-}1,
OB=-+41,00"=+41l,azatemz; =+ 1,y =41, 5, =+ 1.
Inne spdirzedne punktéw A', B', C' i spoirzedne punktu ' sg
oczywiScie zerami; bedzie tedy:

(5,6,7,8) =+ 1.

Z drugiej strony
&

A'B'C'D =— 5 @

gdzie ¢ jest 4 1, gdy osi sa rozmieszczone w ten sposdb, ze spo-
strzegacz, majacy stopy w O, glowe za§ w punkcie poétosi do-
datniej Ox, widzi Oy po swojej stronie lewej, Oz po prawej; jest
za$ ¢==— 1 w razie przeciwnym. Mamy tedy w sposob zupelnie
ogdlny:

6.ABCD =—:¢w (1,2,3,4).

W dalszym ciagu przyjmowaé bedziemy najczesciej, ze spot-
rzedne sg prostokatne i ze e = -} 1; bedzie tedy w tym przypadku:
6 ABCD = —(1,2,3,4).

Te metode wytworng zawdzigczamy Edwardowi Lucasowi.
2. Rozwiniecie wyznacznika (1, 2, 3,4). Kladac:
r—2, =X , y—y%~=Y , n—2=272
x,—2y =X, yy—y=Y , 5,—n=2",

otrzymujemy bezposrednio:

R 7 A
X , Y, Z,0
1,2,3,4)=
(.2 ‘ @&y, Ys o 2% o, 1 ’
X, Y, zZ, 0
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a rozwijajac wedtug ostatniej kolumny, znajdujemy :
X, Y, Z z o, Yo, %4
L2,3)=— |23 , Y3 , & |—| X , Y , Z :
X, Y, Z X, Y, z
Dochodzimy tedy zupetnie naturalnie do oznaczen:
L=yZ—2Y , M=2X—x,Z , N=xY—yX
I=y,Z7—2Y , M=2,X—x72 , N=z,Y'—y,X
i otrzymujemy tatwo:
(1) 64ABCD=XL'+4YM' +ZN'+LX'+MY' + NZ'.
W przypadku osi jakichkolwiek otrzymaliby$my :
(2) 6A4ABCD=¢ew.(XL'+YM'+eN'+LX'+MY+NZ').

3. Moment dwéch odcinkéw. Nazywamy momentem
dwéch odcinkéw AB, CD iloczyn 6. ABCD, tak ze mo-
ment jest w ten sposo6b okreslony co do wielkosci i znaku; mamy
tedy:

Mom. (4B, CD) = SXL' + SLX’
jezeli osi sg prostokatne; znak S wskazuje, ze nalezy sumowaé

wielko$ci analogiczne, odnoszace sig¢ do trzech osi.
Jezeli osi sa jakiekolwiek, bedzie:

Mom. (4B, CD)= ewQXL + ewSLa .

Wielkosci X, Y, Z, L, M, N sa sp6irzednemi odcinka AB;
X, Y, Z'\L',M, N — spélrzednemi odcinka CD. Wiemy, ze:
LX+4+ MY+ NZ=0 , L'X+ MY +NZ =0;

postarajmy sie znale$¢ znaczenie tych spélrzednych.

4. Zauwazmy najprzdd, ze jezeli odcinek AB przesuwa sig
po swej prostej, wtedy jego spOirzedne nie zmieniaja sie. Spraw-
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dzi¢ to mozna bezposrednio; jezeli bowiem spétrzedne korica od-
cinka zastgpimy przez

x4+ a9, ¥+ Po, 2, +re i @, +ag, Y+ Po, 2+ e

gdzie a, B, y sa parametry kierownicze podkladu, to widaé, ze
X,Y,Z i L, M, N nie ulegajg zmianie.

Podobniez, jezeli CD przesuwa si¢ po swym podkladzie, sp6t-
rzedne X', Y', Z’' i L', M’', N', pozostajg bez zmiany. A wiec
moment dwéch odcinkéw pozostaje statym, co zreszta widocznem
bylo geometrycznie.

To majac, przyjmijmy, Zze CD znajduje si¢ na prostej Ox, tak
ze X'=+41, Y'=0, Z' =0, bedzie:

L'=0 , M=0 , N'=0;

moment 6 ABCD redukuje sie do L, gdy osi sa prostokatne, do
ewL za$ w przypadku ogélnym.

5. Nazywamy momentem odcinka 4B i osi mo-
ment odcinka AB i odcinka -} 1, znajdujacego sie na tej osi.

Z poprzedzajacego wynika, ze L, M, N sa momentami odcinka
AB i osi Oz, Oy, Oz i ze podobnie L', M', N' sq momentami od-
cinka CD i tychze osi, o ile osi sg prostokatne i &= 1.

Widzimy nadto, ze gdy X, Y, Z oznaczaja skitadowe odcinka
AB rbéwnolegte do osi, L, M, N za$ momenty odcinka i odpo-
wiednio osi Ox, Oy, Oz i L'y M', N' momenty odcinka CD i od-
powiednio tychze osi, wtedy mozna utrzymaé¢ wzér (1) we wszyst-
kich przypadkach i dla jakichkolwiek osi, t. j. bedzie :

Mom. (4B, CD) = XL'+ YM'+ ZN'+ LX'4+ MY'+ NZ',
lecz w tym przypadku jest:
L=¢w(y,Z —21Y) it.p.

6. Nazywamy zwykle momentem odcinka AB
wzgledem pewnej osi, iloczyn najkrétszej odleglosci osi
i odcinka przez rzut odcinka na plaszczyzne prostopadla do osi ze
znakiem -}-, jezeli rzut jest prawozwrotny wzgledem osi, ze zna-
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kiem zas—w razie przeciwnym. Latwo sprawdzi¢ tozsamodé dwoch
podanych definicyj, gdyz, jezeli &, #,{ sa spbirzednemi biezacemi
(osi prostokatne), réwnaniem rzutu odcinka AB na plaszczyzne
20y bedzie:

Y —p X =2, Y — 9, X;

odlegloé¢ poczatku spolrzednych od tej prostej, t. j. najkrotsza
odlegto$é osi Oz i odcinka 4B bedzie:

=t
l —_ Va:’—l—-y’ k]
skad

L=+pVe+y
i latwo sprawdzi¢, ze znak wielkosci L jest wiasnie taki, jaki wzigé
nalezy po stronie drugiej.

7. Niechaj a, 8,y beda dostawy kierunkowe osi OL, prze-
chodzacej przez poczatek; rozwazmy odcinek na tej osi, ktérego
miara wynosi -4 1 (odcinek jednostkowy). Spéirzgdnemi tego
odcinka sg:

a,p,700,0,
przeto:

Mom. (AB, OL) = La+ M + Ny.

Momenty L, M, N przedstawiajg pole; lecz jezeli weimiemy od-
cinki jednostkowe, to mozna na osiach Oz, Oy, Oz wzia¢ wektory,
ktorych miarami sg L, M, N; niechaj

G=VLI*4+ M N

bedzie ich wypadkowa. Z poprzedzajacego wynika, ze moment
odcinka AB i osi OL przedstawia co do znaku i wielkosci rzut
wektora G' na 05 OL.

8. Niechaj Ai A’ bedq dwie osi, na ktorych kierunki do-
datnie sq okreslone odpowiednio przez dostawy kierunkowe a, g, y
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id,f,y. Weimy na tych osiach odcinki AB i A'B’, ktorych
miarami algebraicznemi sa odpowiednio ¢ i'¢’. Mamy tedy:

X=ap , Y=po , Z=ye
L=(yr—2fe , M=(:a—ay)e , N=(xf—ya)e
i podobnie :
X'=d¢,..., N'=@@p —ya)e;
jezeli wiec polozymy
A=yy—2f , p=z2a—xy , v=2—ya,
V=yy—2'f , w=2d—ay , v=uf—yd,
to a, B, 7,4, u,»v beda spéirzednemi (Pliickera) osi A;
d, B, y, &, u,» takiemiz spétrzednemi osi A’ i bedzie:
Mom. (4B, A'B') = (ak' + ' +p¥' + A+ fu~+y») 0o -

Wyrazenie w nawiasie po stronie drugiej jest momentem dwdch
odcinkéw jednostkowych na osiach A, A’; nazywamy ja mom e n-
tami osi; bedzie zatem co do wielkosci i znaku

Mom. (4B, A’B’) =Mom. (A, A") X g0’ .
9. Moment odcinka wzgledem punktu. Réwnaniem plasz-
czyzny OAB jest:
Lé 4 My+ NC=0,
a dostawami kierunkowemi plaszczyzny sa:

L M N
C—G—,G'ﬁ, E?,

gdzie G =+VIL?+ M3+ N? e=—+1.

Jaki znak nadaé nalezy czynnikowi g, aby zwrot dodatni osi
plaszczyzny OAB byt prawozwrotny wzgledem odcinka AB?
Jezeli przez D oznaczymy punkt o spéirzednych a, 8, y, to potrzeba
i wystarcza, by moment dwéch odcinkéw 4 B, 0D byt dodatni; lecz

Mom. (4B, 0D) = La + MB + Ny = G,
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a zatem ¢ =1 i bedzie:
L M N
a=+7’ﬂ=+?’ 7-+7)

Mom. (4B, 0D)=G .

Nazywamy momentem odcinka AB wzgledem
punktu O moment odcinka AB i odcinka jednostkowego 0D,
obranego tak, aby prosta OD byta prostopadia do AB i prawo-
zwrotna wzgledem AB. Z poprzedzajgcego wynika, ze moment
odcinka wzgledem punktu jest wypadkowa momentéw tego od-
cinka wzgledem trzech osi prostokatnych, przechodzacych przez
ten punkt.

Uwaga ta pozwala nam obliczy¢ moment odcinka A B wzgle-
dem punktu O o spélirzednych xy, y,, 2.

Jezeli przez punkt O poprowadzimy réwnolegte do osi, to
spOirzednemi prostokatnemi punktu 4 wzgledem nowych osi beda:
& — Xy, Yy — Yo» 33 — 2oy 1 jako nowe spoélrzedne odcinka AB
otrzymamy :

X’:X, Y’= Y, ZI=Z)
L'=L—(4,Z—2Y), M'=M—zX—2,2), N'=N—@Y~y,X).

Z drugiej strony —i to nam postuzy jako sprawdzenie —
mozemy obliczyé spéirzedne odcinka jednostkowego na nowej osi
O0,z,. Znajdziemy:

X,=1,Y,=0, Z =0
L=0, My=z2,, Ny=—y,
Mom. (4B, Oyx,))=L+ YM, + ZNy =L 42, Y — y,Z it. d.

Jezeli, poczynajac od punktu O;, wykreélimy odcinek 0,D
réwnolegly, tego samego zwrotu i tejze dtugosci, co odcinek BA,
to momenty odcinka 0,D wzgledem osi Oz, Oy, Oz beda mialy
wartosci:

2, Y —yoZ, 20Z — 2,X, Yo X —2,Y,
a stad moment odcinka AB wzgledem punktu O, bedzie wypad-
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kowg momentu tegoz odcinka wzgledem O i momentu odcinka 0,D
wzgledem tegoz samego punktu O.

10. Poniewaz moment odcinka AB wzgledem punktu O
réwna si¢ G, t.j. wypadkowej wektoréw L, M, N, widzimy wiec,
ze L jest rzutem wektora G na o$ Oz. Dowiedlismy tedy, zZe
moment odcinka wzgledem osi przedstawia sie co do wielkosci
i kierunku przez wektor réwny rzutowi na te 0§ wektoru, przedsta-
wiajagcego moment odcinka wzgledem jakiegokolwiek punktu osi.

11. Twierdzenie Varignona. Niechaj OD,, 0D,,..., OD.
beda odcinki, majace wspolny poczatek, ktéry przyjmijmy za
poczatek osi prostokatnych, i niechaj AB bedzie jakimkolwiek od-
cinkiem. Spoéirzednemi odcinka ODj sa:

Xk’ Yka st 0,0,0
bedace:

SMom.(AB,0Dy) =LEX;+MZEY:+ N2 Yy,
jezeli wigc R jest wypadkowa odcinkéw ODy, OD,, ..., 0D,
otrzymamy :

Mom. (AB, R) = X Mom. (4B, ODy).
12. Niechaj AB,, 4B,, ..., AB, beda odcinki 0 wspdlnym
poczatku A i niechaj
Xi, Yi, Zvy Ly, My, Ny
bedg spétrzedne odcinka A4 By.
Moment odcinka A B; wzgledem pierwszego punktu O jest

wektorem, ktérego sktadowemi sa Ly, My, Ni; a zatem wypadkowa
momentéw odcinkow 4B, wzgledem tego punktu ma skladowe

ZLk,ZMk, ZNI.-. Lecz
Shi=y2Zi—22Yy=yZ—zYitd,

gdzie x,y, z sa spolrzedne prostokatne punktu 4; X, Y, Z rzuty
wypadkowej odcinkéw AB. A zatem: wypadkowa momentéw
odcinkéw AB wzgledem punktu réwna si¢ momentowi wypad-
kowej odcinkéw wzgledem tegoz punktu.



