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1. Definicya klasyczna prawdopodobienstwa matematycznego
brzmi 1). .
Prawdopodobienstwem zdarzenia jest sto-
sunek liczby przypadkdéw, sprzyjajgcych temnu
zdarzeniu, do liczby wszystkich przypadkdéw mo-
Zliwych, gdy nie ma z2adnego powodu do prayje-
cia, 2e jeden z tych przypadkdw moze nastagpi¢
predzej niZ inne, co czyni je dla nas réwnomo-
Zliwemi.

‘W definicyi tej miesci si¢ zaloZenie podstawowe o przypadkach
réwnomozliwych?). Sam Laplace zauwaiyl, ze ocena tej
réwnomozliwosci stanowi wladnie najdelikatniejszy punkt teoryi prawdo-
podobienstwa 3). "W samej rzeczy historya rachunku prawdopodobien-
stwa wykazuje, Ze nawet tak znakomici uczeni, jak dAlembert,

1) Laplace ,Théorie analytique des probabilités“ (wyd. 3-ie 1820).
Livre II. Théorie générale des probabilités p. 181; a takze Introduetion
p. 1X, XL

%) To zalozenie bywa niekiedy pomijanem niewlaéciwie w okreéleniach
prawdopodobiefistwa.

%) ULaplace'ai Strumpfa (Ueber den Begriff der mathema-
tischen Wahrscheinlichkeit. Akad. Monach. 1892) ocena réwnomozliwoSei polega
na zasadzie nieistnienia powodu do przypuszezenia, ze jeden z przy-
padkéw zajdzie raczej ni2 inny, gdy tymezasem Kries (Die Principien der
Wahracheinlichkeitsrechnung) 2sda, by ocena ta w przypadkach realnych
nast¢powala na podstawie powodu wystarcezajgcego (raison suffi-
sante). Poréwn. Ozuber,Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie*
1898, str 4 '
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blednie oceniali niekiedy rownomozliwosé przypadkéw w dodé prostych
zagadnieniach 1), Z tego powodu wielu teoretykéw rachunku prawdo-
podobienstwa staralo sig réZznemi sposobami usunaé tg trudnosé, tkwiaca
w definicyi prawdopodobienstwa i sprowadzajaca nawet niekiedy defi-
nicyg tg do prostej tautologii, jezeli, jak to uczynil Poisson?), przy-
padki réwnomozliwe nazywaé bedziemy wprost w samem okresleniu
réwnoprawdopodobnemi. Wszystkie te jednak sposoby
trudnosci zasadniczej — zdaniem naszem — nie rozwigzuja, co prowadzi
do wniosku, ze w definicyi prawdopodobienstwa matematycznego tkwié
musi pewne zaloZzenie niezbgdne albo hypoteza, nie dajaca sig
zadna miarg usunaé, a wystepujaca w tej lub innej postaci w rozmaitych
definicyach 3).

2. Aby znaczenie tej hypotezy uwydatni¢, rozpatrzymy najprzéd
pewien przyklad z innej dziedziny poje¢ matematycznych, mianowicie
z mechaniki. Wiadomo, ze mechanika Newtonowska opiera si¢ na
trzech aksyomatach, czyli t. zw. ,leges motus“, z ktérych jeden opiewa,
ze kazde cialo trwa w stanie spoczynku albo ruchu jednostajnego
w kierunku prostoliniowym, o ile sily zewngtrzne nie zmuszajg go do
zmiany stanu“, Jest to aksyomat czyli prawo, zwane (niezupelnie
szezgsliwie) prawem bezwladnoéci. Na trudnosci, tkwiace w sformulo-
waniu tego prawa (i innych praw mechaniki) zwracano nieraz juz
uwagg*), my przypomnimy w tej chwili jedng trudnosé zasadniczs,

1) Patrz B. Danielewicz ,Podstawy matematyczne ubezpieczert
tyciowych“, Warszawa 1896, str. 6.

%) Definieya Poissona (Recherches sur la probabilité des jugemens
etc. 1837) brzmi: ,,Miarg prawdopodobicfistwa niepewnego zdarzenia jest sto-
sunek liezby przypadkéw, sprzyjajgeyeh temu zdarzeniu do liezby wszystkich
przypadkéw mozliwych, w zakozeniu, ze wszystkie sg réwnomozliwe lub ze majg
réwne prawdopedobienstwa bezwzgledne® Por Czuber L e

%) Do takich nalezy np. okreslenie prawdopodobieristwa jako pewnego
stopnia lub pewnej ezgsei pewnoscei (Bernoulli Ars conjectandi Pars III,
wyd. Ostwald’s Klassiker N 108, str. 72), albo tez jako stosunku ,mozliwosei*
do ,,koniecznoéei* (Gosiewski.Z dziedziny rachunku prawdopodobiefistwa.
‘Wiadom. matemat. IV, str. 138; poréwn. korespondencyg w tym przedmiocie
pp. Feldbluma i Gosiewskiego, tamze str. 269 i 270)

4 C. Neumann. TUeber die Principien der Galilei-Newtonischen
Theorie. 1669; Sir W. Thomson and P. G. Tait ,Elements of Natural



54 8. Dickstein.

polegajacy na tem, Ze mowa w niem o ruchu jednostajnym 1), ktérego
okreslenie podane nie jest. Jezeli nazwiemy, jak zwykle, ruchem jedno-
stajnym ruch, w ktérym cialo w réwnych czasach przebiega drogi réwnej
dlugosei, to wystepuje znowu pytanie, co rozumieé nalezy przez réwnosé
dwéch czaséw (przedzialdéw czasu)? PoniewaZ czas mierzymy za pomocs
ruchu, a czasami réwnemi nazywamy czasy, w ktérych cialo ru-
chem jednostajnym przebiega drogi rowne, otrzymujemy wigc
w rezultacie kolo bledne, na pozér bez wyjscia Jedyne wyjscie
z tego kola znajdziemy, opierajac si¢ na hy p otezie nastgpujacej:
JIstnieje?) pewien uklad (cialo), ktérego ruch uwa-
2amy a priori za jednostajny“ Przyjawszy te hypoteze,
okreslamy drogi réwnej dlugosei, przez punkty tego ukladu hypote-
tycznego przebiezone za drogi, odbywajace si¢ w czasach ro-
wnyeh., A majac rdéwnosé¢ czaséw, w ten sposob okreslons, mozemy
Jjuz pojecie to stosowaé do wszystkich innych, pozostajacych w ruchu
i badanych przez nas ukladéw. Ten uklad hypotetyczny jest ukladem
idealnym i jakby bezwzglednym, a jakkolwiek nie mozemy go nigdzie
wskazaé w §wiecie fizycznym, jest on jednak mimo to podstaws nie-
zbedng wezystkich naszych dociekan teoretycznych, tkwi w zasadach
i twierdzeniach mechaniki i nauk fizycznych. W badaniach astrono-
micznych i fizykalnych zastgpujemy go ukladem (praktycznym)
kuli ziemskiej, obracajgcej sig okolo osi (albo kuli niebieskiej obraca-
Jjacej sig pozornie okolo osi swiata) i bedziemy zastgpowali tak dlugo,
poki nie znajdziemy dostatecznych powodéw na to, by obrotu ziemi za
jednostajny nie uwaZzaé. Jezeli kiedykolwiek nastapi ta doniosla
zmiana podstawowego fizycznego ukladu naszych dociekan, nie zach-
wieje ona wezakZe w niczem teoretycznej prawdziwosei dociekan, opar-
tych na koniecznem zaloZeniu ukladu bezwzglednego badar, idealizu-

philosophy* 1873, p. 65; L. Lange ,Ueber die wissenschaftliche Fassung
des QGalileischen Beharrungsgesetzes” (Philosophische Studien. II. 1885)
i inne. Poréwn. tez naszy rozprawke: ,Matematyka i rzeczywistosé . War-
szawa 1893,

") Pomijamy w tej ehwili trudno8é, polegajscs na przyjeciu ruchu
prostoliniowego.

%) ,Istnienie** nalezy pojmowaé tu oczywiscie w tem znaczeniu, w ja-
kiem przyjmuje si¢ istnienie linii prostej, kolowej i t. d.
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jacych wprawdzie rzeczywistoé¢ ale niezbednych do naukowego jej
ujecia 1).

3. Przejdzmy teraz do wlasciwego przedmiotu uwag naszych.
Otoz w okresleniu prawdopodobienstwa zachodzi analogia do tego, co ma
miejsce w wyslowieniu prawa bezwladnosei. W tem ostatniem, pojeciem
hypotecznem byla réwnos¢ czaséw; w okresleniu prawdopodobienstwa
pojeciem takiem jest réwnomozliwosé przypadkéw. Rdéwno-
mozliwosci tej, bez popelnienia kola blednego, okreslié nie potrafimy; tu,
jak i tam, niezbedna jest hypoteza, ktéra wyrazamy w sposéb
nastepujacy: ,Dla kazdej liczby (calkowitej) N istnieje
nklad zdarzen lubmozliwosdci wzajemnie sig wy-
lagczajacych, ktérego wszystkie przypadki uwa-
2amy a priorizaréwnomozliwe“?). JeZeli zgodzimy siq
na t¢ hypotezg, to wtedy pojecie réwnomozliwosei w kazdym innym
ukladzie zdarzen da sie teoretycznie (albo formalnie) okresli¢ przez
odniesienie rozwazanego ukladu do ukladu hypotetycznego, ideal-
nego. I tu znow ukladu bezwzglednego nie potrafimy wskazaé w swie-
cie fizycznym zdarzen lub mozliwodci, ale moZemy uméwié sig, aby
zastapi¢ go np. ukladem (,praktycznym“) zdarzen, z ktérych kazde
jest np. wyciagnigciem jednej kuli z urny, zawierajacej N takich kul zu-
pelnie réwnych, z jednakowego materyalu wyrobionych, jednakowo glad-
kich i t. d., albo np. wyrzucenie jednej ze scianek (jednego numeru)
kostki zupelnie prawidlowe;j i t. d. Ten uklad mozliwosei jest oczywiscie
tylko obrazem przyblizonym ukladu idealnego, ale moze by¢ wystarcza-
jacym do interpretacyi zasad i twierdzen teoryi prawdopodobienstwa %),
ktére jedynie w odniesieniu de ukladu idealnego zrozumie¢ sig dajg.
Worowadziwszy pojecie ukladu idealnego, moglibysmy w ten sposéb
sformulowaé definicyg prawdopodobienstwa: ,Prawdopodobien-

1) Wiele analogieznych przyktadéw idealizacyi, t. j. tworzenia ukladéw
bezwsglednych mamy i w innyeh dziedzinach, np, w teoryi spretystoéei,
w termodynamice i t d. ) o

3) , Istnienie* nalezy rozumieé w takiem znaczeniu, jak to objaéniono
w praypisku °) na str. 46. .

3) Poréwn. uwagi Laplaceal.c. w ustgpie p. t. ,Des inégatités
inconnues qui peuvent exister entre les chances que ’on suppose égales“. Intro-
duction, p. XLIV.
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stwo matematyczne zdarzenia jest to stosunek
liczby n przypadkéw, sprzyjajacych zdarzeninu,
do liczby N wszystkich przypadkéw mozliwych
w zaloZzeniu, Ze rozwatany uklad N zdarzen po-
zostaje w odpowiedniosci jednoznacznej z ukla-
dem bezwzglednym N zdarzen“

4. Ten charakter formalny pojecia prawdopodobienstwa matema-
tyecznego nasuwa mysl, Ze pojecie to pozostaje w &cislym zwiazku z teo-
rya sgdéw rozlacznych (disjunctive Urtheile) w logice, na co zwréeil
byluwage F. A, Lange, a gléwnie Sigwart!). Wedlug tego pe-
gladu rachunek prawdopodobienstwa jest rozwiniets forma matema-
tyczna tworzenia sadéw rozlacznych. Wyjasnimy to na przykladzie.

Niechaj w urnie bedzie m kul hialych B, B,... B, i n kul
czarnych C,, C, ... C,. Wyciagnigcie kazdej pojedyticzej kuli prayj-
mujemy za =zdarzenie tej samej mozliwosci, co wyciagnigeie
kazdej innej w ukladzie, w ktérym wszystkie kule sg jednej barwy
(albo liczba kul bialych réwna sig liczbie kul czarnych), W uwazanym
przypadku wyciagnigcie kuli bialej nie jest rOwnowarte wy-
ciagnigciu kuli czarnej, jezeli m = n. Zdarzenie albo sad: ,,wyciagnigta
kula jest biala* rozklada si¢ na m sadéw czesciowych: kula biala jest
albo kulg B,, albo kulg B,,... albo kulg B,; zdarzenie albo sad:
,,wyciagnieta kula jest czarna'* rozklada si¢ na # sadéw czeéciowychi
kula czarna jest albo kulg C,, albo kulg C,, ... albo kula C,. Pierw-
szy sad tedy sklada si¢ z m wyrazéw, drugi z » wyrazow réwnowar-
tych, pomiedzy sobsg i réwnowartych poprzednim, a liczba wszystkich
wyrazéw réwnowartych jest m - n. Ten rozklad sidéw rozlacznych
wyraja sig matematycznie w ten sposdb: prawdopodobienstwo wyciag-

nigeia kuli bialej jest m’_—:-n , prawdopodobienstwo wyciagniecia

k!uli czarnej jest . »,Prawdopodobienstwo nie jest wigc wprost

n
m-+n
sgdem rozlacznym, ale wynikiem z takiego sadu w polgczeniu z wynikiem
z przeslanki, Ze jesteSmy w zupelnej niewiadomosci co do ukazywania sig

) Legik t. II. Tybinga 1878, str. 265 i dalsze.
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pojedyhiezych wyrazow 1), Liatwo pokazad, Ze wyznaczenie prawdopodo-
biefistwa i w przypadkach bardziej zlozonych jest tez wyrazem matema-
tycznym rozkladu sadéw rozlacznych na sady czgSoiowe réwnowarte
pomiedzy soba, '
Ze stanowiska logiki formalnej, zdarzenia zastapi¢ nalezy sa,daml
a okreslenie prawdopodobienstwa matematycznego brzmie¢ moze jak
nastgpuje ?):
JMaterye sadu (Urthellsmatene) nazywamy

;Jr-:i-—prawdopodobna,, jezeli mozemy ja rozwa-

2aé jako jeden z m wyrazéw (przypadkoéw sprzy-
Jajacych) z pomigdzy N wyrazéw (przy'padk'é-w
mozliwych), z ktérych jeden i tylko jeden jest
prawdziwy, ale niewiadomo ktory“. o

Zauwazmy, ze okreslenie to nie zawiera w sobie wcale wyraznego
wymagania, aby pojecie prawdopodobienstwa odnosi¢ sig mialo do
zdarzen przyszlych. Istotnie pojecie prawdopodobienstwa jest od czasu
niezalezne i moze byé zaréwno stosowane do sadéw i zdarzen (mozli-
wosci) przeszlych, jak i terazniejszych i przyszlych ).

5. Na jedng jeszcze waing okolicznosé pragniemy zwrdei¢ tu
uwage. W okresleniu prawdopodobienistwa liczba przypadkéw N (a za-
tem i n) jest liczba skoniczong. Jezeli przyjmiemy, Ze liczba przypadkéw
jest nieskonczong, to pojecie prawdopodobienstwa musi byé¢ uogélnione,
a uogélnienie to opieraé sig musi na pewnych zalozeniach. Jezeli przyjmiemy
definicye 4), obejmujaca w sobie definicyg pierwotng: ,Prawdopodo-
bienstwo zdarzenia jest to stosunek zawartosci?)
rozmaitodci przypadkéw, sprayjajgcych zdarze-
niu, do zawartos$ci rozmaitosci wszystkich przy-
padkéw réwnomozliwych®, to musimy przedewszystkiem
rozstrzygnaé pytanie o rownomozliwoSei mnogosci nieskoiczonej zda-

1) Strumpf L e, str. 49.

7)) Strumpf I e, str. 48.

3 Strumpf 1 ¢, str. 43.

49 Czuber L e, str. 47.

) Zawartosé rozmaitoscl odpowiada temu, co w przypadku figur geo-
metrycznych nazywamy polem powierzchni, objetoseiy ciata i t. d,
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rzen, czemu matematycznie odpowiada ustanowienie odpowiednioci
jednoznaczne] pomigdzy mnogosciami nieskonczonemi, albo — inaczej
méwiac—sposdb mierzenia , gestoéci* elementow zmiennej, ktorg w za-
gadnieniu uwazamy za niezalezna !) i przy pomocy ktérej obliczamy
powyZsze zawartodci. Krytyka tych metod jest jeszcze dotad na po-
rzgdku dziennym nauki.

6. W notatce niniejszej rozwazylidmy zaledwie najprostsze strony
donioslego pytania: pominglidmy nietylko strone psychologiczng i teore-
tyezno-poznawczg, pozostajace poza zakresem naszych rozwazai, ale nie
dotknelidmy teZ krytyki pojecia prawdopodobienstwa, jakie wysnuwa
si¢ z dalszego rozwinigcia i z zastosowan teoryi prawdopodobienstwa:
z twierdzenia Jakéba Bermnoulli’ego, z prawdopodobienstwa a po-
steriori, z teoryi bledéw spostrzezen, ze statystyki, z zastosowan
w naukach fizyeznych i t. d. Zadaniem naszem by! tylko rozbiér
pierwotnej definicyi Laplace’a i ‘wskazanie, Ze przy przyjecin
podanej przez nas hypotezy, definicya ta moize byé wzigta za pewns
podstawe teoryi matematycznej prawdopodobiefistwa ?).

Styezeri 1901 r.

) Czuberle.

3) Poréwn. préez prac wyiej cytowanyeh, artykul Poinearégo
»Réflexions sur le calcul des probabilités* (Revue générale des sciences,
15 avril 1899). .



