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I.

Rozwdj pojecia funkcyi w tem stuleciu,

1. Cata nauka matematyki spoczywa na pojeciu funkcyi,
t.j. na pojeciu zaleznoSci pomiedzy dwiema lub wiecej wielko-
$ciami, ktérego badanie stanowi przedmiot gtéwny Analizy. Wiele
potrzeba bylo czasu, zanim zdotano zda¢ sobie sprawe z nadzwy-
czajnej rozciaglosci tego pojecia; okolicznosé ta zresztg byta bar-
dzo szczesliwa dla postepu nauki. Gdyby Newton i Leibniz
wiedzieli byli, ze funkcye ciaglte niekoniecznie maja pochodng —
co stanowi przypadek ogdlny — nie powstalby byt Rachunek
rézniczkowy; podobniez, nieSciste poglady Lagrange’a, doty-
czgce mozliwosci rozwijania funkcyi na szereg T aylora, oddaty
olbrzymie ustugi postepowi nauki. Nie wdajac si¢ w zbytnie uogél-
nienia, mozZemy powiedzie¢, ze blgd bywa nieraz uzytecznym, i ze
w epokach prawdziwie twdrczych prawda niezupeina lub przy-
blizona moze byé plodniejsza od tejze prawdy, obstawionej zastrze-
Zeniami koniecznemi. Historya nauki stwierdza wielokrotnie to spo-
sirzezenie; jako przyklad mozemy, powotujgc si¢ znéw na N e w-
tona, przytoczy¢ te okoliczno$¢ szczesliwa, ze na poczatku swych
poszukiwan miatl on zupetne zaufanie do praw Keplera. Geo-

) Podajemy ten przekiad za upowaznieniem Autora. S. D.
Wiad. mat. IV. 1900. 13
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metrowie poprzedniego wieku— nie siggamy do czas6w nie dawniej-
szych—nie subtylizowali pojecia funkcyi; dla nich funkcyg zmiennej
jest funkcya, ktora mozna przedstawié przez krzyws, tworzaca ciag
nieprzerwany; takie to funkcye Euler nazywat functiones
continuae. Pytanie o przedstawialnosci funkcyi dowolnej
w postaci analitycznej, w ktorej wystepuja tylko dzialania zasa-
dnicze arytmetyki, wykonane skoriczong lub nieskoriczong liczbe
razy, pytanie to, nasunglo si¢, zdaje sig, poraz pierwszy z powodu
zagadnienia o strunach drgajacych. D'Alembert podat catke
ogodlna réwnania:

0%y
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w postaci f (x + at) 4 & (z — at). Daniel Bernoulli pokazat,
2e¢ mozna uczynié zado$¢ temu réwnaniu réZniczkowemu i wa-
runkom na ograniczeniu przy pomocy szeregu trygonometrycznego,
i twierdzil, ze ten szereg daje rozwigzanie najogélniejsze. Dato to
powdd do dlugiej dyskusyi pomiedzy Bernoullim, Eulerem
i Lagrangem. Dlatych wielkich geometréw funkcyg dowolng
byta zawsze funkcya dowolna, dajaca si¢ przedstawi¢ za po-
moca ciggu nieprzerwanego. W r. 1807 Fourier w stawnej
rozprawie, a nastepnie w swojej ,Teoryi analitycznej ciepta“ wy-
kazal nadzwyczajng wazno$¢ szeregdw trygonometrycznych; on
to pierwszy odwazyl si¢ twierdzi€, Ze kazda funkcya moze by¢
pomiedzy granicami O i 2z przedstawiona przez taki szereg,
oraz — co wlasnie stanowi punkt kapitalny — zZe toz samo rozwi-
niecie moze w tych granicach przedstawia¢ funkcye, ktére uwa-
zano za rézne, t.j. za odpowiadajace graficznie tukom krzywych
réznych. Bardzo pouczajgcem jest poznanie w ,Teoryi analityczne;j
ciepta® tych drog rozmaitych, ktéremi dochodzi Fourier dospét-
czynnikéw rozwiniecia. Wyznaczenie tych spétczynnikéw przy po-
mocy calek klasycznych wystepuje tu dopiero na drugiem miejscu;
bylo onozresztg wskazane dawniej, jakkolwiek tylko okolicznoéciowo,
przez Eulera. W pierwszej swojej metodzie Fourier otrzy-
muje spéiczynniki, ustawiajgc nieskoriczong liczbe réwnari stopnia
pierwszego o nieskoriczenie wielu niewiadomych. Byto to poszu-
kiwanie smiate, jak na owg epoke, i nie mozemy zadaé od niego
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tej Scistosci, jakiej wymagamy dzisiaj; ale nalezy zapamiegta¢
to, ze pierwszy Fourier mial odwage rozwiazywania uktadéw
nieskorczonej liczby réwnan liniowych o nieskoriczenie wielu nie-
wiadomych. Istnieje zresztg w Analizie dos¢ wiele zagadnien, w kté-
rych wystepuja takie wiasnie uktady. Ma to np. miejsce przy szu-
kaniu rozwinigcia ilorazu dwdch szeregéw trygonometrycznych oraz
przy calkowaniu réwnania rézniczkowego liniowego o spétczynni-
kach peryodycznych, kiedy chcemy zado$¢ uczynic takiemu réwnaniu
przy pomocy funkcyi peryodycznej, albo przy pomocy iloczynu
takiej funkcyi przez funkcye wyktadnicza. Ten ostatni przypadek
wystepuje w wielu problematach Mechaniki nieba, a w szczegdl-
nosci w pigknych pracach Hilla nad ruchem punktu przyziem-
nego orbity ksiezyca. Poincaré podal zasady &cistego trakto-
wania uktadéw nieskoriczonej liczby réwnan, zwlaszcza ukladow
jednorodnych. Wprowadza on do tej teoryi wyznaczniki rzedu
nieskoniczonego, a z badan tych wyplywa fakt nieoczekiwany,
mianowicie, ze w niektdrych przypadkach nieskoriczong liczbe
roéwnosci mozna zastapié nieskoriczong liczbg nieréwnosci. Istnieja
w Analizie i inne jeszcze zagadnienia, w ktérych stajemy wobec
nieskoniczonej liczby réwnan, i bedzie z czasem wdziecznem
zadaniem przedstawienie metod calkowania nieskoniczonej liczby
réwnan rozniczkowych z nieskoriczenie wielu funkcyami nie-
wiadomemi. .

Lecz powréémy do szeregéw trygonometrycznych. Przebie-
gajgc szybko ich dzieje, dochodzimy do okresu, w ktérym
Cauchy, Abeli Dirichlet poddaja Scislej rewizyi zasady
podstawowe Analizy matematycznej. Rozprawa Dirichleta
o szeregach Fouriera pozostala wzorem ScistoSci; stawny geo-
metra wyraza w niej doktadnie warunki na to, aby mozna bylo
twierdzié, ze rozwiniecie na szereg trygonometryczny ze spolczyn-
nikami Fouriera przedstawia funkcye dang w przedziale od
0 do 2; warunki te pozostaly w nauce pod nazwg warunk o w
Dirichleta. Sg one warunkami tylko dostatecznemi,
ale nie mozna mie¢ nadziei znalezienia w tej teoryi w postaci prak-
tycznej warunkéw, réwnoczeénie koniecznych i dosta-
tecznych. Wiemy dzisiaj, dzigki badaniom Du Bois-Rey-
monda, ze funkcya ciggla niekoniecinie daje si¢ rozwinaé na
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szereg trygonometryczny; warunek dostateczny Lipschitza,
wyrazony za pomocs nieréwnosci:

I f@a+h) —f@|<kh (@>0)

w ktérym £ jest stalg oznaczong, ma ceche wielkiej ogdlnosci; toz
samo powiedzie¢ mozna o twierdzeniu C. Jord ana, dotycza-
cem rozwijalnosci funkcyi o zmienno$ci ograniczonej.

Stawng w historyi szeregéw trygonometrycznych jest rozprawa
Riemanna; dla scharakteryzowania jej w dwu stowach powie-
my, z¢e Riemann porzuca w niej punkt widzenia Dirichleta
i zamiast szukaé warunkéw dostatecznych, zajmuje si¢ gtéwnie szu-
kaniem warunkow koniecznych. I z innego stanowiska rozprawa ta
jest znamienng, albowiem stanowi ona dalszy cigg rewizyi zasad Ra-
chunku nieskonczonostkowego, rozpoczetej przez Abela i Cau-
c h y’ego. Pierwszy raz wystepuje tu odréznienie funkcyj catkowal-
nych od niecatkowalnych i mozna powiedzie¢, ze z prac Riemanna
wypltywa to, Ze istniejg funkcye ciagle, nie majace pochodnych.

Zawdzieczamy G. Cantorowi odpowiedZ na wazne py-
tanie: czy funkcya moze by¢ kilkoma réznemi sposobami przed-
stawiona pomiedzy O i 2x przez szereg trygonometryczny; inaczej
moéwiac, czy zer o moze byé przedstawione przez szereg trygo-
nometryczny, ktdrego spétczynniki nie sa wszystkie zerami? Nie-
zaleznie od samego rezultatu, rozprawa G. Cantora jest godna
uwagi dla tego, ze w traktowaniu tego dawnego zagadnienia grajg
wazna role pojecia, odnoszace sig do mnogosci punktow. Jezeli dang
jest mnogos¢ punktéw pomiedzy O i 2x, to wedtug G. Cantora
mnogos$cig pochodna nazywamy:- mnogo$é jej punktéw
granicznych; i w tenze spos6b mozna okreslaé pochodne kolejne mno-
gosci. Jezeli pochodna nm-ta mnogosci redukuje si¢ do skonczone;j
liczby punktéw, wtedy mnogos$¢é nazywa sie¢ mnogoscia gatunku
n-tego. Cantor dowodzi, ze jezeli szereg trygonometryczny jest
w przedziale (0, 27) zerem dla wszystkich wartosci zmiennej z, précz
tych, ktére odpowiadajg punktom gatunku n-tego, dla ktérych o sze-
regu nic nie wiemy, wtedy wszystkie jego spétczynniki s zerami.

2. Zatrzymalem si¢ moze zbyt diugo nad szeregami trygo-
nometrycznemi. Szeregi te — nie méwiac juz o ich waznosci dla
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zastosowan, zwlaszcza w Fizyce matematycznej—odegraty wazng
role w ewolucyi pojecia funkcyi. Wtasnie badanie tych sze-
regéw pozwolito zwrdci¢ uwage na okolicznosci, ktére nas dzisiaj
nie zdumiewaja, ale kiedy$ wydawaly sie nieprawdopodobnemi;
jak np. fakt, ze granica, do ktérej dazy szereg funkcyj cigglych,
moze nie by¢ réwna wartosci szeregu w uwazanym punkcie.
Szeregi tez trygonometryczne wskazaly nam konieczno$¢ zacho-
wywania ostroznosci przy rézniczkowaniu szeregéw; nalezg juz
do tej kategoryi liczne badania, przedsiewziete od czasé6w C a u-
chy’ego nad rézniczkowaniem i calkowaniem szeregéw, do kté-
rych to badat Osgo od dorzucil przed kilku laty wazne dopet-
nienie w rozprawie o zbiezno$ci niejednostajnej.

Rozwiniecie funkcyi na szereg trygonometryczny jest tez
najprostszym typem rozwinieé bardzo ogélnych, jakie napotykamy
w zastosowaniach. 1na tem polu Fourier poprzedzit innych
badaczy. Badanie ozigbiania si¢ kuli przy zatozeniu, zZe tempera-
tura zalezy tylko od czasu i od odleglosci od $rodka, doprowadzito
go do rozwiniecia, w ktérem, zamiast linij trygonometrycznych
wielokrotnos$ci «, 22, ..., nxr zmiennej, wystepuja linie trygono-
metryczne ilosci a, >, a, ¢, . . ., a, x, gdzie iloSci @ oznaczaja pier-
wiastki w liczbie nieskoriczonej pewnego réwnania przestgpnego.
Fourier podal zarys teoryi rozwinigé tego rodzaju. Badanie
to podjal nastepnie Cauchy w wielu rozprawach, stanowiacych
jedno z najbardziej godnych uwagi zastosowan rachunku, ktory
ten wielki analista nazywa rachunkiem pozostato§ci
(rezyduuéw). Zatozywszy pewne warunki bardzo ogoélne, doty-
czace rOwnania przestepnego, Cauchy wykazat z calg $cistoscia
dopuszczalnodé rozwinieé dla funkcyi, czynigcej zado$¢ warunkom
Dirichleta, i tym sposobem znacznie uogdlnit rezultaty roz-
prawy klasycznej znakomitego geometry niemieckiego.

Rozwiniecia jeszcze ogdlniejsze napotykamy w Fizyce mate-
matycznej. Stanowily one przedmiot badan Poissona, Stur-
ma, Liouville’a i wietuinnych. Tu z punktu widzenia $ci-
stosci zupetnej zachodzg trudnosci, ktore potrafiono pokona¢ w nie-
wielkiej tylko liczbie przypadkéw. Jako przykiad bardzo prosty,
przytocze jedynie zagadnienie o ozigbianiu si¢ muru nieograniczo-
nego, ktorego $ciany zewngtrzne sa utrzymywane w temperaturze
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zero; zaktada sie przytem, ze ciepto wilasciwe jest funkcyq odcie-
tej x, odpowiadajgcej kazdej warstwie, tak ze dla temperatury ¥V
mamy réwnanie o pochodnych czastkowych: B

2V oV
ox? =4d@ o

w ktérem A (x) jest funkcya ciagla dodatnia zmiennej x w prze-
dziale (a, b) grubosci muru. Napiszmy rownanie liniowe zwyczajne:

d2
Yt kA@y=0

i niechaj k przyjmuje nieskoriczong liczbe wartoSci dodatnich
kykyy...,ka,..., dla ktérych istnieje catka tego réwnania, zni-
kajgca w punktach a i b. Kazdej wartosci k; odpowiada calka y, (x)
tego rOwnania (oznaczona, pogza stala dowolng), a zagadnienie,
o ktérem mowa, sprowadza si¢ do rozwinigcia funkcyi /'(x), zni-
kajacej w punktach a i b na szereg postaci:

f(x)=2Z Biyi () -

Dowdd $§cisty tego rozwiniecia wynika z ostatnich poszukiwan
Stektowa, opartych na poprzednich pracach Poincarégo
o réwnaniach Fizyki matematycznej. Zdaje si¢, ze dla zupetnej
$cistosci koniecznem jest tu przyjecie, iz funkcya f(x) ma
pochodne dwu pierwszych rzedéw; dalecy tu wszakze jeszcze
jesteSmy od ogdlnosci warunkéw Dirichleta rozwijania
na szereg trygonometryczny, ktore zreszta stanowi przypadek
szczegllny zadania powyzszego, ten mianowicie, w ktérym A (x)
jest iloScig stalsq. ’

3. Historya rozwinie¢ na szeregi, ktorg treSciwie naszki-
cowatem, daje nam przykiad godny uwagi, stwierdzajacy S$cista
solidarno&¢, taczacgq w pewnych momentach Analize czystg i Ma-
tematyke stosowang. W wielu razach ta ostatnia data silny bo-
dziec do stawiania rozmaitych problematéow; i jest faktem istotnie
Znamiennym, Ze pytania o drganiu strun i o rozchodzeniu si¢ ciepta
pobudzily geometréw do zglebienia pojecia tak zlozonego, jakiem
jest pojecie funkcyi. Historya nauk matematycznych przedstawia
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zreszta juz w swych poczatkach przyktady analogiczne; nasza
zdolno$¢ abstrakcyjna moze rozwijaé si¢ tylko, opierajgc sie na
faktach konkretnych: nie ulega watpliwosci, ze pierwsi geometrowie
greccy utworzyli nauke geometryczng, rozwazajac i zgtebiajac
postepowanie swych poprzednikéw, praktykéw egipskich. Nie
wolno mi tu dtuzej zastanawiaé si¢ nad tym przedmiotem, dodam
tylko, iz nie nalezaloby, zdaniem mojem, trzyma¢ si¢ zbyt syste-
matycznego pogladu o réwnolegtosci rozwoju teoryi czyste;j i jej
zastosowan, jaki, idgc za Laplacem, Fourierem i Pois-
sonem, wyznawala $wietna Szkota francuska Fizyki matema-
tycznej. Dla tych geometréw analiza czysta byla tylko narze-
dziem; Fourier, przedstawiajac Akademii nauk w Paryzu prace
Jacobi'ego, wyrzekt, ze problematy Filozofii naturalnej powinny
by¢ gtéwnym przedmiotem rozmyslan geometréw: ,Nalezy zyczyé
sobie — dodat — by osoby najbardziej uzdolnione do doskona-
lenia nauki Rachunku, zwracaly swe prace ku wysokim jego
zastosowaniom, tak koniecznym dla postepu inteligencyi ludzkiej“.
Zyczenie to zupelnie stuszne, nie powinno byé wszakze wylacznem,
byloby to zapoznawaniem znaczenia filozoficznego i artystycznego
Matematyki. Spekulacye teoretyczne pozostawaly nieraz przez
dlugi czas dalekiemi od wszelkiego zastosowania, pdki nie nad-
szedt moment wiasciwy. Nie mozna na to przytoczy¢ lepszego
przyktadu niz ten, Kktdry odnosi sig¢ do teoryi stozkowych; teorya
ta, opracowana jeszcze przez geometréow greckich, pozostawala
przez dwa tysigce lat bez zastosowan az do chwili, w Kktorej
Kepler spozytkowal ja w badaniu ruchu planety Marsa. Za-
gadnienia wyczerpuja si¢ na czas pewien i nie jest pozagdanem, aby
wszyscy badacze szli po jednej drodze. W kilka lat po napisaniu
sie wspomnianych stow przez Fouriera, zjawia si¢ Ewaryst
Galois, ktéry—gdyby mu danem byto zy¢ dtuzej — przywrécitby
réwnowage, zwracajac badania ku wyzszym dziedzinom czystej
teoryi; $mierC tego badacza, ktérego geniusz wywarl byt wplyw
tak gleboki na najrozmaitsze czeSci matematyki. byta nieszcze$ciem
niepowetowanem dla nauki francuskiej.

Powyzsze zboczenie oddalito nas pozornie od drogi giéwnej,
na ktorej rozwijalo sie¢ pojecie funkcyi od poczatku tego stulecia,
ale w istocie nie jest to zboczenie bezpozyteczne, bo wyka-
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zuje, Ze musiafa nadej$¢ chwila, w ktérej spekulacye nad teorya
funkcyj zmiennych rzeczywistych zaczeto uprawiaé bez zadnego
wzgledu na bezposrednie zastosowania, nadajac im charakter coraz
bardziej filozoficzny. Powiedzieliémy juz, Ze z prac Riemanna
wynikalo bezposrednio, iz funkcya ciagla niekoniecznie ma po-
chodng. Weierstrass dal pierwszy przyklad funkcyi ciaglej,
ktora dla zadnej wartoéci zmiennej nie posiada pochodnej. Do-
wiodt on twierdzenia, ktére prowadzi do rozwinieé funkcyi cia-
glych na szeregi, ktérych wyrazy sa wielomianami. Wedlug
Weierstrassa kazda funkcya ciagla moze by¢ w pewnym
przedziale rozwinigta na szereg wielomianéw, bezwzglednie i jedno-
stajnie zbiezny w tym przedziale. Dowdd tego twierdzenia, podany
przez znakomitego geometre, jest bardzo skomplikowany; punktem
wyjscia w nim jest catka, rozwazana przez Fouriera w ,Teoryi
ciepta“, pozwalajgca wyrazi¢ funkcye badana, jako granice funkcyi
przestepnej catkowitej, zaleznej od jednego parametru, gdy ten
parametr dazy do zera. Stad wyprowadza Weierstrass
mozliwos¢ przedstawienia przyblizonego funkcyi ciaglej w prze-
dziale skoniczonym przez wielomian, i tym sposobem dochodzi do
rzeczonego wyzej rezultatu. Mozna daleko predzej doj$¢ do twier-
dzenia Weierstrassa, wychodzac z catki klasycznej Pois-
sona w teoryi szeregéw trygonometrycznych; z calki tej widzie¢
tatwo, ze funkcya, okreslona w przedziale mniejszym od 2z, daje
sie przedstawié z takiem przyblizeniem, jak chcemy, przez szereg
ograniczony Fouriera, a stad przechodzimy juz do przedsta-
wienia przyblizonego przez wielomian. Dowodzenie to daje si¢
rozciagna¢ i na funkcye ciggte o jakiejkolwiek liczbie zmiennych.
Volterra doszedl tez na drodze bardzo prostej do twierdzenia,
o ktérem mowa, odpierajac si¢ na spostrzezeniu, Zze funkcya ciagta
daje si¢ przedstawié z takiem przyblizeniem, jak chcemy, za po-
mocg odpowiedniej linii wielokatnej; prowadzi to do szeregu F o u-
riera jednostajnie zbieznego, a gdy szereg ten zredukujemy do
skonczonej dostatecznie wielkiej liczby wyrazéw, otrzymamy re-
zultat powyzszy. Twierdzenie Weierstrassa posiada rze-
telny interes filozoficzny i jednocze$nie moze mie¢ pewne znaczenie
dla rachunku praktycznego; stosowano je tez nieraz do dowodzenia
niektorych twierdzen.
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Rozwiniecia na szeregi wielomianéw specyalnych sa wielce
waznemi, lecz dajg si¢ stosowaé jedynie do funkcyj, czynia-
cych zado$¢ warunkom szczegélnym. I tak Darboux w roz-
prawie ,Sur 'approximation des fonctions de trés grands nombres*,
zbadal rozwiniecia funkcyi wedtug wielomianéw Jac o b i'ego,
pochodzacych od szeregu hypergeometrycznego; warunki, jakie tu
zachodzg, s jeszcze warunkami Dirichleta; podobniez i w przy-
padku, gdy funkcya staje si¢ nieskoniczong, powinna pozostaé cat-
kowalna. Jest jednak inaczej, gdy funkcya staje sie¢ nieskonczona
w punktach skrajnych. W przypadku wielomianéw Legen-
dre’a funkcya, ktora stawalaby sie nieskoriczong rzedu réwnego
lub wiegkszego od —i— dla = =41, nie jest rozwijalna, jakkolwiek
jej spétczynniki nie traca znaczenia.

4. Wracajac do funkcyj wzietych w calej ogélnosci, uzna-
jemy odrazu konieczno$¢ nadzwyczaj starannego uzasadnienia
niektorych twierdzen, na ktére godzimy sie z latwoscia, gdy idzie
o funkcye zwykte. Wiedziat to juz Cauchy w swojej ,Analizie
algebraicznej“; prace Hankela, rozprawa Darboux’a o funk-
cyach nieciagtych, piekna ksiazka D ini'ego i najnowsze badania
geometrow wloskich wykazuja, jak wielkie ostroznosci sg niezbedne
w tego rodzaju poszukiwaniach. I tak funkcya dwéch zmiennych
rzeczywistych x i y moze by¢ ciggla oddzielnie wzgledem zmiennej
x oraz oddzielnie wzgledem zmiennej y, a moze nie by¢ funkcya
cigglq wzgledem obu zmiennych razem, jak to pokazuja przykiady,
podane przez Diniego. Pomiedzy pracami najnowszemi o tych
delikatnych pytaniach, wymieniam rozprawe p. Baire’a, zawie-
rajgca ciekawe wyniki. Autorowi temu udalo sie znales¢ warunek
konieczny i dostateczny na to, aby funkcya /' (x) zmiennej rzeczy-
wistej x dala sie przedstawié¢ przez szereg prosty wielomianéw.
Wystowienie tego twierdzenia wymaga niektérych pojeé, odno-
szacych sie do nieciaglosci funkcyi wzgledem mnogosci punktéw:
funkcya moze byé wzgledem takiej mnogoéci nieciagla punktowo
lub catkowicie. Warunek, o ktérym mowa wyzej, brzmi: funkcya
ma by¢é punktowo nieciagla wzgledem kazdej mnogosci dosko-
natej, P. Baire stawia sobie tez osobliwe pytanie, odnoszace
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si¢ do réwnan linjowych o pochodnych czgstkowych. Dajmy
sobie réwnanie:

of . _of
o Ty =0

i pytajmy, jakie funkcye czynia mu zado$¢. Oczekujemy nie-
watpliwie odpowiedzi, ze jedynie funkcye rdéznicy xz —y czy-
nig zado$¢ réwnaniu. Tymczasem p. Baire nie jest tego
bezwzglednie pewny. Czyni on uwage, ze teorya zamiany
zmiennych opiera si¢ na zalozZeniu cigglo$ci zachodzacych
w twierdzeniu pochodnych; jezeli zalozymy przeto jedynie

istnienie pochodnych —:;;—1 gg funkcyi szukanej f, to nie
bedzie mozna wykonaé klasycznej zamiany zmiennych. Potrzeba
na to delikatnej analizy, aby stwierdzi¢, ze funkcya f, z zalozenia
ciggla wzgledem obu zmiennych x i ¥ razem i czynigca zados¢
réwnaniu (1), jest funkcyg réznicy z — y; wniosek ten atoli staje
si¢ watpliwym, gdy f jest funkcya ciagla zmiennej x i takaz
funkcyaq ciaglg zmiennej y.

I z punktu widzenia geometrycznego, badania ogélne o funk-
cyach nie sq pozbawione interesu; uczg nas one, Ze nawet naj-
prostszym pojeciom bezwzglednie zaufaé nie mozna. C6z moze
wyda¢ si¢ na pozor prostszem od pojecia krzywej, ktorej spot-
rzedne z i i sg funkcyami cigglemi parametru ¢, zmieniajacego sie
w przedziale od @ do b? Tymczasem Peano pokazal, Ze mozna
te dwie funkcye wybra¢ w ten sposéb, aby przy zmienianiu si¢
parametru ¢ od « do b, punkt (z, y) przyjmowat polozenie dowolne
wewngtrz prostokata. Pewnym punktom (r,y) w przykiadzie
Peana mogg zreszta odpowiadaé dwie lub cztery warto$ci
parametru {. Rezultat taki w pierwszej chwili zbija nas z tropu
izdaje si¢ burzy¢ nasze pojecia o powierzchniach i o krzywych.
Oto drugi rezultat osobliwy, otrzymany niedawno przez Lebe-
gue'a: procz powierzchni rozwijalnych istniejg inne powierzchnie,
dajace sie rozwing¢ na plaszczyzne. Mozna przy pomocy funkcyj
ciggtych otrzyma¢ powierzchnie, odpowiadajace ptaszczyZnie w ten
sposdb, Ze kazda linia wyprostowywalna na plaszczyZnie ma swojg
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odpowiednig tejze dlugosdci, wyprostowywalna na powierzchni,
a powierzchnia mimo to nie jest prostoliniowa.

Przyktady takie wykazujg subtelnosé poszukiwan, jakie mu-
szq podjaé pragnacy zglebi¢ pojecie funkcyi, wziete w catej jego
ogolnosci. Poszukiwania te w wielu punktach sg $cisle zwigzane
ze spekulacyami nad pojeciem liczby. Przychodzimy tu do Szkoly
filozofii matematycznej, ktéra $wietnie rozwijajac si¢ od lat trzy-
dziestu, zajmuje si¢ drobiazgowsq analizg natury liczby. Uderza nas
obfito$¢ prac, ogtoszonych w ostatnich latach z tej dziedziny mate-
matyki filozoficznej; prac zgodnych z dgzeniami ogdlnemi epoki
naszej, w ktorej umyst ludzki stosuje krytyke coraz przenikliwsza
w rozmaitych kierunkach. Te spekulacye subtelne przedostaty sie
nawet do nauczania elementarnego, czego—mojem zdaniem—bardzo
zatowaé nalezy. Lecz nie idzie mi tu o nauczanie; nie zastanawiam
sie tez blizej nad znaczeniem tych badan dla filozofa; powiem tylko,
ze przedstawiaja one dla niego interes rzetelny i dla tego byloby do
zyczenia, aby mtodzi filozofowie, obznajmiwszy si¢ powaznie
z matematyka, zechcieli pracowaé w tym kierunku. Ja stoje tu na
stanowisku matematyki. Niektére dobre umysty zaprzeczajg rze-
czonym spekulacyom wszelkiej wartosci dla matematyki pozytywnej
i przejmuja si¢ obawa, widzac, ze tyle zdolnoSci zuzywa si¢ na te
bezptodne badania. Pojmuje bardzo dobrze te obawy, lecz niezupet-
nie je podzielam. Nalezy oczywiscie poczyni¢ tu pewne odréznienia.
Niektdére kwestye majg interes czysto filozoficzny i nigdy nie przy-
niosg prawdopodobnie zadnego pozytku matematyce, jak np.
pytanie, czy pierwszenstwo nalezy sig liczbie kardynalnej czy tez
porzadkowej, t.j. czy pojecie liczby wtasciwej poprzedza pojgcie
porzadku (rang), czy tez odwrotnie. Lecz w innych razach
rzecz ma sie¢ inaczej: I tak, jest prawdopodobnem, ze teorya
mnogosci G. Cantora, ktérg napotkaliSmy -juz dwa razy na
drodze naszej, odegra pozyteczng role w rozwigzywaniu zagadnien,
ktorych nie postawiono dotad wyraZnie, by staly si¢ zastosowaniami
tej teoryi. Nie zatujmy przeto tych $miatych usitowan, podijetych
nad pojeciem liczby i pojeciem funkcyi, gdyz teorya funkcyj
zmiennych rzeczywistych jest istotng podstawg Analizy matema-
tyczne;j.
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5. -Nalezy, co prawda, pamigtaé o tem, ze pojecie ogdlne
funkcyi jest bardzo nieokreslonem, i ze mozemy otrzymad rezultaty
pewnej doniostosci tylko wtedy, jezeli poczynimy zalozenia szcze-
gbélne. Co mniej lub wiecej bezwiednie kierowalo badaczami
w wyborze tych zalozeri? Z tego, co powiedziano wyzej o sto-
sunkach pomiedzy Analizq i jej zastosowaniami w badaniu zjawisk
przyrody, wyplywa, Ze te ostatnie kierowaly wielokrptnie wy-
borem. ZalozZeniem istotnem bylo zatozenie ciagtosci. Stosownie
do starego przystlowia natura non facit saltus mamy
poczucie — powiedzialbym — wiare, ze w przyrodzie nie ma
miejsca na nieciaglosé. Jest wszelako rzecza nieraz pozyteczna
zachowaé pojecie nieciaglosci w rachunkach naszych, np. wtedy,
gdy w Mechanice rozumowej czas trwania uderzenia przyjmujemy
za zero, albo gdy warstwy przejSciowe w rozmaitych zagadnieniach
Fizyki matematycznej traktujemy jak powierzchnie, jakkolwiek
wiemy o tem, Ze czas trwania uderzenia ma pewng wielkos¢,
fizycy za$ nauczyli nas mierzy¢ grubos¢ warstw, w ktoérych odby-
wajg sie zmiany nagle w rozmaitych zjawiskach. Pojecie po-
chodnej narzuca sie nam juz z mniejszg stanowczoscia, lubo i ono
odpowiada nieokreSlonemu poczuciu wiekszej lub mniejszej szyb-
kosci, z jakg ujawnia sie to lub inne zjawisko. Zatozenie, odno-
szgce si¢ doistnienia pochodnej, ma zrédlo analogiczne z zatozeniem,
dotyczgcem ciaglosci. Nie chce przez to bynajmniej twierdzi¢, ze ze
stanowiska pojecia liczby, pojecie ciaglosci jest tak jasnem w istocie
rzeczy, jak niem jest na pozér, lecz mam tu na mysli jedynie pojecie
ciagtosci fizycznej, wydzielone z grubych spostrzezen zmystowych.

W innych przypadkach nie widzimy réwnego powodu w na-
dawaniu pewnych szczegoélnych wiasciwoséci funkcyom. Tak sie
rzecz ma—jak mniemam—z wiasnosciami funkcyj, zwanych an a-
litycznemi, t.j. funkcyj, ktore w sgsiedztwie dowolnej wartosci
zmiennej mogg by¢ rozwiniete na szereg Taylora. Poniewaz
funkcye, najwczesniej badane, jak funkcye wymierne, wyktadnicze,
trygonometryczne majg wlasno$¢ powyzsza, to przedewszystkiem
na nig to zwrécono uwage; nastepnie za$ tatwos¢, z jakg hypoteza
ta pozwalala na podjgcie pewnych zagadnieri, nadala takg waznosé
funkcyom analitycznym. Wielkg swg role¢ zawdzi¢czajg one tedy
dogodnosci, jaka nam dajg w rachunkach.
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Nie wiemy zreszta, jakie sq warunki stosowalnosci rozwiniecia
na szereg Taylora funkcyi, okreslonej jedynie dla wartosci
rzeczywistych zmiennej. Funkcya zmiennej x moze posiadaé po-
chodne wszystkich rz¢déw dla kazdej wartoSci zmiennej, a mimo
to nie by¢ rozwijalng. E. Borel podat wielce godne uwagi
twierdzenie o funkcyi zmiennej rzeczywistej, okreslonej w pe-
wnym przedziale i majacej w tym przedziale pochodne wszystkich
rzedéw; jezeli tym przedzialem jest (— =z, + n), wtedy funkcya
daje sig¢ przedstawi¢ przez rozwinigcie postaci

2 (As 2" 4 B, cos nx + C, sin nx) .

Te rozne uwagi sklaniajg mnie do powiedzenia stowa o pe-
wnej Szkole geometréw, ktorzy nic nie chcg widzie¢ po za funk-
cyami analitycznemi i ogélniej nic poza waznoécig, moze nieco
przesadzona, jaka ona posiada w nowszych pracach nad Teorya
funkcyj analitycznych. Chcieé ograniczaé sie do rozwinieé tak
szczegélnych, jakiemi sa rozwiniecia na szeregi catkowite, wtedy
gdy mozna tworzy¢ tyle innych rozwinie¢ natury odmiennej,
nie dajacych sie przez takie szeregi przedstawiaé, jest to obcinac
analize. Prawda jest, ze najpospoliciej uZywamy funkcyj anali-
tycznych i ze moégiby nas kto zapytaé o przyktady, w ktorych
rozwigzaniu wystepuja funkcye nieanalityczne, podczas gdy dane:
tych przykiadéw sa analitycznemi. Otdéz przyklady takie sa, ale
nie sg pospolitemi; najtatwiej dostarczaja ich réwnania o pocho-
dnych czgstkowych. Nastepujacy przyktad, podany przez E. B o-
rela, wydaje mi si¢ interesujacym. Napiszmy réwnanie:

0%u at 0%

0x? Wy Fe v

w ktérem a jest liczba niewymierng odpowiednio dobrana, f(x,y)
pewna funkcya analityczng zmiennych x iy o peryodzie 2z dla
«iy. Dlaréwnania tej postaci istnieje jedno rozwigzanie peryo-
dyczne i nie jest ono analitycznem. Niech a bedzie liczbg

niewymierng taka, aby, gdy% jest jakimkolwiek reduktem rozwi-

nigcia liczby @ na ulamek ciggly, zachodzita nier6wno$¢:
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|m.~—n.~a.|<e_ ;
utwérzmy funkcye -
D(x,y)=2 a™licos(m2x)cos(nly). (a<1,b<l1)
Jest to funkcya niean alit yczna. Potézmy z drugiej strony

2s 0P
ot 4 oy

= T(xf y) 1]

to funkcya ¥ bedzie analityczna. A zatem jezeli przyjmiemy
a priori to ostatnie réwnanie i szukaé bedziemy rozwigzania
peryodycznego wzgledem x iy, znajdziemy jedno tylko rozwiq-
zanie, t. j. @, ktére nie jest analitycznem.

I z innego jeszcze punktu widzenia byloby niewlasciwem
$ciesnienie teoryi funkcyj do teoryi funkcyj analitycznych. Istnieje
wiele zagadnieri, w ktorych okoliczno$é, ze dane sg analitycznemi,
nie stanowi bynajmniej utatwienia w szukaniu rozwigzania, i w kt6-
rych, przywigzujac zbyt wiele uwagi do natury {ych danych, nara-
zamy sie¢ na szukanie rozwigzan na drogach bez wyjscia. Jakaz
naprzykiad wazno$¢ dla zagadnienia o ozigbianiu sie sztaby,
o ktéorem moéwiliSmy wyzej, moze mieé ta okolicznos¢é, ze dane
A (x) i f(x) salub nie sg analitycznemi? Ale nie jest to wszystko:
istnieje jeszcze jeden punkt, na ktéry pragne potozy¢ nacisk. Moze
zdarzy¢ sie, ze okoliczno$é, iz mamy do czynienia z funkcyami
analitycznemi, prowadzi istotnie do rozwigzania, ale to rozwigzanie
moze nie przedstawiaé si¢ w postaci najdogodniejszej, do ktorej
wiasnie dojdziemy wtedy, gdy odwrécimy uwage od natury
analitycznej danych zagadnienia. Teorya rOwnan rézniczkowych
daje nam przyktady, stwierdzajace powyzszq uwage; jednym z nich
jest twierdzenie zasadnicze Rachunku catkowego o istnieniu catki
dy
dx
wecale, iz funkcya f jest analityczng, dajg nam obszar najwigkszy,
w ktorych catka jest z pewnos$cig oznaczona; analista zas, ktory
zaklada, ze funkcya rzeczywista /' (x,y) jest analityczng i stosuje
tylko szeregi catkowite, dochodzi przez dowodzenie swoje do
obszaru bardziej $cie$nionego.

rOwnania

=f(z,y). Te dowody, w ktérych nie zakladamy
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W tem, co wyzej powiedziano, mialem na celu wykazanie,
iz nie nalezy zacie$nia¢ systematycznie pojecia funkcyi. Podzi-
wiajmy systematy dobrze uporzadkowane, ale niedowierzajmy
nieco ich wygladowi scholastycznemu, ktoéry moze ostabi¢ ducha
wynalazczoSci. Nie mamy oczywiscie zamiaru zaprzeczenia wiel-
kiej wartosci aktualnej teoryi funkcyj analitycznych, ale nie nalezy
tez zapominaé o tem, zZe stanowiag one klase bardzo szczegélng
funkcyj. Jest do zyczenia, aby nadszedt dzien,, w ktérym mate-
matycy opracowywaé beda teorye coraz bardziej ogélne; nastapi
to, by¢ moze, w nadchodzacem stuleciu, skoro pojecie funkcyj,
ktérego historye tak niedoktadnie wam nakreslitem, nie przestanie
rozwijaé si¢ w dalszym ciagu. Ale w chwili obecnej jesteSmy
jeszcze w wieku XIX i dla tego bede miat sposobno$é¢ wypowie-
dzenia zaszczytnego zadoséuczynienia funkcyom analitycznym,
ktore, jak wiadomo, sg od lat trzydziestu przedmiotem wielu prac
znakomitych.

6. WidzieliSmy, jakie rozlegle perspektywy otwiera nam
coraz wigksze rozszerzamie pojecia funkcyi. Zapewne, nalezy
zachowywad na tej drodze wielkg roztropnos¢ i nie podejmowac
przedwczes$nie poszukiwar, ktdre moglyby pozosta¢ bezplodnemi,
ale nie ulega watpliwosci, iz nadejdzie chwila, w ktérej Analiza
poczuje potrzebe rozszerzenia obszaru swych badan. Ale nietylko
rozszerzenie pojecia funkcyi zajmowato matematykéw biezacego
stulecia, ktorzy zastanawiali si¢ nad zasadami wiedzy; zywe zajecie
budzita tez kwestya liczb zespolonych, a budzita je tembardziej, ze
nad tem pytaniem unosita si¢ pewna ciemno$¢, powstata skutkiem
nazwy nieco tajemniczej liczb urojonych. Dzi$ przedmiot ten nie
przedstawia nic tajemniczego. Weierstrass w rozprawie,
ogloszonej w roku 1884, rozwinat teoryg liczb zespolonych. Roz-
waza on w niej liczby postaci:

Ziey + Tag .. A Tun s

w ktorej liczby @ sa liczbami zwyklemi rzeczywistemi albo uro-
jonemi; liczby e sg czystemi symbolami. Stawia on hypoteze, ze
suma, réznica, iloczyn i iloraz dwéch liczb tej mnogosci nalezg tez
do mnogosci; iloczyny przeto e, eq(p,q=1,2,...,n) beda wy-
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razeniami E, , liniowemi i jednorodnemi wzgledem e, e;. .. ex;
wyrazenia te odgrywajg role zasadnicza w tej teoryi. Weier-
strass przyjmuje nadto, ze tak dodawanie jak i mnozenie sg
dzialaniami przemienno$ciowemi i taczno$Sciowemi.
Dla dodawania wlasnosci te sprawdzajg sie same przez sig; dia
mnozenia wyrazaja si¢ one przez réwnosci:

ab=ba , (ab).¢c=a.(be)

gdzie a, b, ¢ sa jakiekolwiek trzy liczby uwazanej mnogosci.
Warunki te prowadzg do pewnych zwigzkéw pomiedzy spétczyn-
nikami form liniowych E,,. Kazdemu uktadowi form E,,, spraw-
dzajacemu te warunki, odpowiadaé bedzie pewna mnogos¢ liczb
zespolonych. Liczby zespolone, tak okreslone, w jednym tylko
punkcie réznig sie od liczb' zespolonych zwyktych. Kiedy # jest
wigksze od 2, mogsg istnieé liczby rézne od zera, ktérych iloczyn
przez pewne inne liczby jest zerem. Weierstrass nazywa
takie liczby dzielnikami zera. Dedekind wykazal, ze
w ogaéle rachunki z temi liczbami zespalonemi sprowadzajg sie do
rachunkéw Algebry zwyklej. Moéwiac doktadniej: jezeli kwadrat
liczby moze by¢ zerem tylko wtedy, gdy sama liczba jest zerem,
to zamiast pierwotnych n jednostek zespolonych mozZemy pod-
stawi¢ » innych (wyznacznik podstawienia ma by¢ rézny od zera)
takich, ze dla nowych jednostek bedzie:

(',!2 = e,-' ’ (‘,"ek, =0. (l == k)

Wnosimy stad, ze rachunki z liczbami zespolonemi wyzej okreslo-
nemi, sprowadzajg sie do rachunkéw z liczbami rzeczywistemi
lub zespolonemi zwyczajnemi.

Jezeli teraz pominiemy zaloZenie, przyjete dla algebry liczb
zespolonych, mianowicie to, Ze stosujg sie do niej oba prawa
przemiennosci i facznoéci, a staniemy na punkcie ogélniejszym,
przyjmujac jedno tylko prawo lacznosci, wyrazone wzorem
(ab) ¢ = a (bc), otrzymamy algebre jeszcze ogélniejsza, ktorg
okresla zupeilnie uklad wyrazen liniowych E,, Przykladem
stawnym takiego uktadu o czterech jednostkach e, e, ¢;, ¢, jest
uklad kwaternionéw Hamilton a z jednostkami
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ee=1, =1t , e=j , e=1k
i ze zwigzkami:
P==kt=—1
y=—ji=k ; jk=—lkj=i ; ki=—ik=j.

Spostrzezenie bardzo interesujace H. Poincarégo sprowadza
calg teoryg ilosci zespolonych do zagadnienia z teoryi grup. Spo-
strzezZenie to polega na tem, ze kazdemu uktadowi jednostek zespo-
lonych odpowiada grupa ciggla (w znaczeniu nadawanem temu
pojeciu przez Lie go) podstawien liniowych o 7 zmiennych ze
spofczynnikami, ktére sg funkcyami liniowemi z parametréw do-
wolnych, i odwrotnie. Pomyst ten poglebit G. Scheffers
i doszedt tym sposobem do podziatu liczb zespolonych na dwie
klasy, stosownie do tego, czy grupa im odpowiadajaca jest calko-
walna albo nie calkowalna. Do tej drugiej klasy nalezy grupa,
odpowiadajaca kwaternionom, ktére sg najprostszemi przedstawi-
cielami tej kategoryj liczb zespolonych. Zblizenie pomiedzy teorys
grup Liego a liczbami zespolonemi usuwa tajemniczo$¢, ktéra
zdawala si¢ by¢ przywigzana do tych ostatnich i uwidocznia
prawdziwe zrodto tych symboléow. Mozna zapytaé, czy ten sym-
bolizm zdolny jest podnies¢ potege Analizy. We Francyi niewielu
geometrow interesuje si¢ temi rachunkami; przeciwnie w Anglii
i— o ile wiem — w Ameryce, kwaterniony sg bardzo cenione. Nie
wiadam dostatecznie tem narzedziem, aby orzec, czy stosowanie
go w Mechanice lub w Fizyce matematycznej upraszcza znacznie
rachunki; jest to prawdopodobnie przedewszystkiem rzecz wprawy.
Pytaniem istotnie interesujacem jest, czy te iloSci zespolone bedg
mialy z czasem to znaczenie dla Analizy ogélnej, jakie majg dzi§
liczby urojone zwyczajne. Proby dotychczasowe na tej drodze nie
wydajg si¢ dos¢ szczesliwemi; ale obecnie, gdy zwiazek z teorya
grup zostat zupetnie uwidoczniony, nie jest niemozliwem, iz nowe
usitowania doprowadzg do rezultatéw interesujgcych.

Pojecie liczby rzeczywistej i zespolonej oraz pojecie funkcyi
stanowig podstawy Analizy; ale procz nich jest jeszcze jedno po-
jecie, ktore, dzigki pracy matematycznej tego stulecia, ulegto znacz-

Wiad. mat. IV. 1800. 14
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nemu rozszerzeniu. Pojecie przestrzeni — o niem tu mowa — sta-
nowigce przedmiot geometryi, poddano krytyce przenikliwej, ktora
odnowila podstawy geometryi. Nie bede tu przytaczal historyi
tego rozwoju, ktéry rozpoczgl sie od Gaussa, Bolyaia
i Lobaczewskiego, historyi bardzo czesto powtarzanej,
nie stang tez po zadnej stronie w sporach, ktére o tym przedmiocie
prowadza dotad filozofowie; powiem tylko stowo o znaczeniu,
jakie maja dla matematyki te spekulacye nad istota przestrzeni.
W stawnej rozprawie Riem anna ukazujg si¢ poraz pierwszy
pojecia, odnoszace si¢ do krzywizny przestrzeni w réznych kie-
runkach, t. j. funkcye niezmiennicze w liczbie ”———("2_ )
rystyczne dla rozmaito$ci #-wymiarowej; teorya form kwadrato-
wych rozniczek otrzymata przez to silny bodziec w swym rozwoju.

dx? -+ dy?
2

, charakte-

Przytocze jeden tylko przykiad, mianowicie forme

b

ktora daje element luku w geometryi Lobaczewskiego
i przypominam role, jakg ona odegrata w badaniach Poinca-
régo nad tworzeniem grup fuchsowych. Helmholtz po
Riemannie przenidst kwestye na grunt inny: jego my$l zasa-
dnicza polegata na zbadaniu ogétu ruchéw mozliwych w rozwa-
zanej przestrzeni. Wielki fizyk traktowal tym sposobem bez-
wiednie zagadnienie, naleZace do teoryi grup. Ta teorya nie istniata
jeszcze w epoce, w ktérej Helmholtz pisat swojg rozprawe; po-
petnit on przeto kilka bledéw drugorzednych, ale pozostanie przy nim
stawa traktowania geometryi jako zagadnienia z teoryi grup. Ba-
danie Helmholtza podjal nastepnie w calej rozciagtosci Lie,
ktéremu daly one wspaniala sposobnos$¢ zastosowania pieknej
teoryi grup przeksztalcen. W badaniach tych, przestrzen uwaza
sie a priori jako rozmaito$¢; w przypadku np. trzech wymiaréw,
punkt jest okreslony przez trzy wielkosci ,y,2. Ruch w prze-
strzeni jest tem samem, co przeksztalcenie:

x’=f(ws?/»z) ) y’=¢(w,y,z) ’ z’=Y’(%y,z),

wazne dla pewnej czeSci przestrzeni. Przyjmuje sie, Ze wszystkie
ruchy mozliwe tworzg grupe o szeSciu parametrach; ze nie zmie-
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niaja pewnej funkcyi spétrzednych dwéch punktéw dowolnych; ze
wreszcie mozliwym jest ruch swobodny, jak wyrazat sie Helm-
holtz. Lie dowodzi, ze przestrzen euklidesowa i przestrzenie
nieeuklidesowe sg jedynemi przestrzeniami, czyniacemi zado$¢
tym warunkom. Z punktu widzenia Lie g o badanie zasad geo-
metryi moze by¢ uwazane jako wyczerpane; lecz nalezy nadmienié,
Ze stosuje si¢ ono tylko do rozwazan malej czeéci przestrzeni.
Clifford i Klein zwrdcili uwage na kwestye nadzwyczaj inte-
resujaca, a dotyczaca spdjnosci przestrzeni; nic nie wiemy o spéj-
noéci przestrzeni, w ktorej zyjemy. Mozna tez poglebi¢ pojecie
o przestrzeni, uwazanej za rozmaito$¢, i podporzadkowaé pojecie
jej miarowe pod pojecie rzutowe, jak to uczynili v. Staudt,
Cayley i Klein. Na tej wzmiance atoli o tych réznych kie-
runkach ograniczy¢ si¢ musze.

Chcialem tu jedynie wykazaé, jakie perspektywy otwiera
badaczom rozszerzenie naszych poje¢ o funkcyach, o liczbie,
o przestrzeni. Jezeli prace matematyczne w nadchodzacem stu-
leciu bedg tak plodne jak w obecnem, to Analiza po stu latach
bardzo réznié sie bedzie od dzisiejszej. By¢é moze, Ze nastepcy
nasi beda wykonywali biegle rachunki z funkcyami bardzo nie-
zwyklemi i Ze widzie¢ bedg jasno przestrzenie wielowymiarowe
i 0 spdjnosci zlozonej. Aby médz przedstawié sobie matematyke
w roku 2000, nalezaloby mie¢ fantazye autora ksigzki: ,Looking
Backward“; niestety, Bellamy w romansie swoim nic nie po:
wiedzial nam o matematyce w tej epoce. Poniewaz ludzko$¢ —
jezeli mozemy temu wierzy¢,—bedzie rozporzgdzata wtedy znaczng
iloscig czasu swobodnego, matematyka bedzie bezwatpienia bardzo
kwitnaca, a zagadnienia, ktére sprawiaja nam obecnie trudnos$c,
stang si¢ zabawkami dziecinnemi dla naszych nastepcow:.
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IT.

Kilka pogladéw ogélnych na teorye rownan rézniczkowych.

1. Pragnalbym dzi$ podaé zarys teoryi rownan roézniczko-
wych, ktéra odgrywa tak wazng rol¢ w Analizie, a ktérej postepy
maja tyle znaczenia dla jej zastosowan. Jest to dziedzina bardzo
rozlegta i dlatego odczuwam pewna trudno$¢ w wyborze pomiedzy
tylu réznemi kierunkami, w jakich ta teorya sie rozwijala. Geome-
trowie ostatniego stulecia nie bardzo klopotali si¢ o éciste uzasa-
dnienie istnienia calek réwnan rézniczkowych; catkowali, kiedy
mogli, rwnania rézniczkowe, ktére napotykali w swych badaniach,
nie troszczgc si¢ bynajmniej o twierdzenia, zwane dzi$ ,twier-
dzeniami o istnianiu® ktorym dzi§ przypisujemy tak
wielkg wage. C auchy'emu zawdzieczamy pierwsze Sciste ba-
dania w tym przedmiocie; nie zbadal on wprawdzie calej tak roz-
legtej dziedziny, ale przynajmniej dla przypadku, w ktérym funkcye
i'dane sg analitycznemi, wskazal zasady, ktéremi kierowali sig
poZniej jego nastepcy.

W twierdzeniach, odnoszacych si¢ do istnienia calek, uzy-
wamy metod réznych, stosownie do tego, czy réwnania i dane
przyjmujemy za analityczne lub za nieanalityczne.

2. Rozpatrzmy najprzéd przypadek pierwszy, daleko lepiej
opracowany. Idea zasadnicza Cauchy’ego polega na rozwa-
zaniu funkcyj, ktére on nazywa ,majorantes‘. Wiadomo, ze
trudnosci tkwig gléwnie w uzasadnieniu zbieznoSci pewnych sze-
regow catkowitych, ktére tworzymy z danych réwnan roéznicz-
kowych, Cauchy dochodzi do tego przez porownanie z innemi
réwnaniami tatwo catkowalnemi. Dla réwnan rozniczkowych
zwyczajnych pozostalo po Cauchym niewiele do zrobienia,
procz pewnych uproszczen co do formy. I dla przypadku jednego
réwnania o pochodnych czastkowych o ilukolwiek zmiennych
ten wielki geometra wskazal punkty giéwne dowodzenia, ktore
Zofia Kowalewska przedstawila pdzZniej w formie bardzo
prostej w swej rozprawie klasycznej. Twierdzenie podstawowe
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jest takie: Mamy dane réwnanie o pochodnych czgstkowych
rzedu m-tego, odnoszace si¢ do funkceyi z, zaleznej od p - 1 zmien-
nych niezaleznych z,z,,...,%, jezeli to rownanie zawiera po-

o
chodng _dx—i rzedu n-tego, wtedy calka jego bedzie w ogéle ozna-

czong, jezeli damy sobie dla x =a wartosci funkcyi 2 i jej po-
chodnych wzgledem 2 az do rzedu n — 1; te dane sg funkcyami
holomorficznemi zmiennych z, @, , . .., 2, W sasiedztwie wartosci
ay,ay,...,a,. Mozna przeto, opierajac si¢ na powyzszem wysto-
wieniu powiedzie¢, ze calka ogdlna rozwazanego réwnania zalezy
od n funkcyj » zmiennych niezaleznych. Dawniej wielkg przy-
wigzywano wage do tego, od ilu funkcyj dowolnych zalezy catka
ogollna réwnania o pochodnych czastkowych; wszakze niektére
rezultaty paradoksalne juz zwrécily byly uwage na te okolicznoéé,
. . . . s L 0%z 0z
iz rozmaite postaci catki ogoélnej réwnania ciepta ~on =0—y
wystepuja raz z jednag, drugiraz z inng liczba funkcyj dowol-
nych. Te rezultaty dzi$ bynajmniej nas nie dziwia, gdy si¢ ma do
czynienia, jak w naszym przypadku, z funkcyami analitycznemi.
Do$¢ przypomnieé sobie, ze liczba skoriczona jakakolwiek funkcy;j
o ilukolwiek zmiennych niezaleznych nie przedstawia z punktu
widzenia arytmetycznego wigkszej ogélnosci, niz jedna funkcya,
zalezna od jednej tylko zmiennej, albowiem tak w pierwszym jak
i w drugim razie mnogos$¢ spélczynnikdw rozwinigé jest mnogoscia
odliczalna. W ten sposéob mozemy zrozumie¢, dla czego
E. Borel mogt wykazaé, zZe kazda catka analityczna réwnania
o pochodnych czgstkowych ze spétczynnikami analitycznemi daje
sie¢ przedstawié za pomoca wzoruy, zawierajacego tylko jedne funk-
cye dowolng zmiennej rzeczywistej.

Moéwilismy dotad o jednem réwnaniu o pochodnych czastko-
wych. Badanie ukladéw réwnan rézniczkowych przedstawiato
wieksze trudnoéci. Jedno zwlaszcza pytarie pozostawato diugo
bez odpowiedzi: mozna bylo, mianowicie, zapytaé, czy istnieja
uklady, obejmujace nieograniczona liczbe roéwnan roézniczko-
wych, t. j. rownan, nie dajacych si¢ wyprowadzi¢ przez réznicz-
kowanie z pewnej liczby z pomiedzy nich. Otéz Tresse wy-
kazal, ze jezeli okreslimy w jakikolwiek sposob uklad réwnan
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rézniczkowych czastkowych, to uklad ten musi byé koniecznie
ograniczony, t. j. Ze istnieje liczba skoficzona s taka, iz wszystkie
réwnania rzedu wyzszego niz s, zawarte w ukladzie, wyprowadzaja
sie z réwnan rzedu roéwnego ¢ lub nizszego od s, przy pomocy pro-
stych rézniczkowarn. Nastepne pytanie dotyczyto natury elementéw
dowolnych, wystepujacych w catce ogélnej. Z. Kowalewska
zbadata niektére tylko uktady, w ktérych liczba rownan jest réwna
liczbie funkcyj niewiadomych i ktére dajg sie rozwigzaé wzgle-
dem pochodnych kazdej z tych funkcyj rzedu najwyzszego,
wzietych wzgledem tej samej zmiennej 2. Riquier, a po nim
Delassus, dali wréznych postaciach rozwigzanie zagadnienia
w przypadku ogélnym. Drugi z nich, przy pomocy zamiany
zmiennych, dochodzi do formy kanonicznej zupelnie catkowalnej
i wykazuje ze catkowanie takiego ukiadu o m zmiennych spro-
wadza sie do catkowania kolejnego m ukladéw Z. Kowale w-
skiej, zawierajacych kolejno 1,2, ..., m zmiennych. Opierajac
si¢ na tej wlasno$ci, mozna tatwo udowodnié istnienie catek anali-
litycznych oraz wyznaczyé funkcye i stale poczatkowe w liczbie
skonczonej, od ktorych te calki zalezg.

Matematycy dlugo wahali sie co do tego, co nalezy rozumie¢
przez catke ogélng réwnania o pochodnych czastkowych. Jezeli
ograniczymy si¢ do przypadkéw, w ktérych wystepujg w réwna-
niach tylko elementy analityczne i jezeli szukamy tylko calek ana-
tycznych, wtedy calke uwazamy dzi§ za ogdlng, skoro mo-
zemy rozporzadzi¢ wystepujacemi w niej funkcyami i stalemi do-
wolnemi w ten sposob, aby modz otrzymaé rozwigzania, ktorych
istnienie wykazaly twierdzenia Cauchy’ego i jego nastgpcow.
Dawniej Ampére w swej wielkiej rozprawie o réwnaniach
rozniczkowych czastkowych stanal na innem stanowisku; wyraza
sie on w niej tak: ,aby calka byla ogélna, trzeba aby pomigdzy
rozwazanemi zmiennemi i ich pochodnemi do nieskoriczonosci wy-
nikaly z niej tylko takie zwigzki, ktére wyrazajq réwnanie dane
i réwnania, ktore otrzymujemy z -danego przez rozniczkowanie“.
Jest jasnem, Ze idzie tu o zwigzki, nie zawierajgce zadnej z wiel-
kosci dowolnych, zachodzacych w rozwazanej catce. Zdania geo-
metréw byly podzielonemi i pytano, czy definicye Ampére’a
i Cauchy’ego sg identycznemi. Goursat, ktéremu teorya
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réwnan o pochodnych czastkowych zawdziecza tyle pieknych
badan, wykazal jasno na wielu przyktadach, Ze calka moze by¢
ogélng w znaczeniu przyjetem przez Ampére’a, a nie by¢ taka
wedtug okreslenia C auch y'ego.

Nie nalezy wnioskowaé z prac poprzednich, ze badanie
warunkéw, okreslajacych catki ukiadu réwnan o pochodnych cza-
stkowych, nawet wtedy gdy idzie tylko o calkiirdwnania anali-
tyczne, jest juz obecnie calkowicie ukoniczone. Wskazane wyzej
twierdzenia ogoélne dajg nam poznaé pewne warunki, okreslajgce
calke, ale catka moze by¢ tez okreSlona przez nieskonczenie wiele
innych warunkéw. Nie ulega watpliwosci, ze jest nieskoriczenie
wiele typéw tych twierdzen o istnieniu. WeZzmy np. réwnanie
bardzo proste .

9% 0z 0z
M‘l‘a%-{-bo—y—l— ce =20.

Calka. tego rownania jest okreslona przez warunek, aby dla x=0
sprowadzala si¢ do danej funkcyi zmiennej y, dla y =0 do danej
funkcyi zmiennej x. Jest to warunek wyznaczenia calki, odmienny
od warunkéw twierdzenia ogélnego Cauch y’ego. Rozmaite wa-
runki wyznaczania calek réwnan roézniczkowych czastkowych
wymagaja jeszcze licznych nowych poszukiwan.

3. Dotad staliémy na stanowisku teoryi funkcyj analitycz-
nych, Powiedziatem juz poprzednio, zZe tak ze stanowiska filozo-
ficznego jak i nawet ze wzgledéw praktycznych, czesto jest waznem
poczynienie zatozen ogolniejszych. I tu znowu Cauchy’emu za-
wdzieczamy dowdd istnienia catek dla réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, bez tego ograniczenia, ze réwnania sg analitycznemi.
Metoda Cauchy’ego. bardzo naturalna i bardzo prosta, polega na
uwazaniu réwnan rézniczkowych jako granic réwnan réznicowych.
Mozna o tej metodzie Cauchy’ego uczyni¢ uwage wielce ciekaws;
nadaje si¢ ona do otrzymania takich rozwinig¢ calek, ktore sg
zbieznemi tak dtugo, poki catki sa ciggtemi
i pozostawiajg ciagtemiich spotczynniki roz-
niczkowe. Pod tym wzgledem ta metoda jest wyzszg od innych,
stosowanych w tem rozwazaniu. Tak np. niechaj bedzie uktad réwnan
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-—?;—=X,~(a)l,$,,...,¢") [} (c.:lsz"’n)’

gdzie funkcye X; sa wielomianami. Catki tego ukladﬁ, przybie-
rajgce dla =0 odpowiednio wartosci x,° x,°,...,x.°, mozna
przedstawi¢ za pomoca rozwinieé postacl:

PI(QIO,ZQO,...,z,,t)-'—...+P..(:ll°,w2°,...,1‘,.0,1)—|-~...,

gdzie wyrazenia P sg wielomianami zaleznemi od z,°, 2,° ,..., 2,°, t;
rozwiniecia te sa zbieznemi, o ile calki pozostaja tunkcyami cia-
glemi zmiennej ¢.

Podano i inne metody w celu wykazania istnienia catek, jak
np. metode przyblizen kolejnych, ktéra daje szeregi o zbieznosci
do$¢ szybkiej, ale szeregite niekoniecznie sg zbiezZnemi w calym
obszarze, w ktérym caiki sq ciaglemi.

Gdy chcemy wykaza¢ istnienie catek dla rdwnania rézniczko-
wego zwyczajnego rzedu n-tego, zakladamy zwykle jako dane dla
pewnej wartosci  wartosci funkcyi ijej pochodnych az do rzedu
n — 1; ale moznaby przyjaé i inne dane, co mianowicie ma miejsce
w zastosowaniach Rachunku waryacyjnego. Tak np. dla réwnania
rézniczkowego rzedu 2-go zdarza sie, ze calka jest okreSlona przez
warunki takie, aby przybierala dla x, wartos¢ y,, dla x; wartos¢ y,.
Mato pracowano dotad w tym kierunku, a jednak rozmaite warunki
poczatkowe sg tak samo interesujgce, jak warunki, przyjete w twier-
dzeniu ogélnem klasycznem. Badania, na tej drodze podjete, dopro-
wadzity do pewnych rezultatow przy stosowaniu metod przyblizen
kolejnych; mozna bylto np. poznaé przypadki osobliwe rozbieznosci,
zachodzace przy uzyciu tych metod.

Przejdzmy teraz do rownan czastkowych, w ktérych réwna-
nia i dane nie sa koniecznie analitycznemi. Jest to dziedzina bardzo
rozlegta, w ktérej stawiamy dopiero pierwsze kroki. Potrzeba juz
pewnego trudu, aby wykazaé istnienie calek rownania liniowego

of of
_dac_+X(w’ y)—dgT—O‘

jezeli nie zakladamy, ze funkcya X (x,y) jest analityczng. Dla
réwnan rzeddw wyzszych znamy dotad tylko niewielkg liczbe
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typéw, dla ktérych mozemy okresli¢ dokladnie, co rozumiemy przez
catke ogblna. Zrédiem takich rownan sa w ogélnosci zagadnienia
Geometryi nieskoniczonostkowej albo Fizyki matematycznej; zmienne
i funkcye sa tu rzeczywistemi. WeZmy jako przykiad réwnanie:

02z 0z 0z |
Gzoy T4 o T O T ee=0,

w ktérem a, b, ¢ sa funkcyami ciagtemi zmiennych z i y; o réwnaniu
tem Riemann napisat kilka kart niezmiernie interesujacych.
Niechaj bedzie tuk krzywej MP taki, ze kazda prosta réwnolegta
do Oz albo do Oy spotyka go najwyzej w jednym punkcie; dajmy

sobie warto$¢ funkcyi # i gi na tej krzywej. Istnieje catka

ito jedyna, ciggla wraz z swemi pochodnemi <zastkowemi rzedu
pierwszego, czynigca zado$é danym warunkom; bedzie ona okre-
$lona wewnatrz prostokata o bokach rownolegtych odpowiednio
do osi i o wierzchotkach przeciwleglych w punktach Mi I°. - Wi-
dzimy, o ile to wystowienie jest dokladniejszem niz wystowienia
poprzednie ze stanowiska teoryi funkcyj analitycznych, gdzie usta-
nawiamy jedynie istnienie rozwigzania w sasiedztwie krzywej,
a zatem w sasiedztwie okre$lonem w spos6b mato dokladny. Ten
przyktad prosty pokazuje zarazem, Ze nie zawsze istnieje calka
ciagla wraz ze swemi pochodnemi, czyniagca zado$¢ warunkom na
fuku krzywej; tak bedzie mianowicie, kiedy dla tego tuku istnieje
styczna réwnolegta do jednej z osi. Oto drugi przyktad tej samej

kategoryi; jezeli mamy réwnanie:
0% 0*u d%u 0
et T

. On
to mozna daé sobie wartosci funkcyi « i pochodne;j 0; dla wszyst-

kich punktow kola C, potozonego w plaszczyZnie 2 = 2, calka, tak
okreslona, bedzie oznaczong wewnatrz dwdch stozkéw obrotowych,
przechodzacych przez okrag C i majacych tworzace réwnolegte do
tworzacych stozka x? 4 y* — :2=0.

Warunki, okreslajace calki, moga mie¢ formy najrozmaitsze.
Tak np. warunkami ciagtosci mozna zastapi¢ pewne dane; jest to
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fakt, do ktdérego pfzywykliémy, a mimo to, niemniej jest on godny
uwagi. Réwnanie potencyalu wywotato w tym kierunku bardzo
liczne poszukiwania, a twierdzenie Riemanna, ktéremu ten
uczony nadal nazwe¢ zasady Dirichleta byto przedmiotem
glebokich badan Schwarza, Neumanna, a w ostatnich
czasach Poincarégo. Analogiczne zagadnienie postawiono
i rozwiagzano dla wielkiej liczby rownan, np. dla réwnania

0%u 0% ou du

o + Py +a e +0o o “+ =0,

o

ktérego catka ciagla jest okreslona przez jej warto$ci na obwodzie
zamknietym w kazdym obszarze, w ktorym spéiczynnik ¢ jest
ujemny. Tego rodzaju zagadnienia nie ograniczajg sie zreszts
do réwnan liniowych,

Te rézne przyktady charakteryzujg nature twierdzen o istnie-
niu catek, kiedy nie stajemy na stanowisku teoryi funkcyj anali-
tycznych. Mamy tu-rozlegla dziedzing poszukiwan, waznych
zarazem dla teoryi czystej i dla zastosowan Analizy. Nie tykajac
nawet pytari zupelnie nowych, ilez tu znalezliby$my punktéw do
ponownego rozpatrzenia si¢ w stawnych pracach fizykéw-geo-
metrow pierwszej polowy tego stulecia, w pracach Fouriera,
Poissona, anawet i Cauchy'ego, gdyby$smy chcieli wniesé
do nich te Scisto$é, jaka jest wymagana dzisiaj w Matematyce!

Dla scharakteryzowania przej$cia, istniejacego pomiedzy
dwoma kierunkami badan nad teorya ogdlng réwnan rézniczko-
wych o pochodnych czgstkowych, powiem, ze istniejg Kklasy
rOwnan bardzo rozlegte, ktorych wszystkie calki sa anali-
tycznemi. Jako przyktad wymieniamy réwnania liniowe rz¢du
n-tego o dwu zmiennych niezaleznych; w obszarze plaszczyzny,
w ktérym wszystkie charakterystyki sg urojonemi, kazda calka
dobrze okreslona i ciggla wraz ze swemi pochodnemi az do rzgdu
n-tego, jest koniecznie analityczna. Istniejg tez liczne przy-
klady réwnan nieliniowych, ktérych wszystkie catki sg anali-
tycznemi.

Wspomnialem o charakterystykach réwnania; jest to przed-
miot, bedacy w $cistym zwiazku z twierdzeniami ogdlnemi o istnie-
niy, o ktérych mowiliSmy wyzej. Charakterystyki sq to pewne
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rozmaitosci, majagce wiasnosci szczeg6lne odnoénie do réwnania
danego, rozmaitosci osobliwe pod tym wzgledem, ze nie okreélaja
catki, a wiec przeciwnie, niz to ma miejsce w ogdle dla rozmai-
tosci, zawierajacych te same elementy. O ile pojecie charakte-
rystyki jest dzi§ bardzo dokladnie ustanowionem dla réwnan lub
dla uktadéw réwnan o dwéch zmiennych niezaleznych, o tyle
wymaga jeszcze poglebienia dla przypadku wiekszej od 2 liczby
zmiennych.

4. Od badan ogélnych, odnoszacych sig¢ do istnienia catek,
przejdZzmy do oméwienia sposobdw szukania samych catek i badan
nad réwnaniami specyalnemi. Usitowanie rozklasyfikowania tak
wielkiej liczby prac jest zadaniem bardzo trudnem, i czujemy do-
brze, ze klasyfikacya nasza bedzie stabg w rozmaitych punktach.
Byé moze, iz nalezatloby wyrdéznié przedewszystkiem dawna
Szkote matematyczna, gdzie wyraz ,dawna* nie znaczy bynaj-
mniej, ze ta Szkola dzi$ juz nie kwitnie. Jest to szkola Euler a,
Lagrange'a, Monge'a w jego nieSmiertelnem dziele o za-
stosowaniach Analizy do Geometryi, Ampeére’a w jego stawnej
rozprawie z roku 1817 o réwnaniach o roéznicach czastkowych,
We Francyi glowa tej Szkoly analistow-geometréw, dla ktorych
problematy geometryi dajg sposobno$¢ do pigknych poszukiwan
analitycznych, jest D arb o ux. Jego lekcye o teoryi powierzchni
sg dzi$ dzietem klasycznem, ktére zwrdcilo uwage na wiele pytan
od pewnego czasu zaniedbanych. Do calkowania faktycznego
réwnan rzedu 2-go nic zasadniczego nie dorzucono w ciagu dtu-
gich lat, uptynionych od ukazania si¢ rozprawy Ampeére’a,
W roku 1870 Darboux oglosil rozprawe zawierajaca poglady
gtebokie i oryginalne, ktdre stalo sie podstawa w dziejach tej teoryi.
Od tej epoki rozmaici geometrowie obmys$lali metody wiecej lub
mniej analogiczne. Goursat ogtosil w tym przedmiocie wy-
niki wielce interesujgce: w dziele wybornem zebrat on metody
podane, dodajac wiasne odkrycia w tej trudnej dziedzinie,
Wszystkie te badania mozna scharakteryzowaé, méwiac, ze idzie
w nich o znalezienie wyrazne calek z mozliwie wysokim stopniem
nieoznaczonos$ci. W niektdrych razach metody sa wskazaniem
postepowania, jakie podja¢ nalezy, jezeli nasuwa sie podobna
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szczesliwa okolicznos¢é; wtedy szukamy klas réwnan, dla ktérych
to ma miejsce, W innych przypadkach wyrzekamy si¢ przynaj-
mniej na razie, catlkowania zupeinego i za pomocg odpowiednich
przeksztalcen szukamy rozwigzan coraz rozleglejszych, jak to
czyni np. Bianchi dla réwnania powierzchni o krzywiznie statej.

Pomysly wielkiego geometry norwegskiego Sophusa Lie,
ktdrego Swieza strate optakuje nauka !), wywieraly od lat dwu-
dziestu wplyw wielki na badanie rdwnan rézniczkowych z tego
punktu widzenia, jaki zajmuje nas w tej chwili. Teorya grup
przeksztalcen, jedna z najpigkniejszych kreacyj matematycznych
tego wieku, przyniosta nam element nieporéwnany do xlasyfikacyi,
albowiem pozwolila na przeprowadzenie rozlegiej syntezy, spro-
wadzajac do jednego Zrodia pojecia rozproszone, ktore zdawaly
sie by¢ zupelnie niezwigzanemi wzajemnie.

Powiedzialem byt przed chwila, ze nasze klasyfikacye z tru-
dnos$cia naginajg si¢ do ztozonosci przedmiotow. Pewne zagad-
nienia znajdujq si¢ w sptywie, w ktorym spotykaja sie dawne
Szkoly Monge'ai Ampére’a z nowg szkols, opierajacq sie
na nowoczesnej teoryi funkcyj. M on ge zcatkowal rownanie
powierzchni minimalnych i to jest jeden z tytuléw jego stawy.
Wzory jego przeksztalcit Weierstrass i wtedy ujawnil sie
zwiazek pomiedzy teorya funkcyj zmiennej urojonej a teorys
powierzchni minimalnych. Jedne zagadnienie zwlaszcza zywo
pobudza uwage naszg w tej teoryi: jest to zagadnienie Plateau'a,
odnoszace si¢ do powierzchni minimalnych, przechodzacych przez
kontur dany. Zagadnienie to rozwigzano dotad jedynie w trzech
przypadkach bardzo specyalnych; mniemam, ze pobudzajac ducha
wynalazczego analistdow, da ono jeszcze sposobno$é do poczy-
nienia waznych postepéw w Analizie ogolne;j.

5. Moéwitem dotad gtéwnie o réwnaniach o pochodnych cza-
stkowych. Teorya rownan rézniczkowych zwyczajnych jest bardziej
specyalng, zwlaszcza, ze niektorzy sa sktonni uwazaé jg za rozdziat
teoryi funkcyj analitycznych. Po uwagach, ktére wyzej uczy-

1) Patrz art. ,0 dzialalnodei naukewej Sophusa Lie'go®, przez K. Z o-
rawskiego, Wiadomo&ci matemat. t. IlI, str. 85—119. (Przyp. Red)
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nilem, nie mam potrzeby dodawaé, ze nie jestem tego zdania.
Pprzytoczylem juz rozne zagadnienia, ktdre bynajmniej nie
zawisty od teoryi' funkcyj analitycznych, a zacytuje jeszcze
rozciagniecie pomystéw Galois’a na réwnania rézniczkowe.
Mimo to, nie ulega watpliwosci, ze postepy teoryi funkcyj
analitycznych najpomys$lniej oddzialaly na rozwiniecie pewnych
punktéw teoryi réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Przypomne
tu tylko stawng rozprawe Puiseux’a o funkcyach algebraicz-
nych, w ktérej ten uczony, badajac z nowego punktu widzenia
najprostsze rownania rézniczkowe, t. j. kwadratury, odkry! zZrédto
peryodycznosci calek rozniczek algebraicznych. Nie mniej kla-
sycznemi sg badania Briota i Bouqueta; autorowie ci ba-
dajg okolicznosci osobliwe, ktére moga ujawni¢ si¢ w réwnaniu
rozniczkowem rzedu pierwszego, gdy spéiczynnik rézniczkowy
staje si¢ nieskoficzonym lub nieoznaczonym. Nalezaloby sie cofnaé
o pétstulecia, aby mo6dz nalezycie oceni€ te rozprawe, w ktérej
poraz pierwszy uwidoczniono rolg¢ punktéw osobliwych w badaniu
funkcyj; pojecia te sg dla nas dzi$ pospolitemi, lecz pamigtajmy
o tem, ze wiasnie prace Puiseux’aoraz Briota i Bouqueta
wykazaly wysoka ich uzyteczno$¢. Zdawaloby sig, Zze rozprawa
Briota i Bouqueta powinna byla sta¢ si¢ bezposrednim po-
czatkiem szeregu prac w tym samym Kkierunku, tymczasem upty-
nety lata, zanim prace te podjeto na nowo i uzupetniono. Pod
wplywem wykladéw Weierstrassa podjeto w Niemczech
badanie osobliwos$ci rownan rozniczkowych i mianowicie réwnan
rézniczkowych liniowych. Jest istotnie uderzajgcem, Ze Briot
i Bouquet, zbadawszy przypadek trudniejszy osobliwosci ro-
wnania nieliniowego, cho¢ ono byto rzedu pierwszego, nie pomy-
$leli o tem, aby zaja¢ si¢ rownaniami liniowemi; zaszczyt utwo-
rzenia teoryi tych rownan nalezy si¢ L. Fuchso wi. Znakomity
ten geometra niemiecki nie tylko sam wskazal niezmiernie wazne
zastosowania tej teoryi lecz i wywolal swemi pracami olbrzymia
liczbe poszukiwan. Rozprawami, napisanemi w ciagu lat trzydziestu
o teoryi rownan rézniczkowych liniowych, moznaby wypetni¢ cate
biblioteki. Nie moge tu ani mysle¢ o wymienieniu wam licznych
badanych dotad klas rownan. Pozostajac w dziedzinie ogoélnej,
przypomne tylko, ze badanie punktéw osobliwych przedstawia sig



202 E. Picard.

bardzo r6znie, stosownie do tego, E:zy punkt osobliwy jest re g u-
larnym, jak méwi L. Fuchs, czy tez ma cechy punktu
istotnie osobliwego. Ten drugi przypadek- jest daleko
trudniejszy. T h o m é utworzyt szeregi formalne, czyniace zadosé
rownaniu, ale nie zbiezne. Zauwazmy przy sposobnosci, ze
Briot i Bouquet pierwsi wykazali, iz réwnanie rézniczkowe
moze prowadzié¢ do szeregu w ogoéle rozbieznego; podaja oni przy-
kiad prosty, ktérem jest rOwnanie:

dy

z? Iy =ax + by ;

réwnaniu temu czyni zado$¢ szereg calkowity o promieniu zbiez-
noéci réwnym zeru. To drobne spostrzezenie zwrocito uwage na
fakt wielkiej waznoéci, napotykany bardzo czesto w zastosowa-
niach. W Mechanice analitycznej i w Mechanice nieba mamy
bardzo wiele rozwinie¢ formalnych, ktére sa rozpacza geometréw.
Dla réwnan liniowych, rozwiniecia te, jak to pokazal Poincar é,
maja pewne znaczenie, mianowicie, gdy idzie o przedstawienie
asymptotyczne calek. Z drugiej strony mozna i to niejednym
sposobem otrzymaé przedstawienie analityczne calek w otoczeniu
punktu osobliwego. Co sie za$ tyczy punktéw osobliwych nieregu-
larnych, to wspomne tu o badaniach H. von Kocha, ktory
potrafit wyzyskaé dla tej kwestyi s<cze$liwie wyniki badania nad
wyznacznikami rzedu nieskonczonego.

Wréémy do réwnan rzedu pierwszego. Briot i Bouquet
badali przedewszystkiem osobliwosci, redukujac rownania do typu

dy .
2 —r—==rxy)

w ktorym f jest funkcya hotomorficzng znikajaca dla x=0, y=0;
badania tych autoréw uzupetniono potem przez znalezienie formy
analitycznej calek w sasiedztwie punktu osobliwego. Przypadku
bardziej ztozonego, t. j. réwnania:

dy
e =f @y, (m>2)

xm
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po Briocie i Bouquecie azdo ostatnich czaséw nie badano.
Dopiero niedawno podjeli badanie to réwnoczesnie pp. Horn
i Bendixson. Autorowie ci postugujg sie¢.odpowiednio przy-
stosowana metoda przyblizen kolejnych, ktérej zasada jest naste-
pujaca. Przyjmijmy wyraznie, ze zmienna 2 pozostaje rzeczywista
i dazy do zera, przechodzac przez warto$ci dodatnie i potézmy:

f@y) =by+ F(xvy),

gdzie F nie zawiera wyrazu stopnia pierwszego wzgledem y, nie-
zaleznego od x. Jezeli cze$¢ rzeczywista ilosci b jest dodatnia,
réwnanie poprzedzajace ma nieskoriczenie wicle calek, dazacych
do zera wraz z zmienng x, a ma jedne tylko catke, jezeli czes¢
rzeczywista ilosci b jest ujemna. Te oba przypadki mozna trakto-
wag, tworzac przyblizenia kolejne:

d d’l g d n
w’”%=byl , w’"TCJj=by2+F(w,.'/. ),.-.,wm%=wn+F(x,y~—x) ;

otrzymujemy tym sposobem przedstawienie analityczne catek (albo
catki). Istnieje rozwiniecie

ax4agx* 4 ... Ffan2x" ...,

czynigce formalnie zadoé¢ rozwazanemu réwnaniu, ale pro-
mien jego zbieznoéci jest w ogoéle zerem. Jest to uogélnienie uwagi
Briotai Bouqueta. Mozemy jeszcze doda¢, ze pochodna
rzedu n-tego wszystkich tych catek dazy do 1.2...n.4a., gdy =
dazy do zera. Nadto, gdy istnieje nieskorniczenie wiele calek da-
zacych do zera rownoczesnie, wtedy wszystkie one daja sie
przedstawi¢ asymptotycznie przez to samo rozwinigcie; jest to
oczywiscie okoliczno$¢ niepomys$lna dla uzytku podobnego przed-
stawienia asymptotycznego. Opisane wyzej metody nadaja sie
do rozciagniecia i na uktad réwnan rézniczkowych.

Uczynie jeszcze jedne wazing uwage o rozpatrywanem przez
nas roOwnaniu: przypadek, w ktérym cze$¢ rzeczywista ilosci b jest
zel:em, usuwa sie zupelnie z pod wylozonej metody. Réwnanie
ma wtedy w ogole caiki, ktére nie dazg do zadnej granicy, gdy =
dazy do zera. Znajdujemy sie wtedy w tym prostym przykladzie
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wobec takich samych trudnosci, jakie napotykamy w wielu za-
gadnieniach Mechaniki analitycznej; naprézno dotad usitowano
stosowaé metode przyblizen kolejnych ciaglych; rozwiniecia, ktd-
rych prébowano, sa w ogdle rozbieznemi.

Jakkolwiek przeto pozostaja jeszcze wielkie trudnosci do
zwalczenia, uczyniono wszakze powazne postepy w badaniu catek
rownan nieliniowych w sasiedztwie punktéw osobliwych, wi-
docznych z samej postaci rownania rézniczkowego. Te to punkty
sa jedynemi, dla ktérych mozemy mieé calki w przypadku réwna-
nia liniowego; inaczej wszakze rzecz si¢ ma dla rownan nielinio-
wych. Poza punktami osobliwemi, ktére s pozornemi w ré-
wnaniu, moga by¢ inne zmienne od catki do catki. Réwnania
rzedu pierwszego nie przedstawialy pod tym wzgledem wielkich
trudnos$ci. W roéwnaniach rézniczkowych algebraicznych wszyst-
kie punkty osoObliwe, ktére nie sg pozornemi, moga by¢ tylko
punktami krytycznemi algebraicznemi. Proste przyktady
pokazuja, ze dla réwnan rzedu wyzszego niz pierwszy tak nie jest:
tu moga by¢ bowiem punkty istotnie osobliwe ruchome. Zwrocono
uwage na ten punkt, gdy na réwnania rézniczkowe rzedu drugiego
o punktach krytycznych statych usitowano rozciggnaé metody,
z powodzeniem stosowane do réwnan rzedu pierwszego, posiada-
jacych tez wiasno$¢, Trudnoé¢ ta istniala jeszcze zupelnie az do
chwili, w ktérej Painlevé poczynit wazne rozr6znienie i zwrdcit
uwage na fakt nieoczekiwany. Punkty osobliwe ruchome daja sie
podzieli¢ na dwie klasy: do pierwszej naleza punkty osobliwe alge-
braiczne lub przestepne, dla ktérych catka i jej pochodne przyjmuja
warto$¢ oznaczonag, skoriczona lub nieskonczong, do drugiej punkty
istotnie osobliwe. Painlevé wykazal, Ze w réwnaniach roz=
niczkowych algebraicznych przypadek, w ktérym punkty istotnie
osobliwe sa ruchomemi, jest przypadkiem wyjatkowym. Réwnania
przeto, o ktérych méwimy, dziela si¢ na dwie klasy: Kklasa ogodlna,
w ktorej catka ogélna nie ma punktéw istotnie osobliwych rucho-
mych i klasa osobliwa, Znaczenie tej klasyfikacyi jest bardzo wazne
w badaniu niektérych specyalnych klas réwnan rézniczkowych,

6. Zatrzymajmy sie specyalnie nad przypadkiem, w ktérym
zmienne i funkcye sa rzeczywistemi; jest to przypadek wazny dla
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zastosowan. Oznaczmy przez ¢ zmienng niezalezna, ktérg moze
by¢é — jezeli chcemy — czas. Dla badania iloSciowego funkcyj,
okre$lonych przez réwnania rézniczkowe, t.j. dla moznosci obli-
czania warto$ci tych funkcyj, pozadanem byltoby mieé takie ich
przedstawienia, ktore pozwalaja na obliczanie wartosci dla mozliwie
wielkiego przedziatu czasu. Istnieja do$¢ rozlegite klasy réwnan
rozniczkowych, ktérych postaé zapewnia nas juz z gory o istnieniu
rozwinieé, nadajacych sie dla wszelkich wartosci . Przypadek
bardzo prosty stanowia tu réwnania

Ay, .
W gty G=12...m)

w ktorych zaktadamy, ze funkcye f sa ciaglemi dla wszystkich
wartosci rzeczywistych i skoniczonych iloéci ¢ 1 y, oraz.ze wartoSci
df;
dy,
lej. Metoda Cauchy’ego albo metoda przyblizen kolejnych
daje na y, rozwinigcia, nadajace sie dla kazdej wartosci ¢.

Jezeli przyjmiemy, ze funkcye f sa analitycznemi i regularnemi
dla kazdej wartosci rzeczywistej skoficzonej lub nieskoriczone;j ilosci
tiy, wtedy mozna inng droga szuka¢ rozwini¢¢, nadajacych sig
dla kazdej wartosci czasu. Do$¢ wtedy, jak to czyni Poincaré,
pas bardzo maty plaszczyzny zmiennej ¢ (uwazanej chwilowo za
zmienng zespolong), rownolegly do osi rzeczywistej, przedstawic,
przy pomocy odwzorowania podobnego, na kole, potozonem
w plaszczyZnie zmiennej 2, lub — co na jedno wychodzi — potozyé:

bezwzgledne pochodnych sa mniejsze od pewnej liczby sta-

eatt’ — 1

z=e¢m‘+1 .

Mozna postapi¢ jeszcze inaczej, przypomniawszy sobie twierdzenie,
udowodnione przez Painlevégo, ze kazda funkcya holomor-
ficzna zmiennej rzeczywistej moze by¢ w pewnym przedziale
rozwinieta na szereg wielomianéw, ktérych spétczynniki zalezg
liniowo od wartoéci funkcyi i jej pochodnych dla wartosci szcze-
golnej t =1,.

S przypadki, w ktérych réwnanie nie nalezy do kategoryj
poprzednio rozwazanych, a w ktérych mimo to dla pewnych catek

Wiad. mat. TV. 1900. 15
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jestesmy pewni mozliwoéci rozwinigeia, nadajacego si¢ dla wszyst-
kich wartosci #.  Jako pierwszy przyktad podaje réwnania

dex 1 dy r
e —— ety == wF( ),

w ktorych a, b sg dwie statemi dodatniemi, f i F—szeregami holomor-
ficznemi wzgledem zmiennych — | x, ¥, nie zawierajacemi ani wy-

razéw stalych, ani tez wyrazéw stopnia pierwszego wzgledem x i y.
Latwo wykazaé, ze gdy dla wartodci ¢ =1{;, dostatecznie wielkiej,
wartos$ci poczatkowe sa dostatecznie mate, to odpowiednie catki
daza do zera dla {=o00. Przyklady takie sa, niestety, bardzo
rzadkie. Mozna zacytowa¢ jeszcze zagadnienia Mechaniki, w kté-
rych istnieje funkcya sil. -Wiadomo, ze -rbwnowaga jest stala
w sgsiedztwie potozenia, dla ktérego funkcya sit jest maximum; lecz
to twierdzenie klasyczne otrzymano przy pomocy badania p o-
Sredniego réwnan rozniczkowych. Toz samo zagadnienie
pokazuje nam odrazu, jak pozadanem byloby badanie bezpo-
$rednie i ile tu jeszcze trudnosci nalezy pokonaé. Zalézmy, ze
nie istnieje funkcya sil i ograniczmy si¢ na jednym punkcie mate-
ryalnym. Napiszmy réwnania:
d’z

d’y Y
W:m+by+“" Tﬁ—=ax+by—|—...,

gdzie strony drugie sa szeregami, postepujacemi wedlug poteg
zmiennych z,y,..., i zbieznemi dla dostatecznie matych wartosci
tych zmiennych. Czy punkt =0, y =0,... odpowiada poto-
Zzeniu réwnowagi stalej? Dzi$ nie potrafimy odpowiedzieé na to
pytanie. Niektdrzy mechanicy, byé moze, sg zdania, ze natura
rownowagi zalezy jedynie od wyrazéw stopnia pierwszego po
stronie drugiej. Nie miejmy o to do nich pretensyi, bo takisam btad
popelnit Lagrange; ale jest jasnem, ze redukujac réwnania
do ich czeéci liniowej, mozna otrzymacé rozwigzanie dla potozenia
stalego, ktdre przestaje byé rozwigzaniem, skoro przywrécimy wy-
razy rzedu wyzszego. ROwnania powyzsze przedstawiaja ciekawa
wlasnoéé, ktérag warto tu zaznaczy¢. Mozna szukaé ich calki
pierwszej, majacej posta¢:
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’ dx i
F@yoy,..)=C, (aﬁ:W’y’:Wy)

w ktorej I jest funkcya holomorficzng ilosci x, y, ', ¢’ . . ., zaczy-
najaca si¢ od wyrazow stopnia drugiego. Ot6z, znajdujemy
istotnie funkcye taka formalnie, ale otrzymany szereg nie jest
w ogoéle zbiezny. Dodaje jeszcze, ze.gdyby sila zalezata nietylko
od potozenia punktu lecz i od predkosci, t. j. gdyby w powyzszych
réwnaniach rézniczkowych strony drugie zalezaly jeszcze od
z',y ..., wtedy badanie funkcyi F nie datoby sie ogdlnie przepro-
wadzié, lecz byloby latwiej odpowiedzie¢ na pytanie, dotyczace
statosci réwnowagi.

Nie majgc Zadnego pojecia o wielkoSci przedzialu, w ktérym
funkcye, okreslone przez réwnania rézniczkowe, sg ciaglemi, mo-
zemy jednak otrzymywaé rozwinigcia, nadajace si¢ dla calego
przeciagu czasu, w ktérym funkcye te ciaglemi pozostaja. Wspo-
mniatem dopiero co, ze takie rozwiniecia mozna otrzymywaé przy
pomocy metody Klasycznej Cauchy’ego; jest to rezultat bardzo
ciekawy, ale niestety, ma on jedynie znaczenie teoretyczne, albo-
wiem wyprowadzenie z rozwinigé tych pewnych danych o obszarze,
w ktérym calki sg ciagtemi, jest rzecza trudna.

Istnieja bez watpienia przypadki, w ktérych pewne wlasnosci
pomocnicze réwnan rézniczkowych pozwalajg na otrzymywanie
wzmiankowanych danych o obszarach ciaglosci catek, WeZ’my na-
przyktad szes¢ réwnan klasycznych ruchu ciala statego zawieszo-
nego'w punkcie, w ktérych zachodzi szeé¢ funkcyj p, q, 7, a, o', a";
catka sit zywych oraz catka a? 4 a'? - o"? = const pozwalajg nam
wniesé, ze wymienione funkcye pozostaja skonczonemi dla wszel-
kich warto$ci czasu, i wtedy jesteSmy pewni, ze dla tego zagadnie-
nia metoda C auc hy’ego daje rozwiniecia, nadajace sie dla wszel-
kich wartoéci czasu.

7. Z kategorya zagadnien, o ktérych obecnie moéwimy,
wigzg sie prace Poincaré go o rozwiazaniach peryodycznych
i o rozwigzaniach asymptotycznych. Badanie rozwigzan peryo-
dycznych réwnania rézniczkowego jest wielce interesujgcem.
Znam malo przykltadéw, w ktérych moznaby znales¢ bezp o-
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Srednio rozwigzanie peryodyczne. W pracach o tym przed-
miocie Poincaré postepuje droga posrednig: korzysta
z obecnosci pewnej stalej bardzo malej w réwnaniach'i rozumuje
przy pomocy ciaglosci,  wyszediszy z rozwigzania peryodycznego
dla wartosci zero tej stdalej. Byloby pozadanem wniknigcie na
innej drodze w to badanie rozwiazan peryodycznych. Co sig tyczy
rozwigzan pojedynczo-asymptotycznych do pe-
wnego rozwigzania, to badanie ich wynika z prostych rozwinigé
analitycznych; ale istnienie w niektorych szczegdlnych przypad-
kach rozwigzan podwodjnie asymptotycznych, t. j.
rozwiazan asymptotycznych dla {=— oo do rozwigzania peryo-
dycznego i na nowo asymptotycznych dla ¢=-co do tegoz
rozwigzania, byto nadzwyczajnie utajone i odkrycie tych rozwiazan
wymagato powaznych wysitkoéw,

Badanie krzywych, okreslonych przez réwnania rézniczkowe,
jest przedewszystkiem badaniem jako$ciowem. WeZmy na po-
czatek rownanie stopnia pierwszego 1 rzedu pierwszego

w ktorem X i 17 sa wielomianami, zaleznemi od «iy; badanie
punktéw osobliwych ogélnych wyplywa z rezultatow, otrzyma-
nych przez Briota i Bouqueta. Punkty te nalezg do trzech
typéw, ktére Poincaré nazywa szyja (col), weziem
(noeud) i ogniskiem (foyer). Punktem osobliwym natury
juz bardziej skomplikowanej jest ten, ktéry Poincaré nazywa
$rodkiem (centre); ma on w ogéle ma wiele podobiefistwa
z ogniskami, lecz okolo niego w pewnych przypadkach catka
tworzy krzywa zamknieta. Mamy wtedy przyklad rozwigzan
peryodycznych, ktérych peryod zalezy od warunkéw poczatko-
wych. Najnowszemi pracami o punktach osobliwych krzywych
catkowych powyzszego rOwnania sa prace geometry szwedzkiego
Bendixsona, ktory udowodnit miedzy innemi, ze jezeli dla
tego rOwnania istnieje krzywa catkowa, idaca ku poczatkowi ze
styczng oznaczona, to wszystkie krzywe catkowe, idace ku po-
czatkowi, dojda tam ze stycznemi oznaczonemi.
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Badanie krzywych calkowych nie powinno ograniczaé sie do
sgsiedztwa punktéw osobliwych; nalezy stara¢ sie zdaé sobie
sprawe z ich postaci na calej ptaszczyznie lub tez na kuli (przy po-
mocy perspektywy). Pytamy, co nastapi, jezeli postepowaé bedziemy
po krzywej catkowej poprzedniego réwnania? Krzywa ta moze by¢
zamknieta w ten sposdb, ze dojdziemy do punktu wyjscia; moze
mieé¢ jedno z ognisk, jako punkt asymptotyczny; moze tez mieé,
jako krzywa asymptotyczna, krzywa zamknieta, czyniaca zreszta
zados¢ rownaniu rézniczkowemu. Te krzywe zamkniete, ktére
Poincaré nazywacyklami granicznemi (cycles limites),
odgrywaja role pierwszorzedna; w tych przypadkach, w ktérych
umiemy sobie zda¢ sprawe z ich polozenia, badanie réwnania
rézniczkowego daje sie¢ przeprowadzié¢ w zupetnosci.

Trudnosci sa znacznie wigksze dla rownania rzedu pierwszego
stopni wyzszych nad pierwszy. Badano punkty osobliwe ogdlne
tych réwnan i stosowano to badanie w zagadnieniach takich,
jak wyznaczenie linij krzywiznowych powierzchni, przechodzacych
przez punkt kolowy (ombilic). Badanie krzywych w calej ptasz-
czyZnie staje sie tu skomplikowanem, zwlaszcza skutkiem okolicz-
nosci, ktéra nie mogta mie¢ miejsca dla réwnan stopnia pierwszego;
moze si¢ zdarzy¢ mianowicie, ze krzywa calkowa pokrywa pole,
t. j. Zze moze si¢ zbliza¢, ile chcemy, do punktu dowolnego
w tem polu.

Skoro juz rdwnania rzedu pierwszego przedstawiaja tak po-
wazne trudnosci, to tembardziej badanie réwnan rzedéw wyzszych
dlugich jeszcze wymagaé bedzie wysilkow badaczy. Z punktu
widzenia analitycznego nalezy zaznaczy¢ tu nastepujaca wazna
okolicznosé. Gdy dla réwnan rzedu pierwszego mozna miec
korzy$¢ w pewnych przypadkach, jak np. w przypadku $rodkow,
z pewnych rozwinieé na szeregi, to w rownaniach stopni wyzszych,
przeciwnie, rozwinigcia analogiczne sg czysto-formalnemi. Widzie-
lismy juz przyklad tego wyzej, gdy byta mowa o stalosci réwno-
wagi, i mozna powiedzie¢, ze pytania, dotyczace niestatosci, sa
tatwiejsze do badania, niz pytania, odnoszace si¢ do statosci. Gdy
istnieje funkcya sit, rownowaga jest stata, jezeli dla tego polozenia
funkcya sit jest maximum. Co sig tyczy polozen rownowagi, dla
ktérych nie spelnia sie ten ostatni warunek, to uwazano je zawsze
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za niestate, lecz ta niestatos¢ nie byta udowodniona. P. Liapunow
uzasadnit ja w szczegdlnosci dla przypadku, ktéry mozna nazwaé
ogéinym, kiedy nieistnienie maximum funkcyi sit poznajemy przy
pomocy wyrazéw stopnia drugiego. ’

Przytocze jeden tylko przyklad, odnoszacy sie do krzywych
catkowych réwnania rzedu wyzszego niz pierwszy. Hadamard
badat niedawno linie geodezyjne powierzchni o krzywiznach prze-
ciwnych, o spéjnosci wielokrotnej i o ograniczonej liczbie powiok
nieskoriczonych. Dowi6dl on, ze styczne do linij geodezyjnych,
przechodzacych przez punkt powierzchni i pozostajacych w odle-
glosci skoniczonej, tworza mnogos$¢ doskonala nieciaglta. Rezultat
ten jest ciekawy z punktu widzenia rozmieszczenia linij geodezyj-
nych na powierzchni: istniejg linie geodezyjne, przyblizajace si¢ do
linii geodezyjnej zamknigtej oznaczonej. potem odsuwajace si¢ od
niej, zblizajace si¢ do innej, nastepnie przechodzace do trzeciej i tak
dalej nieograniczenie. J. Hadamard wykazuje dalej, Ze postaé
krzywych calkowych moze w niektérych przypadkach zaleze¢ od
pewnych wilasnos$ci natury nieciagtej, t. j. od wtasnoéci ary tm e-
tycznych stalych calkowania. Powiem tu, Ze w teoryi réwnan
rozniczkowych, jak i w innych jeszcze cze$ciach matematyki, bada-
nia przyjmuja charakter coraz bardziej arytmetyczny. Jest to t. zw.
arytmetyzacya matematyki, o ktérej niedawno pisat F. Klein,

W zarysie powyzszym, pozostajac w dziedzinie wlasnosci
ogdlnych i nie rozbierajac zadnej szczegétowej klasy réwnan, sta-
ralem sie narysowa¢ niejako karte geograficzng ogdlnikowa teoryi
réwnan rézniczkowych. Wiele drég jest otwartych i w rozmaitych
kierunkach; na wielu punktach postawiono zaledwie pytania, ale,
zdaje sie, ze postawiono je dobrze, i tu — co ma swoje znacze-
nie, — zdajemy sobie sprawe z natury trudnosci, ktére przezwy-
ciezyé nalezy Scisle przymierze pomiedzy rozmaitemi gateziami
nauki doprowadzi nas. do nowych postepéw. Dzi§ nie wolno
geometrowi — odkrywcy byé cztowiekiem jednego tylko stanowiska
i musimy by¢ przygotowani na wielkie komplikacye. Przywilej
ten nauki matematycznej dzieli¢ beda w przysztosci z innemi nau-
kami; miejmy wszakze nadzieje, ze zjawia¢ si¢ beda ludzie geniuszu,
ktorzy sprawia¢ nam beda ztudzenie prostoty, przynajmniej czasowe;j.
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III.

O teoryi funkcyj analitycznych i o pewnych funkcyach
specyalnych,

1. Teorya funkcyj analitycznych stata sie dzi$ wazng czescia
Analizy matematycznej. Rozwdj swoéj Swietny zawdziecza ona
odkryciu pewnych podan ogélnych, pomiedzy ktéremi pierwsze
miejsce nalezy sie twierdzeniom Cauchy’ego o calkach, wzie-
tych po obwodzie zamknigtym. Te prawa ogdlne funkcyj anali-
tycznych, zastosowane do funkcyj specyalnych, pozwalaja nieraz
na wyprowadzanie z wielkg tatwoscig gléwnych wtasnoéci tych
funkcyj. Stosowanie tych praw stanowi metode syntetyczna,
a wyniki, do ktérych doprowadzitby dlugi szereg przeksztalcen
rachunkowych, ujawniajg sie w niej niekiedy z oczywistoscia intui-
cyjna. Teorya funkcyj eliptycznych daje pod tym wzgledem przy-
ktad pamietny, w istocie, czyz nie jest rzecza prawie cudowna
otrzymarie jednem pociagnieciem pidra gtéwnych wiasnosci funkcy;j
podwdjnie peryodycznych przez proste catkowanie wzdluz réwno-
legtoboku peryodéw, jak to czyni Hermite? Nie mniej godnym
uwagi przykiadem metody syntetycznej w teoryi funkcyj jest spo-
séb, w jaki Riemann w swojej rozprawie inauguralnej stawia
1 rozwiazuje zagadnienie o catkach abelowych.

2. Nie jest juz dzi$ watpliwem, Ze G auss byl w posiadaniu
podstaw zasadniczych dzisiejszej teoryi funkcyj. Nie oglosit on
wprawdzie swych badan w tym przedmiocie; nie mozna atoli
wecale przypuszczaé, aby nie pojmowat ich doniostosci. Wierny swej
dewizie pauca sed matura, Gauss czekat zapewne chwili,
w ktorej bedzie mogt oddaé sie szczegdtowemu ich opracowaniu;
tymczasem oglosit swoje odkrycia Cauchy, i stal si¢ rzec mozna,
prawdziwym zalozycielem teoryi, ktéra miala odegra¢ tak wazna
role w przyszlosci, oczywiscie nie w formie dydaktycznej, jaka jej
nadal. Odkrywajac nowe drogi i bezustannie pracujagc, Cauchy
mato troszczyt si¢ o nadanie swym pomystom formy dosko-
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nalej. Sledzimy jego prace twércza w licznych publikacyach,
zwlaszcza przegladajac niezliczone noty w ,Comptes rendus*,
przedrukowane nastgpnie w wydaniu zupetnem dziet jego. W teo-
ryi, ktéra nas zajmuje, osobne miejsce nalezy si¢ pomystowi
zasadniczemu uogolnienia pojecia catki okre$lonej przez uwa-
zanie wartoSci urojonych zmiennej niezaleznej; pomyst ten stat
sig Zrédlem najpiekniejszych odkry¢, a wyrazenie funkcyi przez
catke, wzigta po obwodzie zamknietym, zachowa na zawsze nazwe
catki Cauchy’ego.

Punkt wyjscia Riemanna zbliza si¢ bardzo do punktu
wyjscia Cauchy’ego; jest to bardzo filozoficznie wziaé za pod-
stawe dwa roéwnania rownoczesne:

du dv A v

d Yy 3y T ox

i sprowadzi¢ tym sposobem teorye funkcyj zmiennej zespolonej do
badania dwu réwnan jednoczesnych o pochodnych czastkowych.
Przytem ujawniaja sie zwigzki pomiedzy tem badaniem a wieloma
zagadnieniami Fizyki matematycznej, jakiemi sa na przyk}ad ruch
stateczny plynéw po ptaszczyznie lub elektrycznosci na plycie
przewodzacej; wszystkie te zagadnienia nadaja sie do uogdlnienia,
jezeli zamiast zwyczajnej plaszczyzny (ziy) weZmiemy plasz-
czyzne wielokrotna Riemanna. Powyzsze dwa zwiazki pro-
wadzg do rownania Aw = 0, ktére obejmuje w sobie cata teorye
funkcyj zmiennej zespolonej. Pomiedzy rozmaitemi zagadnieniami,
odnoszacemi sie do tego r6wnania, najstawniejszem jest zagadnie-
nie o wyznaczeniu catki z jej wartosci, danych na obwodzie zam-
knietym. Zastosowanie innego rodzaju dotyczy Geometryi: jest
niem zagadnienie o kresleniu Kkart geograficznych, sprowadzajace
si¢ do zagadnienia 0 odwzorowaniu podobnem jedngj powierzchni
na drugiej.

Weierstrass zbudowal teorye funkcyj zmiennej zespo-
lonej na podstawie odmiennej, niz Cauchy i Riemann.
Punktem wyjScia w jego teoryi sa rozwiniecia na szeregi potegowe
catkowite; we Francyi uczynit to samo M éray, nie wiedzac nic
o wykiadach Weierstrassa. Po rozprawie z roku 1876,
w ktorej znakomity analista berlifiski dal poznaé szerszej publicz-
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noéci rezultaty, oddawna juz rozwijane w swych wykladach, ukazata
sig znaczna liczba prac, poswieconych teoryi funkcyj. Juz Cauchy
otrzymal byt wazne twierdzenia o rozwijaniu pewnych kategory:
funkcyj na sumy albo iloczyny nieskonczone. Lecz dopiero Weie r-
strass i jego uczniowie podjeli te pytania w calej ich ogoél-
nosci. Rozklad funkcyj catkowitych, t. j. funkcyj jednowartoscio-
wych i ciaglych w calej ptaszczyZnie, na czynniki pierwsze jest
jednem z najbardziej godnych podziwu twierdzen Analizy nowo-
czesnej; kazdy z tych czynnikéw pierwszych jest iloczynem czynnika
liniowego przez funkcye wykladnicza. Rozwiniecia funkcyj jedno-
warto$ciowych na sumy albo iloczyny nieskoriczone byty potem
przedmiotem wielkiej liczby prac, pomiedzy ktéremi nalezy wy-
mieni¢ zwlaszcza rozprawe Mittag-Lefflera, traktujacego
to zagadnienie w calej ogodlnej jego mozliwosci. Przypomne tez
rozprawe Run gego, ktorej przywrécity aktualno$é najswiezsze
badania, i w ktérej migdzy innemi udowodniono, Ze kazda funkcya
holomorficzna w obszarze spdjnym moze by¢ w tym obszarze
rozwinieta na szereg wielomianéw,

Cauchy i jego uczniowie francuscy, rozwijajac teorye
funkcyj jednowarto$ciowych, nie dotarli do badania tych punktéw

osobliwych, zwanych dzi§ istotnie osobliwemi, ktérych
1

przyktadem najprostszym jest punkt z = O dla funkcyi e?. Rozwa-
zanie czynnikdw pierwszych pozwolito Weierstrassowi
wykaza¢é, ze w sasiedztwie punktu istotnie osobliwego odosobnio-
nego funkcya jednowartoSciowa daje sie przedstawi¢ w postaci
ilorazu dwéch funkcyj jednowartoéciowych, nie majacych biegunéw
w sgsiedztwie tego punktu, Weierstrass wykazal, ze w sa-
siedztwie takiego punktu funkcya zbliza sie, ile chcemy, do wszel-
kiej warto$ci danej. Uzupetniono nastgpnie to twierdzenie, uda-
wadniajac, ze w sasiedztwie punktu istotnie osobliwego istotnego
funkcya przyjmuje nieskonczenie wiele razy kazda warto$¢ dana,
z jedynym mozliwym wyjatkiem dla dwu punktéw najwyzej.
Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ na rozwazaniu funkcyi, majace;j
posiadaé te wlasnosé, ktorej niemozliwos¢ chcemy wykaza¢; ta
funkcya jest funkcya modulows teoryi funkcyj eliptycznych, ale
jej punkty istotnie osobliwe nie sg odcsobnionemi. Z przytoczo-
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nego twierdzenia wyplywa jako wniosek, nastepujace podanie,
odnoszace si¢ do funkcyj catkowitych: ,jezeli dla funkcyi calko-
witej G (z) istnieja dwie wartosSci a i b takie, ze dwa réwnania
G (2)=a i G (z) =0 maja tylko ograniczong liczbe pierwiastkow,
funkcya @ (2) jest wielomianem.

Czyniono liczne usitowania w celu bezposredniego udowo-
dnienia twierdzen poprzedzajgcych, bez uciekania si¢ do pomocy
teoryi funkcyj eliptycznych. Co sie tyczy twierdzenia o funkcyach
catkowitych, to J. Hadamardowi udalo sie dowies¢, ze

m = o0

skoro funkcye catkowita przedstawia szereg 2 u.,x™, wtedy
m=0
« 1 . . . .
o < (1.2.. my’ gdzie a jest dodatnie. Niedawno E. Borel

dowiodt tego twierdzenia dla wszystkich funkcyj catkowitych
i znacznie je uogdlnit. '

Prace Hadamarda i Borela, ogloszone w kilku osta-
tnich latach, sg wielce godne uwagi. W pracach tych role Kkapi-
talng odgrywa wazne pojecie rodzaju funkeyi catkowitej,
wprowadzone przez LLaguerre’a. Pojecie to jest zwlaszcza
waznem z tego wzgledu, ze wiaZe sie cisle z rozmieszczeniem pier-
wiastkow funkcyj. Poincaré pierwszy zauwazyl byl, ze rodzaj
funkcyi calkowitej jest w zwiazku $cistym z rzedem wielkoSci jej
wartosci dla wielkich wartosci zmiennej. Hadamard szukat
granicy rodzaju przy pomocy spélczynnikéw rozwiniecia i do-

wi6dt, ze gdy spdteczynnik przy a” jest mniejszy od >
(1.2...m)*
wtedy funkcya jest rodzaju E, jezeli £+ 1 oznacza liczbe catko-

wita bezposrednio wyzszg od 4. Dowiddt on takze, ze gdy spot-

czynnik a, maleje szybciej niz gdzie & (m) jest

1

(&)
funkcya rosnaca nieograniczenie wraz z m, wtedy pierwiastek p-ty
ma modut wigkszy od (1 —e) @ (p!, gdzie e jest nieskonczenie
matem dla p=oco. Wyniki te zastosowat Hadamard w pigknej
pracy o rozmieszczeniu pierwiastkow stawnej funkcyi catkowitej,
ktora rozwaza Riemann. w swej rozprawie o liczbach pier-
wszych.
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E. Borel w pracy swej o zerach funkcyj calkowitych,
stara si¢ przedewszystkiem okazaé niemozliwoé¢ pewnych tozsa-
moéci. Niechaj u () oznacza funkcye dodatnia, rosngca nieogra-
niczenie wraz z r; niechaj G (z) bedzie funkcya calkowita, ktérej
modut maximum dla z = jest mniejszy od e+ ), H, (2) — funkcye
calkowita, ktorej modul maximum jest wiekszy od [u ()]'19, gdzie
a jest dodatnie; ot6z tozsamosé

Gy (2)+ G, (2) 0 b ..+ @y (2) 5,0 =0,

moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy wszystkie iloéci G sa zerami.
W szczegénosci dla w =2 tozsamo$é nie moze istnieé, gdy G,
jestiloscig stata, G, i G, sa wielomianami; jest to wta$nie powyzsze
twierdzenie dla funkcyj catkowitych.

Po tych twierdzeniach, odnoszacych si¢ do funkcyj holomor-
ficznych w calej ptaszczyzZnie, przejdZmy teraz do twierdzen o sze-
regach catkowitych, ktérych promien zbieznoéci jest skorficzony.
Szereg taki — jezeli uzyjemy wyrazenia Weierstrassa—
daje element funkcyi, w zalozeniu oczywiscie, Zze promien
zbiezno$ci nie jest zerem. Rozciagniecie analityczne takiego ele-
mentu odgrywa role gltdéwna w teoryi Weierstrassa; jest
w niej rzecza niezmiernie wazna mie¢ dane o punktach osobliwych
i o promieniu zbieznosci. Rozprawa Darboux’a o przyblizeniu
funkcyj bardzo wielkich liczb oraz nowe badania Hadamarda,
Borela i Fabry'ego doprowadzily do  wynikéw bardzo wa-
znych. Chce tu zaznaczy¢ tylko jeden wniosek, przewidziany juz
przez Pringsheima: kresem przeprowadzenia (coupure) dla
szeregu catkowitego jest w ogble obwod jego Kkota zbieznoci.
Wiadomo, ze Weierstrass pierwszy podal byl przykiad szeregu
catkowitego, ktory nie daje sie przeprowadzi¢ analitycznie poza
swoje koto zbieznosci, a przyktad ten pochodzit z teoryi funkcyj
eliptycznych. Jest prawdziwie osobliwem, ze dawniej napotykano
na trudnosci przy szukaniu przykiadéw na to, co dzi§ uwazaé na-
lezy za fakt najczesciej si¢ powtarzajacy.

Pomiedzy metodami, stosowanemi do badania szeregu, prze-
prowadzonego poza koto jego zbiezno$ci, dwie zwlaszcza odzna-
czaja sie pros‘ota. Pierwsza, uzyta przez E. Lindeld6fa, po-
lega na teoryi odwzorowania podobnego; druga spozytkowuje



216 E. Picard.

pojecie szeregu rozbieznego sumowalnego, wprowadzone
przez E. Borela. Zdaje sie, Ze pojecie to odegra wazng role
w rozmaitych kwestyach Analizy. W dwoéch slowach wskaze
jego zasade. Niechaj bedzie szereg

Uyt Wy Fyg . U

utworzmy funkcye ilosci a:

’U . a

w (@) = wy + v,

wyrazenie
(s3]
s=[u(a) e~ da ‘
)

moze mieé znaczenie nawet, gdy szereg pierwotny jest rozbiezny;
uwazamy je wtedy za granice szeregu. Stosujac to pojecie do

1
szeregu geometrycznego, przedstawiajacego funkcye - i po-

stugujac sie catka Cauch y’ego, dochodzimy do wyrazenia ana-
litycznego, ktére w wielu razach przedstawia funkcye w polu,
znajdujacem si¢ zewnatrz kota zbieznoSci.

Nie moge tu poda¢ chociazby najkrétszej wzmianki o wielce
waznych badaniach, poczynionych w ostatnich czasach nad prze-
prowadzaniem funkcyj analitycznych; zatrzymam sie tylko na
chwile nad twierdzeniem, ktére w tym czasie oglosit Mitta g-
Leffler. Uwazajmy wraz z znakomitym geometra szwedzkim
element funkcyi w jej kole zbieznoéci, a na kazdym promieniu
tego kota sledZmy bieg funkcyj, poki nie napotkamy punktu oso-
bliwego, ktéry moze by¢ zreszta w nieskonczonosci. Na kazdym
promieniu zatrzymajmy cze$¢ jego od Srodka az do pierwszego
punktu osobliwego; otrzymamy tym sposobem to, co Mittag-
Leffler nazywa gwiazd a, odpowiadajaca elementowi funk-
cyi. Otbéz mozna otrzymaé przedstawienie analityczne funkcyi
w calej gwieZdzie w postaci szeregu, ktorego wyrazami sa wielo-
miany ze zmienng & o spbétczynnikach liniowych wzgledem spét-
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czynnikdw rozwiniecia pierwotnego. Tym sposobem, jezeli dla
danego punktu mamy warto$¢ funkcyi analitycznej i wszystkich
jej pochodnych, to przy pomocy jedynie tych danych mozna juz
otrzymaé przedstawienie analityczne funkcyi w catej gwiezdzie.
Wynik ten powinien mie¢ pewng wazno$é dla teoryi réwnan
rozniczkowych; nalezy wszakze zauwazy¢, Ze w tym przypadku
metoda Cauchy’ego, jak juz miatlem o tem sposobno$é wspomniec.
prowadzi do wyniku réwnowaznego. I tak, szeregi wyzej uwa-
zane (str. 196) stanowia rozwiniecia, utrzymujace sie¢ dla calej
gwiazdy.

UwazaliSmy poprzednio element funkcyi, t.j. zakladaliSmy,
Ze szereg

a,+a,x+tax?4...Fanem+4 ...

ma promien zbieznosci rozny od zera. Jezeli ten szereg jest zbiezny
tylko dla =0, to nic nie przedstawia, i zdawaloby sie, Ze nie
mozna tu postawié zadnego zagadnienia. Tymczasem podaliémy po-
przednio przyktady réwnan rézniczkowych, ktére do takich wtasnie
rozwinig¢ prowadza; pochodna rzedu jakiegokolwiek m pewnych
calek w pewnym Kkacie 4, ktérego wierzcholek jest w poczatku,
dazydo 1.2...m.a, gdy z dazy do zera wewnsatrz kata A.
Warunki te, odnoszace si¢ do wartosci caltek, nie moga oczywiscie
wystarczaé¢ do wyznaczenia jednej tylko funkcyi w kacie 4 w bliz-
kosci poczatku, gdyz do pierwszej znalezionej funkcyi mozna

dodaé funkcye wyktadnicza postaci e (gdzie a jest odpowiednio
dobrane), ktérej wszystkie pochodne sg zerami dla z=0. Ale
stosujac metode sumowania szeregéw rozbieznych, Borel otrzy-
mat warunek dopetniajacy, ktory w znacznej liczbie przypadkow,
pozwala juz na otrzymanie jednej tylko funkcyi, okreslonej
przez powyzszy szereg rozbiezny.

3. Wszystkie wymienione przezemnie prace pokazuja, jaks
zywa dziatalno$¢ rozwineli w najnowszych czasach analisci w ba-
daniu ogdlnych wiasnoéci funkcyj analitycznych jednej zmienne;j.
Teorya ogoélna funkcyj wielu zmiennych postepuje mniej szybko:
kwestye, jakie si¢ tu nasuwaja, sa znacznie trudniejsze, tak same
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przez sig, jak iz powodu braku odpowiedniego przedstawienia
obrazowego. Bieg zmiennej zespolonej mozemy $ledzi¢ na plasz-
czyZnie; lecz majac dwie zmienne, znajdujemy sie juz w przestrzeni
czterowymiarowej, gdzie nadto rozmaite spéirzedne nie przedsta-
wiajg si¢ symetrycznie. Zamiast d wu rdéwnan, mamy teraz
cztery réwnania o pochodnych czastkowych, ktérym winny
czyni¢ zad o $¢ dwie funkcye o czterech zmiennych. Eliminacya
jednej z tych funkcyj prowadzi do uktadu czterech réwnan o po-
chodnych czastkowych dla funkcyi drugiej, zastepujgcego réwnanie
Laplace’a w przypadku funkcyi jednej zmiennej. Uktadu tego
nie badano dotad bezposrednio, jak to uczyniono dla réwnania
Laplace’a. Zdaje sig, ze dla tego uktadu nie moznaby postawié
Zadnego zagadnienia analogicznego do zagadnienia Dirichleta
i Rie manna: nie znajdujemy tu zadnej analogii pomiedzy przy-
padkiem jednej zmiennej a przypadkiem dwu zmiennych,

Z innego punktu widzenia, rozwiniecie Taylora funkcyi
o dwéch zmiennych stuzyé moze do okreSlenia elementu funkcyi,
lecz nie zachodzi tu nic analogicznego do kota zbieznoSci. Jakie sg
obszary zbieznosci dla takiego rozwinigcia? Nalezaloby rozwazaé
powierzchnie w nadprzestrzeni o czterech wymiarach; lecz nie
znajac zadnego pod tym wzgledem prawidta, ograniczamy si¢ na
rozwazaniu dwéch ko6t dostatecznie matych w plaszczyznach dwu
zmiennych, két, wewnatrz ktorych szereg jest zbiezny.

Nielicznemi sa twierdzenia ogélne o funkcyach analitycznych
dwu zmiennych zespolonych. Spostrzezenie cze¢sto uzyteczne
uczynit byt dawno Weierstrass; ma ono niejako na celu uwi-
docznienie w funkcyi 7 zmiennych, holomorficznej w blizkosci
xz;, =0,...,2,=0 i 7nikajgcej dla tych wartosci zmiennej, tej
czgéci funkeyi, ktora znika, Weierstrass wykazuje, ze w oko-
licy ¢y =, = ...=x, =0 funkcya daje si¢ przedstawi¢ jako
iloczyn dwu czynnikéw holomorficznych, z ktérych jeden nie znika
w poczatku spéirzednych, drugi za$ jest wielomianem zaleznym
od jednej ze zmiennych, Inne twierdzenie, ktérego dowdd jest
bardzo subtelny, zawdzigczamy Poincar é mu; ma ono na celu
uogoélnienie twierdzenia Weierstrassa, odnoszagcego si¢ do
funkcyj jednowartosciowych jednej zmiennej, majacych w odle-
glosci skoriczonej tylko bieguny i dajacych sie przedstawié¢ w po-
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staci ilorazu dwéch funkeyj catkowitych. Ot6z, wedlug twier-
dzenia Poincarégo, funkcya dwu zmiennych, majaca dla
wszystkich wartosci- skoniczonych zmiennej charakter funkcyi
wymiernej, daje si¢ przedstawi¢ w postaci ilorazu dwu funkcyj
catkowitych. Pigkne to twierdzenie uogélnit na innej zupelnie
drodze p. Cousin, rozciggajac je na funkcye o jakiejkolwiek
liczbie zmiennych.

Poincaré mu zawdzigczamy tez inny wynik bardzo ude-
rzajacy: méwie tu o rozciagnigciu na catki podwoéjne twierdzenia
zasadniczego C auc h y’ego, odnoszacego sie do catek pojedyn-
czych, wzigtych po obwodzie. Nietrudno okresli¢ catke podwdjna
funkcyi F'(x i y) dwu zmiennych zespolonych z i -

/ f F(z,y) da dy ,

rozciggnieta na kontynuum o dwu wymiarach, potozone w nad-
przestrzeni czterowymiarowej, odpowiadajacej dwém zmiennym
zespolonym. Jezeli to kontynuum jest zamkniete i jezeli daje sie
zredukowaé do linii lub do punktui jezeli przytem funkcya F'
pozostaje weciaz ciagla, wtedy catka jest zerem. Wynik ten po-
zwala na postawienie rozmaitych zagadnien. Jezeli F jest funkcya
ciagla, wtedy rozwazamy pozostato$ci (rezydua) calki po-
dwdjnej, pozostaloéci te wyrazaja sie przez peryody catek abe-
lowych zwyczajnych. Jezeli F' jest funkcya algebraiczng zmien-
nych x iy, wtedy nalezy rozwazaé peryody catki podwdjnej, co
otwiera przed nami rozlegle pole poszukiwan. Przekonywamy
sie¢ atoli predko, ze lubo utrzymuja si¢ tu pewne unalogie do
przypadku jednej zmiennej, to zato jest bardzo wiele przypadkéw,
w ktérych te analogie zupetnie znikajg. Calki, wzigte po obwodzie,
pozwolity C auch y’emu na wyznaczenie pierwiastkéw réwnania,
zawartych wewnatrz obwodu. Lecz w zagadnieniu odpowiedniem,
odnoszacem sie do liczby pierwiastkow wspélnych dwém réwnaniom
jednoczesnym, catki podwojne nie odgrywaja Zadnej roli; wystepuja
tu calki potrojne, rozciagniete na pewne kontynuum tréjwymiarowe.

Mowitem dopiero co o dysymetryi, ktéra z punktu widze-
nia rzeczywistego wystepuje w teoryi funkcyj dwéch zmiennych
zespolonych. Byloby rzecza interesujaca zbadaé, czy nie jest
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mozliwem uogoélnienie dwéch réwnan o pochodnych czastkowych,
nalezacych do teoryi funkcyj jednej zmiennej. Zagadnienie to jest
oczywiscie nieoznaczonem: wszystko zalezy od wtasno$ci réwnan,
na ktore skierowujemy nasza uwage. Mozna stanaé na stanowisku
takiem: znale§¢ wszystkie uktady réwnan o pochodnych czastko-
wych, odnoszace si¢ do m funkcyj % zmiennych niezaleznych
i takie, ze gdy w,, %g,...,U, Oraz v, v,,...,v, oznaczajag dwa
jakiekolwiek rozwigzania, to rozwiazania v, uwazane jako funkcye
rozwiazan u, czynia zado$¢ temu samemu ukladowi; wtasnos¢ taka
maja oczywiscie réwnania:
ou dv ou or

ox oy ' dy ox

Szukanie tych uktadéw uskuteczni¢é mozna metoda regularng
i wyplywa ono ze znajomoéci pewnych grup rzedu skonczonego;
i tak wszystkie uktady typu poprzedzajacego réwnan o pochod-
nych czgstkowych rzedu pierwszego daja sie otrzymacé przy po-
mocy grup liniowych i jednorodnych o » zmiennych. By¢ moze,
ze pomiedzy temi ukltadami sa takie, ktére przedstawiajq interes
szczegblny, i przy pomocy ktoérych moznaby zbudowac teorye
wiecej lub mniej analogiczna do teoryi funkcyj jednej zmiennej
zespolonej. Przypadek » =3 nie daje nic godnego uwagi. Dla
n =4 moznaby najprzéd wzia¢ grupe liniowa, dajaca poczatek
kwaternionom; grupie tej odpowiada uktad réwnan rézniczkowych,
przedstawiajacy by¢ moze pewien interes.

. Nie jest to wszakze jedyne uogdlnienie teoryi funkcyj jednej
zmiennej. Volterra szukat uogélnienia na innej drodze: mia-
nowicie, rozwazal on funkcye linij, co doprowadzilo go do cie-
kawycu zwigzkOw rézniczkowych i do pewnych zagadnien analo-
gicznych z zagadnieniem Dirichleta. Przysztos¢ pokaze, czy
te uogolnienia sg tylko ciekawostkami, czy tez mogq mie¢ pewne
znaczenie ogolne.

4. Porzuémy rozwazania ogdlne i zajmijmy si¢ niektéremi
funkcyami specyalnemi. Pomiedzy niemi najwigcej badano funkcye
algebraiczne jednej zmiennej. Puiseux w slawnej rozprawie
o funkcyach algebraicznych, zwrécil uwage na waznos$é rozwa-
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Zania zmiennej zespolonej. Dzi§ trudno przedstawi¢ sobie, ze
woéwcezas zdawalo sig dziwnem, iz V 'z i—V # mozna uwazaé za
dwie galezie tej samej funkcyi. W tejze rozprawie poraz pierwszy
wskazano zrédio peryodyczno$ci.”

Teorya funkcyj algebraicznych stata sie zbiornikiem, w kt6-
rym spotykaja sie najréznorodniejsz> pojecia: kazdy, stosownie
do upoduban, moze tu znalesé punkty widzenia, ktore przekiada
nad inne. W metodach Weierstrassa napotka charaktery-
zujace szkote tego badacza nadzwyczajng Scistos¢ oraz nieprzer-
wang dbato$¢ o to, aby do teoryi funkcyj nie wprowadzaé zadnych
obcych rozwazan, chociazby to miato sta¢ si¢ kosztem wywodow
dtugich i nuzacych.. Kto lubi jezyk i formy rozumowania geome-
tryi analitycznej, pdjdzic za Brillem i N6therem w ich
teoryi tak plodnej grup punktowych. Szukajacy wreszcie szero-
kich widnokregéw z zadowoleniem czyta¢ bedzie Riemanna,
ktory przy pomocy swojego pieknego pomystu powierzchni, nosza-
cej dzis jego imie, unaocznia wprost najdelikatniejsze punkty teoryi.
Lecz byloby pogladem ciasnym chcieé uwazaé piekny pomyst Rie-
manna jedynie za metode upraszczajaca. Dla Riemanna
punktem zasadniczym jest pojecie a priori powierzchni spéjnej,
utworzonej z ograniczonej liczby liSci, oraz fakt, ze takiej powierz-
chni, wzietej w calejjej ogblnosci, odpowiada pewna klasa krzywych
algebraicznych. Co wiecej, mozna rozwazaé powierzchnie Rie-
manna i o nieskoniczonej liczbie lisci, a prace Poincarégo
pokazaly uzytek takich powierzchni w badaniu funkcyj niejedno-
postaciowych, ‘Wiemy takze, jak wazne znaczenie miato dla
Riemanna zagadnienie o odwzorowaniu podobnem. Przy-
padek odwzorowania podobnego pdl o wielokrotnej spdjnosci
bajal w pieknej rozprawie Schottky, ktéry ukazuje sie w niej
jako uczen Weierstrassa, nawigzujacy swoje badania spo-
sobem naturalnym do pomystéw Riemanna, W polu ptaskiem
o0 o otworach, o dwéch stronach wierzchniej i spodniej, odpowiada
krzywa algebraiczna rodzaju g; pytanie przeto o odwzorowaniu
podobnem dwéch pél sprowadza sig¢ do odpowiedniosci pomigdzy
punktami dwu krzywych algebraicznych.

'Z krzywemi algebraicznemi wiaza si¢ funkcye jednej zmien-
nej, wielce godne uwagi; sa to funkcye, ktére Poincaré nazywa

Wiad. mat. IV. 1900. 16
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funkcyami Fuchsa, Klein za$ oznacza nazwg funk-
cyj automorficznych. Dla krzywych rodzajéw zero
i jeden mozna ich spbirzedne wyrazi¢ przez funkcye jednowar-
tosciowe jednego parametru, meromorficzne w calej ptaszczyznie
(funkcye wymierne i funkcye podwdjnie peryodyczne). Otéz
powstalo, naturalnie, pytanie, dotyczace przedstawienia parametro-
wego przez funkcye jednowartosciowe dla krzywych rodzaju
wyzszego niz jeden. Czyniono prawdopodobnie rézne usifo-
wania w celu otrzymania szukanego wyrazenia przy pomocy
funkcyj przestgpnych, majacych bieguny tylko w odlegtoéci skori-
czonej. Usitlowania te —rozumiemy to dzi§ dobrze — musialy
pozostaé bezskutecznemi, gdyz mozna dowies¢, iz pomiedzy dwie-
ma funkcyami jednowartoSciowemi w sasiedztwie punktu, ktéry
dla kazdej z nich jest punktem istotnie osobliwym, nie moze
istnie¢ zwigzek algebraiczny rodzaju wyzszego niz jeden. Stad
wynika, ze funkcye przestepne, mogace znale$¢ zastosowanie
w zagadnieniu, o ktérem mowa, sg natury daleko bardziej skom-
plikowanej. Jedne z nich maja za kres okrag kola, poza ktory nie
moga by¢ przeprowadzone analitycznie; inne sa okre$lone dla calej
plaszczyzny, ale na pewnym okregu kofa maja nieskonczenie wiele
punktéw istotnie osobliwych, tworzacych, wedlug terminologii
G. Cantora, mnogo$ doskonala, ktora nie jest ciagta. Sltawne
rozprawy Poincarégo o funkcyach Fuchsa i pigkne ba-
dania Kleina o tymze przedmiocie stanowia jeden z najpiekniej-
szych rozdzialéw teoryi funkcyj, jakie napisano w ostatnich latach
dwudziestu. Funkcye automorficzne stanowia wielce rozlegte
i wazne uogoélnienie funkcyj modutowych, badanych przez Her-
mite’a w teoryi funkcyj eliptycznych, oraz funkcyj, rozwazanych
przez Schwarza przy odwrdceniu stosunku dwdch rozwigzan
rébwnania hypergeometrycznego. Z drugiej strony cata ta teorya
jest Scisle zwiagzana z teoryg réwnan rézniczkowych liniowych;
jednym z najbardziej uderzajacych rezultatéw, otrzymanych przez
Poincarégo, jest ten, ze przy pomocy funkcyj przestepnych,
analogicznych do funkcyj Fuchsa, mozna catkowaé réwna-
nia rézniczkowe liniowe o spéiczynnikach algebraicznych, maja-
cych tylko punkty osobliwe regularne (w znaczeniu, przyjetem
przez Fuchsa). Pomiedzy funkcyami przestepnemi, wigZgcemi
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sie z funkcyami algebraicznemi, wymieniamy jeszcze catki funkcyj
z mnoznikami (fonctions a multiplicateurs) ktdre badat szczegotowc
Appell. Sa to funkcye, ktore na powierzchni Riemanna
maja tylko bieguny albo punkty osobliwe logarytmowe i ktérych
rézne gatezie wyprowadzaja sie z jednej z pomiedzy nich za po-
moca podstawien postaci (u, au -} b). Sa to funkcye, uogélniajace
calki abelowe, dla ktérych-ilosci @ sa réwne jednosci. Appell
doszed! do pieknego wyniku, ze funkcye te wystepujg w badaniu
spdlczynnikéw funkcyj abelowych dwéch zmiennych wtedy, gdy
rozwijamy je na szeregi trygonometryczne. Szukano takze przy-
padkéw, w ktorych odwrocenie catki funkcyj z mnoznikami pro-
wadzi do funkcyi jednowartoSciowej. Wynik byt ujemny, to
znaczy, ze w tym przypadku krzywa algebraiczna jest koniecznie
rodzaju O albo 1, a funkcya jednowarto$ciowa sprowadza si¢ do
funkcyj przestepnych znanych.

5. Roéwnania roézniczkowe sg niewyczerpana kopalnig funk-
cyj specyalnych. I tak réwnania liniowe doprowadzity do funkcyj,
majacych dobrze okreslone wilasnosci. Co sie tyczy réwnan nie-
liniowych, to Fuchs pierwszy zwrdcit uwage na ré6wnania alge-
braiczne rzedu pierwszego o punktach krytycznych statychi po-
kazal, w jaki spos¢b mozna poznaé, kiedy ten przypadek zachodzi.
Nastepnie Poincaré wykazat, ze przypadek ten daje sig spro-
wadzi¢ do kwadratur albo do rownan Riccati'ego. Painlevé
rozwinal te wyniki, rozwazajac réwnania rzedu pierwszego, kté-
rych calki majg tylko skoniczong liczbe wartosci wokolo ogétu
punktéw krytycznych ruchomych. Jednym z wnioskéw tej teoryi
jest ten, Ze calka z zaloZenia przestepna kazdego rownania alge-
braicznego, czynigca zado$¢ poprzedzajacemu warunkowi, jest
funkcys algebraiczng calki rownania Ricca ti’ego, ktérego spot-
czynniki zalezg algebraicznie od spéiczynnikéw réwnania danego.
Mozna postawié podobne zagadnienia dla réwnan rézniczkowych
algebraicznych rzedu wyzszego nad pierwszy. Ale wtedy powstajq
powazne trudnosci. Jedna z nich wiaZe sig z faktem nastepuja-
cym: wtedy gdy kazde przeksztalcenie dwujednoznaczne krzywej
algebraicznej na samg siebie (z osobliwos§ciami odosobnionemi)
jest koniecznie dwuwymiernem, to przeciwnie zdarzy¢ sie moze,
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iz przeksztalcenie dwujednoznaczne powierzchni algebraicznej na
sama ‘siebie nie jest dwuwymiernem. Inna, nie mniej powazna,
trudno$¢ wynika z mozliwego istnienia osobliwosci istotnych ru-
chomych. Poprzednio wspomniatem juz o rozréznieniu, jakie pod
tym wzgledem czyni Painlevé pomiedzy klasa ogélna réwnan,
nie ‘posiadajgcych takich punktéw, a klasa osobliwa.

Przy usitowaniach rozciagniecia 'na réwnania rzedu 2-go
o punktach krytycznych statych metody, ktéra Poincaré sto-
sowal z powodzeniem do réwnan rzedu pierwszego, majacych te
wlasnoéé, napotkano odrazu pierwsza ze wspomnianych wyzej
trudnosci. Jedynie w przypadku, w ktérym zaktadamy, ze calka
ogdlna réwnania zalezy algebraicznie od dwéch statych catko-
wania, mozna prowadzi¢ dalej badanie bez wielkich trudnosci;
wtedy wszakze dochodzimy do funkeyj przestepnych juz znanych,
Painlevé zbadat catkowicie inne- przytrafi¢ sie mogace przy-
padki: catka ogélna moze by¢ takze funkcya algebraiczna jednej
ze statych, albo wreszcie zalezy¢ sposobem przestepnym od dwéch
statych (bez wzgledu na to, jak je obierzemy). Ostatni jedynie
przypadek nie da si¢ przywiesé do funkcyj przestepnych klasycz-
nych, t.j. do kwadratur i do réwnan liniowych. Ten przypadek
zreszta faktycznie zachodzi, i Painlevé utworzyl wyraznie
wszystkie rownania rzedu 2-go postaci

v'=R(y,y,x),

gdzie R jest funkcya wymierng wzgledem y’, algebraiczng wzgle-
dem y i analityczng wzgledem x. Dajg sie one sprowadzi¢ do
dwunastu typéw kanonicznych bardzo prostych. Wskaze tu
tylko dwa takie réwnania, dla ktérych catka ogdlna jest jedno-
znaczna:

Y'=0y"+z ; y'=20+ay+a
(a stata liczbowa).
Calka ogdélna jednego i drugiego réwnania jest funkcys jednowar-

tosciowa i meromorficzng zmiennej x w catej ptaszczyznie, i catka
ta jest funkcya przestepng istotnie nowa. Te przyktady pokazuja,
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jak daleko doprowadzit Painlevé swoje gtebokie poszuki-
wanie,

Co do réwnan rzedu trzeciego, to wspomne tylko, ze ich
catka ogélna moze mie¢ linie punktéw osobliwych istotnych.
Latwo otrzymacé na to przyktady, rozwazajac réwnanie réznicz-
kowe algebraiczne rzedu 3-go, ktéremu czyni zados¢ funkcya
automorficzna jednej zmienne;.

6. Dziedzina funkcyj specyalnych wigkszej liczby zmiennych,
dotychczas w pewnej mierze zbadanych, jest doé¢ ograniczona.
Teorya funkcyj abelowych byta przedmiotem licznych prac kla-
sycznych, nad ktéremi zatrzymywaé si¢ nie mam potrzeby; roz-
prawy Riemanna i Weierstrassa, badania Hermite'a
nad przeksztalceniem funkcyj abelowych znane sa wszystkim.
Po przeprowadzeniu badan nad funkcyami Fuchsa jednej
zmiennej, byto wskazanem, oczywiscie, szukanie podobnych funkcyj
przestepnych w przypadku dwu zmiennych; nalezato tu najprzéd
zapytaé, czy istnieja grupy nieciagte, zawarte w grupie linio-
wej o dwéch zmiennych

(4, . a'u+ bvd-¢ a'"u~ Lo+ ¢ )
s avtbvtc¢ ' au—dbv4¢ |-

Nasunat sie jedyny i bardzo uzyteczny przykiad takiej grupy,
mianowicie grupy o czterech peryodach, ale nie udato si¢ na-
potka¢ zadnego przykiadu analogicznego do grupy modutowe;j.
I pod tym wzgledem nie mozna byto niczego oczekiwac od teoryi
funkcyj abelowych, przynajmniej w jej postaci klasycznej. Czemby
mozna tu zastapi¢ warunek, stosowany do podstawien grupy
fuchsowej, mianowicie warunek zachowania pewnego kota? Ba-
danie form kwadratowych tréjkowych z nieoznaczonemi sprzezo-
nemi pozwolifo utworzy¢ wielka liczbe szukanych przykladow.
Hermite dawno juz wykazat byl waznos$¢ z punktu widzenia
arytmetycznego form Kkwadratowych dwdjkowych z nieoznaczo-
nemi sprzezonemi; formy trojkowe nieokreSlone prowadzity do
licznych grup postaci wyzej wypisanej, niecigglych wewnatrz pe-
wnej nadpowierzchni w przestrzeni o czterech wymiarach. Po-
wierzchnia ta zastepuje okrag kota teoryi grup fuchsowych. Grupy
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typu poprzedniego nazwano hyperfuchsowemi. Rozumiemy,
Ze badanie ich ogdlne, podobnie jak dla grup fuchsowych, stanowi
jedynie problemat natury algebraicznej; lecz poniewaz nie dopisuje
tu zadne przedstawienie geometryczne, wigc wszelkie badanie
bezposrednie byloby tak nuzacem, zZe w istocie rzeczy prak-
tycznie niewykonalnem. Zreszta przyklady, dostarczone przez
rozwazania arytmetyczne, sg nadzwyczaj cennemi. Grupom hyper-
fuchsowym odpowiadaja funkcye jednowarto$ciowe, pozostajace
niezmiennemi przy stosowaniu podstawien grupy.

Przyktadéw funkcyj hyperfuchsowych innej natury dostar-
czy¢ moga szeregi hypergeometryczne o dwu zmiennych. Taki
szereg, jako tunkcya zmiennych x,y, zalezna od czterech para-
metréw dowolnych 4, u, by, b, czyni zado$¢ ukladowi trzech
réwnan liniowych o pochodnych czastkowych rzedu drugiego,
majacemu trzy rozwigzania wspélne liniowo — niezalezne. Jezeli
oznaczymy te rozwigzania przez wy, w,, w;, to bedzie mozna za-
pytaé, w jakich przypadkach ilorazy

) Wy

=1 ,
W Wy

—_—

daja na z i y funkcye jednowarto$ciowe zmiennych u i v. Warunki
sg bardzo proste: jezeli weZmiemy dwa ktorekolwiek z pomiedzy
czterech parametréow 4, u, by, by, to réznica A+ b, — 1 powinna
by¢ odwrotnoscia liczby calkowitej dodatniej; i podobnie: jezeli
wezmiemy trzy ktérekolwiek z pomiedzy tych parametr6w np.
Ayp. by, to réinica 2—A1—pu—>b, powinna tez byé réwna
odwrotno$ci liczby catkowitej dodatniej, Wymienie¢ przykiad
A=pu=0>b =b, =3/, dla ktérego wieloScian zasadniczy grupy
znajduje si¢ catkowicie w e w n g trz nadpowierzchni granicznej.

Mozna uogdélni¢ funkcye fuchsowe; rozwazajac grupy nie-
ciggle, odmienne od grup hyperfuchsowych. Podstawienie dwu-
wymierne pomiedzy dwiema zmiennemi w i v nie jest koniecznie
liniowem, i bytoby zadaniem ciekawem, lubo trudnem, utworzenie
wszystkich grup nieciaglych przynajmniej w pewnej dzielnicy
nadprzestrzeni (u, v) podstawiei dwuwymiernych. Poza grupami
liniowemi (hyperfuchsowemi) rozwazano dotad jedynie grupy,
utworzone z podstawien postaci:
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(u aw—+b av+ o
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i z podstawieni, w ktorych w zastapiono funkcys liniowa zmiennej
v, i odwrotnie. Sa to grupy hyperabelow e, nalezagce oczy-
wiécie do typdw podstawienn kwadratowych; mamy w tym razie
dwa obszary, stanowigce ograniczenie. Bez watpienia w bardzo
rozleglej dziedzinie grup nieciagtych podstawien dwuwymiernych
i odpowiadajacych im funkcyj (o ile istnieja, jak w przypadku
funkcyj hyperfuchsowych i hyperabelowych) pozostaje do uczy-
nienia w przysztosci niejedno jeszcze wazne odkrycie.

7. Wspomnielismy wyzej o $wietnym rozwoju teoryi funk-
cyj algebraicznych jednej zmiennej; w dziedzinie dwu zmiennych
atoli postep byt znacznie powolniejszy. Jest to przedmiot, bedacy
obecnie w pelni opracowania i badany ze stron rozmaitych.
Clebsch ze stanowiska geometryi analitycznej wypowiedziat
pierwszy, ze dla powierzchni algebraicznej stopnia m-tego pewne
powierzchnie rzedu m — 4 powinny odgrywaé te sama role, jaka
majg krzywe dotgczone rzedu m — 3 dla krzywej algebraicznej
stopnia m. Badanie tych powierzchni rzedu s — 4 podjal Noe-
ther w bardzo waznej rozprawie. Z punktu widzenia teoryi
funkcyj Zrédto tych powierzchni jest nastepujace: Jezeli szukamy
catek :

j'fR @9, 0 d dy | (/ (@ ,2) =0

pozostajacych zawsze skoriczonemi, calek, ktére nazywamy p o-
dwoéjnemi gatunku pierwszego, znajdujemy, Ze sg
one postaci:

e,

gdzie ¢ jest wielomianem rzedu m — 4. Liczba p, tych wielo-
miandéw liniowo-niezaleznych stanowi rodzaj geometryczny
powierzchni; liczba taka jest oczywiscie niezmiennikiem. Do tej
pory mamy jeszcze zupelng analogie z teorya krzywych: istniejg
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catki podwojne gatunku pierwszego, podobnie jak istnieja calki
abelowe gatunku plerwszego. Lecz otéZ ujawnia sie¢ pierwsza
réznica. Idzie o wyznaczenie liczby statych dowolnych, zacho-
dzacych w wielomianach @ rzedu m — 4, tak odniesionych do
punktéw wielokrotnych powierzchni, aby catka pozostata skoni-
czona. Mozemy znales¢ wzoér dokladny na liczbe tych warunkow,
ale jedynie dla wielomianu stopnia dostatecznie wysokiego N
jezeli przeto we wzorze rzeczonym uczynimy N=m —4, zajs¢
moze ta okolicznosé, iz znajdziemy liczbe rézna od p,. Oznaczamy
te nowa liczbe, ktéra daje wzér wspomniany przez pa., i nazywamy
jarodzajem liczbowym powierzchni. Przypadkiem naj-
ogélniejszym jest ten, w ktérym p, = p,; jezeli ta réwno$¢ nie za-
chodzi, mamy wtedy p, <7 py i powierzchnia nazywa sig¢ niere-
gularna; zowiemy jaregularnyg, gdyp.=p,. Cayley
pierwszy zwrécit uwage na te ciekawa okoliczno$é. Zeuthen
i Noether wykazali nastepnie niezmiennos¢ liczby j, gdy ta
nie réwna si¢ p,. Powierzchnie prostoliniowe dajg przykiad po-
wierzchni nieregularnych; jezeli = oznacza rodzaj dowolnego prze-
ciecia plaskiego tych powierzchni, mamy p, = —=x, p, =0.

Dla danej powierzchni mamy wielomiany dotaczone wszel-
kiego rzedu. Mozna je latwo okresli¢ z punktu widzenia prze-
stepnego. Jezeli powierzchnia ma potozenie dowolne wzgledem
osi, wielomian P (z, y, 2) bedzie dolaczonym, jezeli catka

“ ‘P(z,y, 2) dx dy
' (2

pozostaje skoriczong w odlegtoéci skonczonej; powierzchnia P=0
jest powierzchnig dotaczona. Enriques podal godng uwagi
interpretacye geometryczng réznicy p, — p». Powierzchnie dota-
czone rzegdu m — 4 +r wycinajg na przegroju plaskim, oznaczo-
nym ale zresztg dowolnym, szereg liniowy grup punktéw, ktéry
moze nie by¢ zupelny, jezeli liczba r jest do$¢ mafa. Niechaj w
oznacza niedomiar tego szeregu liniowego odnos$nie do sze-
regu zupelnego; mamy wtedy:

Pg—Pn = ler ’
r=
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gdzie suma po stronie drugiej zawiera ograniczong liczbe wyrazéw,
gdyz iloéci w sa z pewnoS$cig zerami, poczawszy od pewnej dosta-
tecznie wielkiej wartosci . Wz6r ten jest zasadniczym w badaniu
rodzaju liczbowego.

Moéwilismy wyzej o calkach podwojnych gatunku pierwszego,
odnoszacych sie do danej powierzchni. Mozna tez rozwinaé teorye
catek podwodjnych gatunku drugiego, ktéorych definicya
jest nastepujaca: Sa to calki, stajace sie¢ nieskonczonemi, podobnie

jak catka:
U oV
/f( w T dy )d:cdy,

gdzie U, V'sa funkcyami wymiernemi zmiennych x, y, 2, zwiazanych
réwnaniem f (z,y, 2) = 0. Liczba calek gatunku drugiego réznych,
t. j. catek, ktorych zadna kombinacya liniowa nie jest postaci
powyzszej, jest skonczona; jest to niezmiennik powierzchni. Lecz
gdy dla linij krzywych liczba réznych catek abelowych gatunku
drugiego byla réwna 2 p, to tu nowy niezmiennik klasy powierz-
¢hni algebraicznych zdaje si¢ nie byé zwigzany z rodzajem, ani
geometrycznym ani liczbowym.

Rozwazanie calek podwdjnych nie jest jedynem w teoiyi,
o ktoérej méwimy. Mozna takze rozwazaé calki rozniczek zupet-
nych postaci:

fr<x,y,z>dx+ Q (@,y,2) dy,

gdzie funkcye Pi @ sa wymiernemi wzgledem &,y, z; i tu mozna
moéwié o catkach gatunku pierwszego i drugiego. Lecz tu takie
catki nie istnieja w ogélnosci, t. j. dla powierzchni wzigtej dowolnie:
zbadanie, czy dla danej powierzchni poza funkcyami wymierneni
istniejg catki gatunku drugiego, stanowi pytanie bardzo subtelne.

' I pytania, dotyczace spojnosci, sa wielce wazZnemi w teoryi
funkcyj algebraicznych dwu zmiennych niezaleznych, ale tu po-
czyni¢ nalezy pewne zastrzezenia konieczne. Dla danej oznaczonej
powierzchni, postepujac wedtug metody Scisle okreslonej, mozna
otrzyma¢é dwie liczby, odpowiadajace spojnosci liniowej i spojnosci
dwuwymiarowej; pierwsza z nich p, jest prawdziwym niezmienni-
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kiem dla kazdego przeksztalcenia dwuwymiernego, gdy na druga
P, moze wplywaé obecnoé¢ punktéw zasadniczych odpowiednio$ci
dwuwymiernej. Wielce ciekawym jest rezultat, ze liczba p, — 1
przedstawia liczbg odnoszacych sie do powierzchni réznych calek
gatunku drugiego rdézniczek zupelnych. Dla powierzchni, obranej
dowolnie, nie ma catki gatunku drugiego i jest p, = 1.

Widzimy tedy, Ze w badaniu powierzchni algebraicznej znaj-
dujemy punkty widzenia tak geometryi analitycznej, jak i teoryi
funkcyj oraz geometryi potozenia, ale nie nalezy dowierzaé ana-
logiom z teoryg krzywych. W tej nowej dziedzinie wszystko -
przedstawia sie nam w sposéb bardziej skomplikowany.

Oto jeszcze jeden przyklad tej komplikacyi. Krzywe rodzaju
zero tworzg klase bardzo ograniczong krzywych jednobieznych;
przeciwnie powierzchnie, ktérych rodzaj geometryczny p, = 0, sa
nadzwyczajnie rozmaite, tak ze w tym razie mozna wprowadzi¢
nowy niezmiennik, odkryty przez Enriquesa i nazwany przez
niego dwurodzajem (bigenre). Mozna ten niezmiennik okresli¢
tatwo dla przypadku, w ktérym powierzchnia f stopnia m-tego ma
tylko jedne linie podwojna. W tym celu rozwazamy uktad po-
wierzchni rzedu 2m — 8 (nie skladajacy sie z powierzchni f i z po-
wierzchni rzedu 1 — 8), majacy jako linie podwéjng krzywsa po-
dwojng powierzchni f; dwurodzaj P jest wymiarem tego ukladu
powiekszonym o jednoé¢. Pojecie to pozwolito p. Castelnuovo
wyprowadzi¢ twierdzenie niezmiernie interesujace. Idzie o po-
danie warunkéw koniecznych i dostatecznych na to, aby po-
wierzchnia byta jednobiezng. Moznaby mniemaé, ze warunki te
bedaq bardzo skomplikowane i nie dadzg sie¢ wyrazi¢ w formie
prostej. Tymczasem rzecz ma sig¢ zupelnie inaczej: warunki te
bowiem sprowadzaja si¢ do dwu réwnan p, =0, P=0. Nie
moge dluzej zatrzymywad sie nad tym przedmiotem i wymieniam
tylko piekng rozprawe¢ Humberta o powierzchniach hyper-
eliptycznych, stanowiacych ciekawy przyklad powierzchni niere-
gularnych, dla ktérych p, = — 1, p, = 1.

8. Skoniczylem, panowie, md4j pobiezny rzut oka na kilka
galezi nauki matematyczne;j. Mogliscie niejednokrotnie spostrzedz
moje zaklopotanie, gdym stosujac si¢ do koniecznych warunkow
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niniejszego wykladu, usifowat klasyfikowac¢ niektére teorye. W sa-
mej rzeczy, wzajemne przenikanie sie rozmaitych gatezi nauki jest
dzi$ faktem kapitalnym i z dniem kazdym stawaé sie¢ bedzie Zré-
dlem coraz plodniejszem waznych odkry¢ naukowych. Pod tym
wzgledem istnieje wielka roznica pomiedzy epoka nasza a czasami
nieco dawniejszemi. Dzi$ z trudno$cig zrozumieliby$my pewne zda-
rzenia, w ktorych geometrowie pogardzali analistami, i odwrotnie;
dzi$ czujemy, ze era szkét zamknietych i écisle przywiazanych do
jednego punktu widzenia mineta na zawsze. Jest prawdopodobnem,
ze i erudycya odgrywaé bedzie w matematyce wiekszg niz dawniej
role. Matematycy straca moze przywilej wczesnej dojrzatosci
umystowej, ktora zadziwia tylu ludzi, i zblizg si¢ bardziej do fizykéw
i przyrodnikéw, ktorzy w ogéle pozZniej rozpoczynaja swoje prace
samodzielne.

Konczac, pozwolg sobie udzieli¢ rady studentom matematyki,
ktérzy uczynili mi zaszczyt, stluchajac mego wyktadu: polecitbym
im nie zapuszczaé si¢ zbyt szybko w poszukiwania specyalne.
Nalezy uprzednio zdoby¢ poglady ogoélne na rézne czesSci naszej
nauki, bez tych bowiem pogladéw poszukiwania moga by¢ bezptod-
nemi i wymagaé beda pdzniej daleko wigkszych wysitkow.

¢ ———

IX-ty Zjazd lekarzy i przyrodnikow polskich w Krakowie

(21 — 25 lipea r. b.).

Zjazd przyrodnikéw i lekarzy, odbyty w lipcu r. b. w Krakowie,
przewyzszyl wszystkie poprzedzajace zjazdy tak liczebnoScig uczest-
nikéw, jak i bogactwem 1 rdéinorodnoscig prac przedstawionych. To
$wietne powodzenie nalezy w znacznej czgsci przypisaé doskonalej orga-
nizacyi oraz pracy komitetu gospodarczego, prowadzone]j energicznie i sy-

stematycznie, poczawszy od r. 1898. Na czele komitetu gospodarczege



