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Podat

B. Danielewicz.

W poprzednich zeszytach . Wiadomoseci matematycznych“ poda-
liSmy wzory na system grupowy obliczania rezerwy od ubezpieczen
z terminem stalym oraz na dozycie ze zwrotem premij w razie wecze-
$niejszej Smierci osoby ubezpieczonej !).

Sposoby grupowego obliczania rezerwy od innych rodzajéw ubez-
pieczen pomingliSmy; sg to bowiem rzeczy wzglednie dobrze znane
i bywaja w niektérych podrecznikach wiecej lub mniej obszernie
traktowane, »

Na zeszlorocznym wszakze zjezdzie matematykow ubezpieczenio-
wych w Petersburgu, p. E. G amza przedstawil obecnym bardzo zr¢-
cznie pomyslana przerdbke, za pomoca ktérej rozne wzory dla réznych
kombinacyj daja ~ig sprowadzié do postaci identycznej dla wszystkich
kombinacyj, o ile te kombinacye odnosza si¢ do ubezpieczen po-
$miertnych, mieszanych i czesciowo mieszanych, w ktérych warunki
ubezpieczeniowe, zaréwno pod wzgledem premij jak i ubezpieczonych
kapitaléw, przez caly czas trwania umowy nie ulegaja zmianie. Uwazam
za wlasciwe sposob ten przedstawic¢ czytelnikom , Wiadomos$ci matema-
tycznych®, interesujacym si¢ sprawami asekuracyi zZyciowej.

Ogolnym wzorem na rezerwe¢ po y latach, od wszelkiego rodzaju
ubezpieczen, zawartyeh przez osobe « letnia, jest ?)

h  ,Wiadomesei matematyezne, 'I' 11, str. 2161 T. 111, str. 275,
?) A.B.Danielewicz .Podstawy matematyezne ubezpicezel zy-
ciowyeh*. Warszawa 1896, str. 272.
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(1) Rez (z,»)

-

1
= ot < (Wgqy . M; _'{— Mgy yt1 - 1“[,+1 + vee +'m~,1-+)v__1 . ]l’[,v_l)
z+v

—|— . ( Vgty . 'V,, —*- Tz tvit - T'V-H + + Vg4N. V\)

f’z-} v

'( Degw« Py + Vzgv41 . Dot + + Vadn—1 'p"~—|) b)
Vgt ’

g47ie Vyiyy Vytyti, .- . 93 liczby zdyskontowane oséb Zyjacych w wie-
kalat x4 v, v 1,...5 Mgtys Waiyir, ... liczby zdyskonto-
wane 0s6b zmarlych w ciagu (x -+ »— 1)-go, (x - » - 2)-go... roku
zycia; A,, M,.1,... kapitaly ubezpieczone na przypadek $mierci
zaszlej w ciagu (» - 1)-go, (v | 2)-go, ... roku — liczac od chwili
zawarcia umowy; V,, V,;1,... kapitaly ubezpieczone na przypadek
pozostawania przy Zyciu na poczatku (v -4 1)-go, (v + 2)-go, ... roku
od chwili zawarcia ubezpieczenia; p,, )y41 , ... roczne premie netto za
rzeczone ubezpieczenie, platne z géry na poczatku roku (v - 1)-go,
(v + 2)-go,... liczac réwniez od chwili zawarcia umowy., Wreszcie
n oznacza liczbg lat przez jaka maja byé placone premie, a N liczbe lat
przez jaka ma trwaé ubezpieczenie (n < N).

Jezeli warunki ubezpieczen majg si¢ nie zmieniaé przez caly czas
trwania umowy, to we wzorze (1) trzeba zaloZyé

2) M,= M, =...= My_, =—stalemu kapitalowi, ubezpieczonemu
na przypadek smierci, ktéry oznaczmy przez k, oraz
(8) py=py+1 =...=p,_; = stale wnoszonej rocznie z géry premii

netto "p, k, gdzie "p, jest roczng premis netto od jednostki kapitalu,
Podstawiwszy (2) i (8) w (1), otrzymujemy

(1) Rez (x, »)

k
vw-'-v

"Dak
= . (2 Myyy— 2”’«:+N)— _v_p:_, (2 Vgt — va-l»n)
z+7
1
’Um+,

+

(Vatr - Vot Vogopr. Vet oo+ 0yx. Vo) .
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Jezeli nastgpnie, dla objecia wzorem wszelkiego rodzaju ubezpie-
czen mieszanych, zaloZymy jeszcze, ze z chwila gdy sig konczy placenie
premij, t. j. po uplywie % lat, wyplaca sie pozostajacym wéwezas przy
Zyciu a czgs¢ ubezpieczonego kapitalu J i wszystkim pozostajacym przy
yciu w chwili gdy sig konczy ubezpieczenie, t. j. po uplywie N lat, wy-
placa sig calkowity kapital &, to, dla otrzymania odpowiadajacego
takiemu ubezpieczeniu wzoru, nalezy w (1) zalozyé:

Vi=Vopu=...=V,.1=0; V,=0a.lk;
Vat1r = Voqa=...=Vy_1=0; Va=k.
Skutkiem takich zaloZen wzor (1’) przechodzi na
(1" Rez (2, »)

k

-U.l+‘l‘

— { P S WP W ,,=_ z?::]f‘ Xy Ztara) -

Azeby ten wzér stosowal sig

1-0 do zwyczajnych ubezpieczen posmiertnych z doZywotnis
oplatyg premij; naleiy zaloZyé x 4 N = x -} n = granicy Zycia ludz-
kiego, a wigc X My y =0, Vppn =Voyy=0, I vy0ua =0,

2-0 dla ubezpieczen poSmiertnych z czasows oplata premij, tylko
x 4+ N = granicy Zycia ludzkiego, wigc X M,y =0, v,qy =0
oraza =0,

8-0 dla ubezpieczen mieszanych N=nia=0

. 1 .
4-0 dla pélmieszanych, N=n, v,4 y=—= —5-2,111{,;“ oraz a= -,

5-0 gdy po Smierci wyplaca si¢ zawsze calkowity kapital,
a oprocz tego w razie przezycia n lat, jeszcze pol kapitalu, nalezy za-
lozy¢ .« N = granicy zycia ludzkiego, a wigc 3wy y==0, 0,4 y=0

la=——.

2
Widzimy wige, ze istotnie wzorem (1”) sg objete wszystkie kom-
binacye ubezpieczen po$miertnych, mieszanych i czgsciowo mieszanych,
w ktorych warunki ubezpieczen nie ulegaja zmianie przez caly czas ich
trwania. Nie obejmuje ten wzér ani ubezpieczen z terminem stalym, ani
na dozycie ze zwrotem premij, lecz wzory na grupowe obliczanie rezerwy
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dla tych ostatnich kombinacyj podalismy juz w ,Wiadomosciach mate-
matycznych®,
Wzorowi (1") mozna nadaé nastepujaca postaé:

() Rez (2, »)

_ 2”'@-{»1' 'Ic_ 2%—»
V4w ) Vgty

k
LMLk m . { (Vog xy— 2 Mgy x)

+a. Votn—+"ps . 2”z+n} ’

gdzie Q = P,4, jest jednorazowa premia netto za zwyczajne
Vz+v :
. - yo o Uy,
ubezpieczenie jednostki kapitalu posmiertnego, a — 7;*" =Ry, war-
x4ty

toscig jednostki renty doZywotniej, platnej z gory rocznie. Gdy te
oznaczenia wprowadzimy do (1"'), wzér przybierze postacd

I Rez (z,v)

. I .
= Laqy- I‘—Rz., v "[Iz I —I— —;JT . 2 ('U,,_{.‘\'——z ”l@_l.‘\')
z+v

+ Q. Vgin + "Dy 2”.7:4-1:} .

To znaczy, Ze rezerwa kazdego rodzaju powyzej okreslonych
ubezpieczen réwna sig rezerwie obliczonej jakby od zwyczajnych ubez-
pieczen posmiertnych z dozywotnig oplata istotnie wnoszonych premij

k S
netto. plus X pomnozone przez jakas ilosé
Vatw

(4 Vpp ¥— 2 Wy v+ Vpgn+ "Po . X Voyn=1,

o ktora réznego rodzaju ubezpieczenia sig od siebie réznis,.
Skutkiem oznaczenia (4) wzér (T) przechodzi na

L.k

Vz4v

(Il) Rez (03, 1') = P@+y ke — Rx-f-v . ”pz k +
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-y
Z wyrazenia (4) okazuje si¢ wyraznie, ze ilos¢ [ nie zalezy od v,
czyli od lat, po ilu obliczamy rezerwe, jest wige stala i niezmienng przez
caly czas trwania ubezpieczen. Natomiast zalezy od rodzaju ubezpie-
czen i od termindw ubezpieczeniami okreélonyché moze wige by¢ z gory,
zaraz przy zawieranin umowy, okreslona. Gdy to uskutecznimy i liczbe
l przez kazdy oddzielnie wzigty kapital pomnozymy, mie¢ bedziemy
liczby stale Ik, ktére, po podzieleniu przez v,,,, corocznie Jawaé nam
beds ilosci, jakie dodawaé trzeba do rezerwy, obliczonej jakby dla
zwyczajnych ubezpieczen posmiertnych z dozywotnig oplata premij, aby

otrzyma¢ rezerwe po » latach od danego ubezpieczenia.

Dia tego wlasnie ilo$¢ 7k nazwano liczba pomocnicza,
albowiem rzeczywiscie pom a g a nam do przejscia od rezerwy, obli-
czonej jakby dla zwyczajnych ubezpieczen pos$miertnych, do rezerwy od
ubezpieczen kazdego innego rodzaju.

Poniewaz we wzorze (I'): k (kapital ubezpieczony), "),k (oplacana
premia netto od kapitalu k) oraz liczba pomocnika !k, przez caly czas
trwania umowy nie ulegaja zmianie, zatem, pogrupowawszy ubezpiecze-
nia wedlug jednakowego wieku w chwili obliczania rezerwy, bez wzgle-
du na kombinacye i terminy, gdy dla kazdego oddzielnie zapiszemy do
ksiegi: k, "p,k i lk, w przeznaczonych na ten cel kolumnach, otrzymamy
na rezerwe, dla calej grupy lacznie, wyrazenie

2k

vy

(a) X Rez (dla x+v=y letnich) = P, . Zi—R, . Z"p, k +

’

albo, gdy za rezerwe na koncu roku rachunkowego (31 grudnia) zgo-
dzimy sie przyja¢ $rednia z rezerwy na poczatku i koncu roku ubez-
pieczeniowego '

(A) 2 Rez (dla y — 1!/, letnich)

Py_1+ P, Ry_1 +Ry 1 1 1 )
=¥=1"¥ —— Y I+ —|— LSk,
) Ek B) 2 . f+ 3 Uy + v, —
gdzie czynniki ze znaczkami y corocznie si¢ zmieniaja, lecz znajdujg sig
w tablicach posiadanych przez towarzystwa, zaé Ik, Z*p.k, Zlk
g3 sumami odpowiednich kolumn, mieszczacych si¢ w ksiegach
rezerwowych, Przy tem oczywiScie, ksiggi rezerwowe mozna
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dzieli¢ na rézne kombinacye ubezpieczeniowe, albo nawet wszystkie
kombinacye laczyé ze soba,

Cala wiec rzecz sprowadza si¢ do obliczenia, dla kazdego poje-
dynczego ubezpieczenia oddzielnie, ilosci ! z wyrazZenia (4) i tak tez
dotad czyniono, wyprowadzajac dla kazdej kombinacyi inny wzor na 1.

Otéz p. E. Gamza nadal wszystkim dotad réZnym od siebie
wyrazeniom na ] postaé¢ jednakows przy pomocy nastgpujacej przerdbki.

Ze wzoru (4)

‘4) =4y — gty + aoin+ "Pe X Vrin
=" D0, — "Po (X Ve — X Vppn) + Vspn —2Mapx+ . Vgipn -

Lecz wyrazeniem na ”p,, jako na roczna premie netto za dane,
w najogolniejszej formie, ubezpieczenie jest:

g — zmz+N + Vg n + Vet-N

" —
(5) P 2o, — X Vatn

co podstawiwszy w drugi wyraz przeksztalconego wyrazenia (4) mamy:
(4) l="p,. DV, — Xy + Moy — QVUspn — Vrypy

T

+ Va4 N — .a\.:”’m+,\' + AVpyy = "Py . > x

jest dozywotnia roczna premia netto za ubezpieczenie jednostki

g
v,
kapitalu posmiertnego. Gdy te premig oznaczymy przez p,. t.j. gdy

2 M,
= g, Otrzymamy:

polozymy >0,

(6) L=pe —pa) . S0,

gdzie ("p, — pos) jest réinica pomigdzy rzeczywiscie za dane ubezpie-
czenie placona, od jednostki kapitalu, roczng premia netto "p,, a premia
netto p,, jaka ta sama osoba rocznie oplacatby musiala, gdyby sig
ubezpieczyla nie wedlug danej kombinacyi, lecz na przypadek Smierci
z dozywotnia oplata premij.

Wiad. mat. V. 1900. 5
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Po podstawieniu (6) w (A) wypadnie

(A 2 Rez (dla y -— 1/, letnich)
— 1)-’/_"—{_ P-’/ ‘Ry—1+R’ » 11 1 g )
=S S s ST 3, k- .E(vy_1 + E)Ek( Pa—Da) Z0,

dla {:'wszelkiego rodzaju kombinacyj poSmiertnych, mieszanych i cze-
sciowo mieszanych o niezmiennych, przez caly czas trwania umowy,
warunkach,

Zastluga p. E. Gamzy polega wlasnie na tem, Ze liczbom,
pomocniczym [, majacym rozng postaé dla réznych kombinacyj, nadal
jednakowa i bardzo prostg postaé

(6) b= ("pr — Ps) . 2 Vs -

Prawidlo to na obliczanie Jiczh pomocniczych zachowuje podobna
posta¢ i dla premij jednorazowych, dla ktérych we wzorze (A)i (4)
nalezy zalozy¢ "p,=0. Uczyniwszy to, otrzymujemy z (A)

(B). > Rez (dla y-—'/, letnich)
PP, g, 1 ( 1 1)
——T— zk—i- ~'2—* ?/',,-1 + U!, 2,”‘ N

oraz z (4)

(7) = Vg+ N — Z”lz-l—.\' + a.Vgin

_(Zmy— My §) + appn T+ Vpp y—IM, »
Vg ’

z

- __( (2 me—2 Wizt y) + QVsin + Vaty 2’"@) v
== -_ « Ugp o

Vy gy

(2?”:;—27)1,+N) —I— AUzt n —I— (Z 2y

Vs

=, P, jestjednorazowy

Lecz

my

.

= P, jest jednorazows pre-

premisa netto za dane ubezpieczenie,

mia netto za zwyczajne ubezpieczenie kapitalu posmiertnego, wiee



W przedmioeie obliczania rezerwy premiowej i t. d. 67

(7) l=(lt15x_Pz)~Ux '
tak, e wzor (B) przechodzi na
(B’) <> Rez (dla y — 1/, letnich)

1
’Uy_1

=B bl wit ) S PP,

. ! vy
t. j. posiada ksztalt podobny do (A’) tylko zastosowany do premij
jeduorazowych.

Doda¢ sig tu godzi, ze dla ulatwienia pracy mozZna dla kazdej
kombinacyi ulozyé z géry tablicg réznic *p, — p, resp. ,P, — P, i tym
sposobem mieé¢ gotowy materyal do obrachowywania liczb pomocniczych.

Korzystajac ze sposobnosci nadmienimy tu jeszeze o innym spo-
sobie grupowego obliczania rezerwy premiowej dla tego samego rodzaju
ubezpieczen co wyzej, w ktorym réwniez rezerwa moze byé liczona alho
dla kazdej kombinacyi oddzielnie, albo dla wszystkich razem.

Jezeli mianowicie ubezpieczenia pogrupujemy wedlug lat, w kté-
rych zawarte zostaly, i wedlug wieku polisowego oséb ubezpieczonych,
to na kazdym oddzielnym rachunku w ksiedze rezerwowej mie¢ be-
dziemy réwiesnikow w wieku lat x—+}v», dla ktérych czas trwania ubez-
pieczen v jest zawsze jednaki.

Wedlug wzoru (277), podanego na str. 270 w ksiazce wymienio-
nej poprzednio w przypisku, ogdélnym wzorem na rezerwe po » latach
jest takze:

(8. Rez (z, »)
1 .
=7 o (0:P0 + Vot T Vag2Py F ..ot Vepea D)
1

. (my Mo + Mg41 M] + My_2 M2 -+ ... + Metv—1 7—1)'

Vgt

(Um—}-l V‘ —I-— Ugt2 V2 + Vp+3: I/_; + e + Vgty— V,,_ 1) .

Catr )
Gdy w tym wzorze zalozymy stale premie roczne i stale kapitaly,
bedzie py,=1p, = py = ... =Ppo1 ="pak,

M0=Ml=M2=...=ﬁ’],_;=k§



68 B. Danielewicz.

gdy. oprécz tego, » <~ od n i od N, jest jeszeze
V= V=V, —...—= ',y =0.

Skutkiem tych zalozenn wypada

2 ’Uw—-“:a.'r-f v ” 2 "'z'_'z ’mm{vv
=V Sty oyl —

(81 Rez(x,y)=
Tty Va4

A

Albo, po zsumowaniu wszystkich pozscyj tego samego rachunku,

(C) ZRez (af, 1/) = E’_’f_;-—f&’ﬂ z np_r k— me:‘fMI-l-v E/n',

a dla premij jednorazowych

Uy

3, Pk E T ety

(D) X Rez(r,v)=
Tty Uz v

k.

Gdybysmy za rezerwe¢ na koncu roku rachunkowego przyjeli
polowe sumy rezerwy na poczatku i koncu roku ubezpieczeniowego,
nalezaloby oddzielnie obliczy¢ Rez (x, v—1) i Rez (x, ) i wziaé polowe
ich sumy

Rez (2, v—1) + Rez (2, »)

2
0. 2 V—2 Ty . S Mg—Zm .
Czynniki == 24 resp — 2 i 2= 723Y smienia-
1’z+ v 1'z+ v "jw-i— v

ja sie z roku na rok i otrzymujg, si¢ z tablic zasadniczych; ksiegi rezer-
wowe potrzebuja da¢ nam tylko sume kapitaléw Ik i sume placonych
premij netto X "p, k resp. X P, k. Liczby pomocnicze sa tu wiec
niepotrzebne i to stanowi strong dodatnia omawianego sposobu. Strone
ujemny przedstawia potrzeba otwarcia bardzo wielu oddzielnych ra-
chunkéw, co — zwlaszeza, jezeli mamy prowadzi¢ oddzielns dla kazdej
kombinacyi ksigge — jest rzecza nadzwyczaj utrudniajaca prace i dla
tego sposdb poprzedni uwazaé mozna za korzystniejszy dla praktyki.



