Z TEORYI UL‘AMKOW ‘CIAGLYCH
napisat
W. Lewicki.

Rozwazamy tu ulamki ciggle postaci
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majace zastosowania w teoryi podstawien grup modulowych n.
Jezeli w szczegélnosci a; =, i = ... = a, = a, bedzie:

Oznaczmy ten ulamek przez — @, (2).

1) Por. Lewicki: Wstep do teoryi funkeyj eliptyeznych modulowych
,Prace matem.-fizyezne®, t. VIII, str. 13,
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Polézmy :
1
= F, (9);
Pn Pn—1 Pu-2...¢; 7( )
bedzie wige:
1 F, (e
. = F,41(s)= ——()— .
Put1 Pu Pa—i - - - P, Pnp1(2)
ZaléZzmy, Ze
Fn (Z) = Ca"ﬁ’ ’

gdzie C, a, § 93 na razie nieoznaczone;

Atoli:

1
Pup1(2)= }1——:'2;1,, (_é) s
lub
a‘pn+l — Qo1 Py = 1 N
nadto:
1
==L Z).
Pnt1 Pu Pu—1+ . - Py i
Pomndiémy przez siebie te rownania, to otrzymamy: <
a «
- - ’ = a1 ('7) ’
P Pu—1. @ Pn_1-..P;

czyli:

aF,(z) — Fpy (2) = Foii(2).
Zastosujmy podstawienia:

Fn (Z) I Caw ﬂz ; Fn (Z) = Ca” ﬂz ; Fn+1 (Z) p— Cau+1 ﬂ: ,
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znajdziemy :

a—+Va’—4

aa—1l=a?;a= 5

Mozemy wtedy ogdlnie napisaé:
Va®—4 a—Va—4\"
W F@=c(THEE) ey o (et

Wzér ten posluzy nam do wyznaczenia ilodci C, C’, B.
Wezmy n =1, to:

Fl (z)— ® 'I’+zy
albo wedlug (1):
@ ati=spror+Lvamace—o).

Dla % = 2 mamy:

1- 1
F’(z)=<p,<p, =7 1 =a(a+2)—1
1 " atz
Tatz
czyli wedlug (1):
a(a+z)—1——ﬁ‘(0+0’)+“V“ tp(o—c

lab:
@) a@to—i=5 f(C+0)—p(C+C)

+—Va’ —a 4 (C—C").
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Z réwnan (2) i (3) wynika:

a+z %V@:i
a (ut-2)—1 %Vu—2—4 B
O+ ¢ =—— 5
5 f —2—Va2—4
| (%_1),3: S Vi—ip

skad po wykonaniu dzialan otrzymujemy f—.
Anmalogicznie otrzymamy:

o— (a (a4-22)8— ﬂ“’ 1
Vai—4

skad wynika:

(4)

A wiee:

=

Vai—4

1t ) (eta)

Va?—4 |

(5)

Wzér ten ma znaczenie tylko dla @ > 2.  Przypadek a = 2 bedziemy

przeto musieli rozebraé osobno.
Mamy:

' 1 F.(2) _ Faa(2)
on Fan@ T TFa(e)
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1
a-i-z

©) (Va2—4+a+2z) (aVa—4)" '4- (Va*—4—a—22) (a—Vu—4)*
(Va“’ -1—a—|—2z)(a—|—l/a2 4)" + (Va'—4—a—2z) (a—Va—4)*

Analogicznie bedzie:

Us=a— —— =a—@,_1(2)

1
T a+tz
(1) =a— (Va)—4+f1+23) (a—l—Va‘ 4)" " (Vi —4—n—2¢z) (a—VaI—4)"*
(V a?—4+a-+22) (a4-Vai—4)" '+ (Vai—4—a—2z) (a—Vu'—4)" ™" ’

Wzory (6) i (7) moina stosowaé z pomyslnym skutkiem w teoryi
ulamkéw ciaglych przy ich zZwijaniu.

1) Formy (6)i7) dajg podstawienia grupy modulowej, zloZone 2 pod-
stawieni zasadniczych: '
e 1

S=z+4+a i Ti=——

z

w postaci mozliwie najprostszej.
Dla lim n =00, t. j. dla nieskoriczenie-krotnej iteracyi mamy:

lim Uz=— ,(2)=0,

n = oo n =00
lim Uz={u—¢(z}=a, »
" = 0o n = oo -

t. j. ze wszystkie podstawienia rozwazanych typéw grupujg sie koto punktow
01i a, gdzie a jest liczbg calkowitg dowolng: grupa modultowa traei
przeto na osiodeietyeh echarakter nieciggty. Zjawi-
sko dobrze znane w teoryi tej grupy.
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Np. mamy obliczyé warto$¢ ulamka:

r— 1
1

1— TZIL__ 1

14z’

zwijajac go, dostaniemy kolejno:
1 1 1
G——,l——l—-_-=l—-_z_—=l+z.
142 z—1—z

1—

z
Wedlug wzoru (13) dostaniemy:

(V—5+1+27) (14¥=38)* 4 (V=3 —1—22) (1—V=3)*
( y—8+1+422) (14+V—38)* + (Vr—8—1—22) 1—V—=3)*

co po obliczeniu daje:

_ . —82¥—=8 1
T 32V 3(142) 1+¢’
wynik najzupelniej zgodny z poprzednim.
Niechaj bedzie:
1 34

1~ 8482
T 313
wedlug wzoru znajdujemy:
_ o (V5484-22) (V54-8) 4-(V5—8—22) (3—V'5)
(V 5+43-422) (V5438)*4-(V5—3—2¢) (3—V5 2
_ 8Vb(8+42) 34z
T 8V (8+8z) 843z

jak poprzednio.
Pozostaje jeszeze przypadek a =2, t. j. gdy

1
Uz=——7——
2—2——1
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gdzie podstawienie F), (2) = Ca” §?, jak widzieliSmy, chybia celu.
‘Wyechodzace z wzoru ogélnego:

aFu(2z) — Fiy (2) =Fata (2)
otrzymamy:
2F, s — Foy=1Fy; 2Fn—2—Fn—3=Fﬂ+1; 2F2"'F1=F3

Pomnozywszy te réwnania, od drugiego poczawszy, przez 2 i dodawszy
je, otrzymamy:

Fu--z+2Fs'—2F| ;Fn.

Lecz

2(F,—F)=2(1+2);
przeto:

Fos+21+2)=F,
Poniewaz

2F, 1 —F.o=F,,
bedzie:
Fo,+2(1+2)=2F,_, — Fu1,

a wiec:

FooH(1+2)=F,—; Fo st+(142)=F,_: ... Fyt(142)=F;
Dodawszy te réwnania, otrzymamy:
Fy+ (1 —8) (142 =F,_,
Analogicznie:
F,4+mn—2)(1+2)=F,
caylic

Fo=2@2+42)—1+m—2)(142).
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A wiec:

24 — 14 (n—8) (142),
PO =@y — 1+ ) (e .

po wykonaniu za$ dzialan:

__ (w—1z+4n
(8) q)"/(z)_ "Z"}-(’"/—l- 1)
A zatem: a
Uz=_%(z)=_(n—l)z—|—nl

meF (1)
Na podstawie-wzoru (8) latwo zwija¢ ulamki ciagle. Np.

r = 1 1 daje przez kolejne zwijanie:
S P S|
22
— 1 1 3214
= e — = e = T
2—-21 342 2—7?;:%; 4545
342z
a wedlug wzoru (8) wypadnie odrazu:
_ 8z44
T 4245

wynik zgodny z poprzednim.

) I tuprzy lim n = oo mamy:
lim Uz=--1,
n-=00
t. j, powyisze podstawienic przeprowadza dowolny punkt z w otoczenie
punktu — 1 przez nieskonczenie — krotng iteracye; podstawienie to, jak latwo
gpostrzedz, jest dla n = oo eliptyeznem, gdyz speinia warunek:
(a—dpE44bcL0,

gdzie
a=—(n—1),b=—n,c=n,d=(n+1).



