G. Loria

UWAGI 0 SPOLRZEDNYCH BIEGUNOWYCH.

Za spoirzedne biegunowe punktu M ptaszczyzny, uwaza sie
zwykle dwie liczby: promien wodzacy gi anomalie w.
Pierwsza z nich jest liczba dodatnia, mierzaca odlegto$¢ punku M
od punktu statego —bieguna; druga wyraza kat, w zwrocie
oznaczonym liczony pomiedzy pétprosta OM a pdiprosta stata,
wychodzyca.z punktu O —osig biegunowg. W tym ukla-
dzie kazdy punkt, podobnie jak to ma miejsce w ukladzie Descar-
tes’a, jest przecieciem dwu linij, a mianowicie kota o érodku w punk-
cie O i prostej, przez punkt () przechodzacej.

Definicya taka jest zupelnie logiczna i nie przedstawia wcale
niedogodnosci, o ile mamy do czynienia z punktami odosobnionemi,
przyjmuja ja. tez wszystkie podreczniki geometryi analityczne;.
Zasadno$¢ jej stwierdza jeszcze zwigzek, zachodzacy pomiedzy tak
okreslonemi sp6irzednemi biegunowemi a spdétrzednemi prostokat-
nemi, ktérych poczatek przypada w punkcie O, a prosta a jest osia
odcietych. Wreszcie zaznacza sieito, ze gdy liczby zespolone
przedstawiamy za pomocg punktéw plaszczyzny, to pierwsza
z powyzej okreSlonych spoéirzednych biegunowych jest modutem
lub wartoéciag bezwzgledna liczby zespolonej, druga za$ jej
amplituda. .

Postugujac sie ta definicya spotrzednych biegunowych, tatwo
rozwigzaé mozna wszystkie zagadnienia zasadnicze analizy nie-
skonczonostkowej krzywych ptaskich, ja'.: kreélenie stycznej, obli-
czanie pola, wyznaczanie kota $ciéle stycznego; stowem wszystkie
pytania, w ktérych wystarcza rozwazanie matego tuku krzywe;.
Lecz gdy idzie o rozwazanie i badanie catej krzywej, wtedy po-

1) Artykul ten, ogloszony w czasopismie ,Periodico di Matematica“ 15,
lipiee i sierpieni 1899, oraz po francusku (z pewnemi uzupeinieniami) w ,I’En-
seignement mathématique 1, Nr. 5 z 15 sierpnia 1899 podajemy tu w prze-
kladzie za zgods Autora. S D.
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wstaje powazna trudno$é. W same;j rzéczy, jak w spéirzednych
Descartes’a wyrazamy krzywa za pomoca réwnania postaci
® (%,y) =0, podobnie w uktadzie biegunowym nalezy stosowaé
réwnanie postaci

(1) /(g,w)=0.

Otoz jest jasnem, ze gdy zmienia¢ bedziemy w od — oo do + oo,
to w ogolnoSci zajdzie tu okolicznoéé, iz w pewnych przedziatach
otrzymamy o dodatnie, jak by¢ powinno, w innych ¢ mie¢ bedzie
wartosci ujemne, co jest w razacej sprzecznosci z definicya, z kto-
rejSmy wyszli. Fakt ten nie uszedt uwagi lepszych autoréw,
ktérzy zajmowali sie metoda spélrzednych; lecz nie zglebiwszy
go, poradzili tylko zwalczanie wskazanej przeszkody przez
przechodzenie do ukladu spoéirzednych prostokatnych. Jest to
wszakze ucieczka, wywolujagca w umystach uczniéw wrazenie, iz
uktad biegunowy jest narzedziem mniej pot¢znem od uktadu pro-
stokatnego, od ktorego pierwszy jakby niewolniczo jest zawisly.
Z drugiej strony jest to btad metodologiczny; logika bowiem na-
kazywaé zwyktla, by przedmiot, ktéry rozpoczeto traktowaé przy
pomocy pewnego uktadu spéirzednych, byt do samego kodica we-
dtug tegoz uktadu badany. Lecz gorszem jeszcze jest to, iZ nakaz
powrotu do spéirzednych prostokatnych nie pozwala czesto na
wyzyskanie wszystkich korzysci, wynikajacych z prostoty i ele-
gancyi rownan biegunowych; nie pozwala na badanie réwnoczes-
ne wszystkich krzywych tej samej rodziny, gdy dla pewnych
wartosci parametru krzywa odpowiednia jest algebraiczna, dla
innych przestepna !).

Ot6z mozna uniknaé wszystkich tych niedogodnosci przez za-
stosowanie ptodnej w geometryi zasady znakéw, a to przy pomocy
prostej modyfikacyi definicyi, podanej na wstepie. Pokazemy to
w niniejszym artykule.

WezZzmy na ptaszczyznie punkt staly O i pétprosta e, wycho-
dzaca z tego punktu; wyobrazmy sobie, zZe p6iprosta » obraca sie

1) Jako przykiad shuzyé mogg spibra‘lne sinusojdalne g* = a* cos nw,
gdzie n jost parametrem.
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okoto punktu O, poczawszy od polozenia a, w zwrocie, przyjetym
za dodatni lub w zwrocie przeciwnym. Dla kazdego z tych po-
lozen znajdziemy na poétprostej r nieskoriczenie wiele punktow
(ktére oznaczaé bedziemy literg M) i tylez punktéw na przedtu-
Zeniu polprostej r, ktére nazywaé bedziemy potprosta dopetnia-
jaca 7 (punkty na tej ostatniej oznacza¢ bedziemy przez M). Otéz
dla wyznaczenia polozenia punktu M bierzemy dwie liczby ¢ i w—-
pierwsza zawsze dodatnig — okreslone za pomoca réwnosci:

o = dlugosé OM , w = kat(ar),

potozenie za$ punktu M wyznaczaja dwie liczby analogiczne,
z ktorych pierwsza jest ujemna, okre$lone za pomoca zwigzkow:

o = — dlugos¢ OM , w = kat (ar) .

Tym sposobem wszystkie punkty jednej polprostej beda miaty
spOlrzedng ¢ dodatnia, gdy wszystkie punkty poéiprostej dopetnia-
jacej beda mialy tez spdirzedna ujemns; i odwrotnie: punkt nalezy
do pélprostej lub do jej dopetniajacej, stosownie do tego, czy jego
spllrzedna g jest dodatnia lub ujemna. Co sie tyczy spétrzednej
w, to ona bedzie jednakowa dla wszystkich punktéw poétprostej;
bedzie zas dodatnia lub ujemng stosownie do tego, czy prosta
ruchoma dla dojscia do uwazanego polozenia wykonala obroét
w zwrocie dodatnim czy w ujemnym.

Z tych definicyj i uméw widaé, ze: 1-o gdy pétprosta r, two-
rzy z poiprosta a w zwrocie oznaczonym kat w,, to pétprosta do-
petniajaca r, tworzy z taz osig @ i w tymze zwrocie kat rowny
w, + m;, 2-0 mozna przyjaé, iz potprosta r, by dojs¢ do potozenia
74y Wykonywa obrét zawsze w zwrocie dodatnim. Wynika stad,
ze dla wyznaczenia polozenia punktu przez nasze spoéirzedne
biegunowe mozna by uzywaé zawsze dwoch liczb dodatnich, za-
miast tych liczb, do ktérych prowadza powyzsze uwagi. Lecz
takie podstawienie sztuczne jest przeciwnie naturze rzeczy, podo-
bnie jak jest niem uwazanie logarytmu gtéwnego, ktérego przy-
jecie zaproponowat Cauchy, a ktérego nikt dzi$ nie uzywa.

Podstawienie takie mogtoby by¢ uzytecznem, gdyby szlo
o punkty odosobnione, lub gdyby porzucajac spétrzedne biegunowe,
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przechodzilibysmy do spéirzednych prostokatnych. Lecz w ogodle
komplikuje ono badanie pytan, odnoszacych sie do linij krzywych
zwlaszcza wtedy, gdy idzie o zagadnienie bardzo donioste dla
geometréw i zapoznawane przez pierwszych pracownikéw w geo-
metryi analitycznej, a mianowicie o zagadnienie 0 wyznaczaniu
postaci linii krzywej, okreslonej przez réwnanie typu (1). Z po-
przedzajacych rozwazan wynika nastepujaca metoda rozwiazania
tego zagadnienia albo konstrukcyi linii krzywej (uzywat jej
juz mutatis mutandis Archimedes w badaniach swych nad
krzywemi, noszacemi jego imie). Wyobrazmy sobie, ze pét-
prosta », wychodzac naprzyklad z polozenia @, obraca sie
okolo bieguna O,raz w zwrocie oznaczonym, nastepnie
w zwrocie przeciwnym,; niechaj w, oznacza kat, jaki
tworzy o$ @ z jednem z potozen » zupetnie dowolnem; réwnanie
f(eywy) =0 da nam na g pewna liczbe warto$ci dodatnich
01,0 ,... Oraz pewna liczbe wartosci ujemnych — g;, — @ , . - -
Pierwszym odpowiadaja punkty M;, M,, pétprostej r, takie, Ze
ze OM, = o,, OMy =y, ,. .., drugim punkty M;, M, ,... pblpro-
stej dopelniajacej takie, ze OM,=g,, OM, =g, ,...; wszystkie
te punkty M,, M, ,... M, M, ,... naleza do krzywej (1). Rozwa-
zajac wszystkie mozliwe potozenia pétprostej r, otrzymamy
wszystkie punkty krzywej (1). Nalezy zauwazy¢, ze obrét prostej
# moze w ogoble uskuteczniac sie bez korica w obu zwrotach,
gdy idzie o krzywa przestepna; lecz gdy krzywa (1) jest alge-
braiczna, wtedy ruch mozna przerwaé po pewnej liczbie obrotéw,
gdyz prowadzac go w dalszym ciagu, wpadlibySmy na punkty
krzywej, juz wykreslone.

Aby z calg jasnos$cia stwierdzi¢ powyzsze spostrzezenia, po-
damy kilka przyktaddéw.

Rozpocznijmy od przypadku bardzo prostego. Niechaj be-
dzie réwnanie

@) ¢e=2Rsinw;

widaé z niego, ze gdy 0 << ow <m jest o >0; gdy a << w<2=n
jest o <O, dalej, ze wartosciom w=w;i w=w,+ 25 odpo-
wiada jedna i taz sama warto$¢ 9. Stad wynika, zZe, aby otrzy-
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mac Krzywa, przedstawiona przez réwnanie (2), wystarcza wyko-
naé z pOlprosta r jeden obrot catkowity; dla kazdego polozenia
potprostej tworzacej, nalezacego do pierwszego pétobrotu, otrzy-
mujemy punkt krzywej, dla kazdego za$ polozenia poétprostej
w drugim poétobrocie mamy punkt na pétprostej dopetniajacej?).
Mozna doda¢ uwage, ze wartoci w = w, i @ = n — w, dajana g
wartoéci rowne. A zatem krzywa sktada sie z jednego luku na
pélplaszczyznie ponad osig biegunowa, tuku symetrycznego wzgle-
dem prostej, prostopadle do osi z bieguna poprowadzonej. Latwo
to stwierdzi¢, zauwazywszy, Zze krzywa (2) jest kotem o promieniu
R, stycznem do osi biegunowej i ze srodkiem ponad ta osia.

Krzywa, przedstawiona przez réwnanie (2), nalezy do klasy
,102“ (,rhodoneae“) G. Grandie’go, ktérych rownaniem ogol-
nem jest o= 2 i sin nw. Ot6z klasa ta (obejmujaca krzywe
algebraiczne i krzywe przestepne i nietatwe -do zbadania przy po-
mocy spoéirzednych Descartes’a) moze stuzy¢ do wykazania
uzytku nowych spéirzednych biegunowych; stanowi¢ ona bedzie
drugi przyktad do rozwazan poprzednich.

Niechaj bedzie n = %; wtedy mamy krzywa

(3) g=2b’sin%.

Warto$ciom w = w, i @ = w, -+ 4 7 odpowiada taz sama wartos¢
0, a wigc dwa obroty prostej tworzacej wystarczaja do zupeinego
opisania krzywej. Nadto z r6wnania tego widaé, ze gdy 0<Z w< 2n,
to 0 >0; gdy 2z < w <4 jest <{0. Pokazuje to, ze dla ka-
zdej pOlprostej pierwszego obrotu istnieje punkt krzywej; miejscem
geometrycznem tych punktéw jest tuk zamkniety OBDA'D, B, O,
styczny do osi biegunowej (fig. 1). Przeciwnie na zadnej pdtpro-
stej drugiego obrotu nie ma punktu krzywej, lecz istnieje on na
dopelniajacej kazdej z tych prostych; wszystkie te nowe punkty
tworza inny tuk zamkniety OB', D,ADB’'0O (symetryczny wzgle-
dem punktu O do poprzedniego), ktory uzupelnia krzywa. Krzy-

) Jest to zreszty punkt znaleziony juz w pierwszym pétobrocie.
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wa ta ma dwa punkty podwdjne D i /);, a w biegunie punkt stycz-
nosci obu galezi; ma dwie osi symetryi wzajemnie prostopadte,
gdyz wartosciom w, takim, jak wgy, 2n—aw,, 27-}w, odpowiadaja
arytmetycznie rOwne warto$ci promieni wodzacych. Jako spraw-
dzenie stuzy¢ moze to, ze spétrzednych prostokatnych réwnanie
(3) przyjmuje postaé:

(a;z + :[/'_‘)t'» — 14 R? (1-2 _I,_ y?)'_’ _'_ 4 R4 w? =0

i ze dyskusya tego rownania doprowadza do tych samych wnios-
kOw o postaci krzywe;j.

Al

(=)
>

D,

Fig 1.

Przyktady podobne moznaby mnozy¢ bez konca; dwa po-
wyzsze niechaj wystarcza dla celu, ktéry sobie zatozyliémy. Lecz
uwazamy za wlasciwe dodaé jeszcze uwage o krzywych spiral-
nych dobrze znanych, z ktérej wyniknie, ze dotychczasowe pojecie
o postaci tych krzywych jest z naszego punktu widzenia niezu-
pelne, jezeli nie bledne.

Zwykle okreslenie spiralnej Archimedesa prowadzido
réwnania:

4) o=aw;
Wiad. mat. IV.1900. 4
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mozna tu przyjaé, Ze a >0; gdyz w razie przeciwnym napisali-
"by$my o — — a (— w) i zmieniajac zwrot dodatni katow, powrdci-
liby$my do zalozenia « _>0. Zmieniajac w od 0 do -} oo, widzi-
my, ze krzywa wychodzi z bieguna, okolo ktérego wykonywa
nieskoniczenie wiele obrotéw i oddala sie od niego bez granic;
dochodzimy tym sposobem do tuku, nakreslonego linia wyciag-
nieta na fig. 2. Uwaza sie zwykle, ze jest to cala krzywa, przed-
stawiona przez rownanie (4). Lecz gdy teraz zmienia¢ bedziemy
w od 0 do — oo, to na przedluzeniu kazdej pdlprostej otrzymamy

hH .)
Mo
Fig 2

punkt krzywej i wszystkie te nowe punkty utworza nowa gataz
symetryczna do poprzedzajacej wzgledem osi biegunowej d r u-
gorzednej (tak przez skrocenie nazywamy potprosts, stano-
wigca w zwrocie dodatnim kat prosty z osia biegunowa); jest to
galtaz, oznaczona linig kropkowana na fig. 2-ej. Ot6z widoczna,
ze jezeli mamy pozostawi¢ katowi zmiennemu o wszelka swobode
zmieniania sie, to nalezy zmienia¢ go od —oo do 400, a stad w prze-
ciwienistwie do tego, jak sie zwykle uwaza, wynika: Zze przed-
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stawieniem geometrycznem zupelnem rdéwnania
(4) jest uktad dwu krzywych, nakreslonych na fig. 2. Widzimy
tedy,ze spiralna Archimedesa posiada nieskon-
czenie wiele punktow podwdjnych, potozonych
na osi biegunowej drugorzednej; odpowiadaja one

wartosciom g té6wnym (2 k4 1) % a, gdzie k jest liczba calkowita

dodatnig lub zerem.

W podobny sposéb stwierdzi¢ mozna, Zze pomiedzy spiral-
nemi o réwnaniu ¢ = aw®, gdzie n jest liczba catkowita dodatnia,
spiralne, odpowiadajace wartosciom n parzystym, sa symetryczne
wzgledem osi biegunowej, pozostate sg symetryczne wzgledem osi
drugorzednej, pierwsze maja w biegunie punkt przegiecia, a na
osi biegunowej co! punktéw podwojnych, drugie-maja co! punktéw
podwodjnych na osi drugorzedne;. '

Pozostawiamy czytelnikowi zbadanie odno$nych wlasnosci
krzywych, przedstawionych przez rownanie o”=a"w", gdzie
m i n sg liczby catlkowite dodatnie lub ujemne, oraz sprawdzenie,
ze spiralna logarytmowa g = ae*®, procz zwykle rozwazanej ga-
tezi ciagtej, posiada jeszcze drugs gataZ punktows, analogiczna
do gatezi dobrze znanej, stanowiacej cze$¢ krzywej logarytmowe;j.

Rozwazania powyzsze, jakkolwiek bardzo proste i elemen-
tarne, stanowia wszakze -punkt zasadniczy w geometryi anality-
cznej krzywych ptaskich. Zbyteczna prawie jest wzmianka, ze
badania analogiczne moznaby przeprowadzi¢ i dla krzywych
W przestrzeni.



