KONSTRUKCYE GEOMETRYGZNE

NAPISAL

M. Feldblum.

WSTEP.

Matematycy greccy positkowali si¢ przy konstrukcyach geo-
metrycznych cyrklem i liniatem, bez jakiegokolwiek ograniczania
swobody w uzywaniu tych narzedzi. Podrzedna dla nich bylo rze-
czg, czy pewna czes¢ Konstrukcyi wykonana zostata przy pomocy
liniatu lub cyrkla; szto im giéwnie o to, aby do catkowitej kon-
strukcyi uzy¢ jaknajmniej wykreslen elementarnych: dbano zatem
jedynie o teoretyczng prostote konstrukcyi. Tymczasem konstruk-
cya, w teoryi bardzo prosta, moze okaza¢ si¢ w zastosowaniu prak-
tycznem bardzo uciazliwa, a nawet niekiedy niewykonalng. Wsku-
tek tego powstata pdzniej daznosé do takiego zmodyfikowania kon-
strukcyj geometrycznych, aby je mozna bylo w praktyce wyko-
nywaé z wigksza latwosdcia i doktadnoscia, choéby kosztem pro-
stoty teoretycznej. Pierwszym, ktéry zwrdécit uwage na doniostosé
prostoty praktycznej konstrukcyj geometrycznych, byt, zdaje
sig, Lambert; twierdzi on, Ze nalezy zbada¢ ,jak daleko mo-
znaby rozwina¢ teorye perspektywy i geometrye, gdyby wykluczyé
cyrkiel i pusitkowa¢ sie jedynie liniatem* !). Wykonanie konstruk-
cyi za pomocy samego liniatu, jezeli tylko jest mozliwe, jest zawsze

H JoH Lamberts Freie Perspective oder Anweisung, jeden per-
spectivischen Aufriss von freien Stilcken und ohne Grundriss zu verfertigen*
2 wyd. Zurych 1774, 2 czesé, str. 161 i nast.
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dla geometry i technika dogodniejsze, cho¢by wymagato wi¢l<siéj
liczby wykreslen elementarnych, niz przy uzyciu cyrkla. Dziedzine
geometryi, obejmujaca zagadnienia, rozwiazywalne przy uzyciu
samego linialu. nazwat Lambert ,geometrya liniatu* (Lineal-
geometrie—géométrie de la régle); ,,geometria linialu‘¢ zostala na-
stepnie bardzo rozwinieta przez matematykow szkoty francuskiej,
gléwnie dzieki pracom Servois'al), Brianchona? i Pon-
celeta?®).

Za pomoca samego linialu daje si¢ rozwigzac tylko czes¢ tych
zagadnien, ktore sa rozwigzalne przy pomocy liniatui cyrkla; na-
tomiast moga wszystkie owe zagadnienia by¢ rozwigzane za po-
moca samego linialu, skoro tylko dane jest jedno wykreslone koto
i jego srodek. Idee tych konstrukcyj znajdujemy tez juz u L a m-
berta w wyzej cytowanem dziele, gdzie na str. 171 prowadzi sie
prostopadta do danej prostej, dzieli si¢ kat dany na dwie czesci
roéwne, a to wszystko za pomocg samego tylko liniatu, przy positko-
waniu sie kotem wykreslonem i jego $rodkiem. Poncelet %) roz-
winat my$l, ze ta droga mozna wszystkie te zagadnienia roz-
wigzaé, ktére zwyczajnie wymagaja uzycia cyrkla °). W calej
zupelnosci konstrukcye te wykonane zostaly przez Steinera®).
Poncelet i Steiner zwracaja uwage na doniostos¢ owych
konstrukeyj dla geometryi praktyczne;j..

Dla innych celéw, mianowicie dla zastosowart w mechanice,
zmodyfikowal konstrukcye geometryczne matematyk wioski M a-
scheroni, ktéry w dziele: ,Geometria del compasso* (Pavia,

1), Solutions peun connues de différents probléemes de géométrie pra-
tique“ 1865.

3) ,Les applications de la théorie des transversales“ 1818.

3) Rézne ustgpy dzieta: ,Traité des propriétés projectives des figures=
2 wyd. Paryz 1865.

¢ ,Traité t. I, str. 181 i nast.

5) Balzer twierdzi w swojej n,Analytische Geometrie* (Lipsk 1882,
str. 78(, ze spostrzezenie to poezynil byt jeszeze Cardano, wszakie nie
znajdujemy u Baltzera odnoénej cytaty.

6) ,Die geometrischen Constructionen, ausgefﬁhlt mittels der geraden
Linie und eines festen Kreises“, Berlin 1833; w Zbiorze dziet t. I, str. 461 i nast.
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1797) 1) wykazuje, jak za pomoca samego cyrkla mozna wykonac
wszystkie konstrukcye, wykonywalne przy pomocy cyrkla i liniatu.
Mascheroni wskazuje na wazne zastosowanie swoich kon-
strukcyj przy wyrobie przyrzagdéw astronomicznych i geodezyj-
nych 2),

W rozprawie niniejszej zbadany jest nowy rodzaj konstrukcyj
geometrycznych. Najprzéd rozpatrywane sa konstrukcye takie,
ktore moga byé wykonane, jezeli przyjaé, Ze umiemy prowadzié
linie proste i przenosié dune dowolne cdcinki prostych *), albo tez,
ze umiemy prowadzi¢ linie proste i dzieli¢ katy dane dowolne na
dwie réwne czesci; okazuje sie, ze obydwie te pary konstrukcyj
elementarnych-sa zupelnie réwnowazne. Konstrukcye te, ponie-
kad teoretycznie ciekawe, nie pozbawione sg zapewne wartosci
przy pracach geometrycznych na ziemi, gdyz daja sie wykona¢ za
pomoca tancucha mierniczego albo miary tasmowej. Do tej klasy
zagadnien nalezg wszystkie te, ktére przy rozwigzywaniu anali-
tycznem prowadza do wyrazen, w skiad. ktérych wchodzié moga,
oprécz czterech dzialan arytmetycznych, jeszcze wycigganie pier-

1) Istnieja przekiady francuski i niemiecki. Czytanie oryginalu jest
ucigzliwe; zaleca sig bardzo przystepny wycigg z niego, napisany przez Hutt a:
. Die Mascheroni’schen Constructionen Halla 1880. Wspominamy jeszeze o dziel-
ku Frischaufa: ,Diec geometrischen Construetionen von L. Mascheroni und
J. Steiner“, Graz 1869. .

%) Konstrukeye Mascheroni‘ego zostaly niedawno bardzo fadnie wy-
konane przez Aug. Adlera w rozprawie: ,Zur Theorie der Mascheroni‘schen
Constructionen* (Berichte der Wiener Akademie, t. 99, str. 910 i nast.); autor
opiera je na jednej zasadzie, mianowicie na inwersyi. W inrej rozprawie:
»Ueber die zur Ausfiihrung geometriseher Constructionsaufgaben zweiten Gra-
des notwendigen Hilfsmittel“ (tamze str. 846 i nast.) wykazuje Adler, ze do
rozwigzania wszystkich zagadniefi rozpatrywanej tu klasy wystareza kazde
z nastgpujgceyech narzedzi oddzielnie: 1) liniat, uwazany jako 2 proste réwno-
legte, w statej odleglosei od siebie sig znajdujace: 2) kat prosty; .3) kat ukosny
staly. "W koficu przegladu niniejszego wspomne jeszeze o rozprawie A. Wit-
tinga: ,Geometrische Constructionen, insbesondere in begrenzter Ebene“
(Drezno 1899), majgca na celu praktyczng prostote konstrukeyj geometryeznych.

3) Qo sig tyezy znaezenia zasadniczego tego rodzaju konstrukeyj, por.:
Hilbert: .Festschrift zur Enthilllung des Gauss-Weber-Denkmals in Gottin-
gen“ 1899.
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wiastka kwadratowego z sumy kwadratéw. Nastepnie rozpatruja
sie konstrukcye, ktore wykonywane by¢ moga przy pomocy liniatu
i przez dzielenie kata na trzy rowne czesci; konstrukcye te pozwa-
laja rozwiaza¢ klase zagadnien takich, ktérych nie mozna rozwig-
za¢ przy pomocy liniatu i cyrkla, a mianowicie: zagadnien, prowa-
dzgcych do réwnan 3-go rzedu o wyrézniku dodatnim. Jako przy-
ktad, podane jest wykreslenie siedmiokata foremnego i trzynasto-
kata foremnego. Wreszcie w dodatku opisana jest zasada przy-
rzadu, stuzy¢ mogacego do dzielenia kata na czedci rowne.

ROZDZIAL 1.

Konstrukcye przez prowadzenie prostych i przenoszenie odcin-
kéw, oraz przez prowadzenie prostych i dzielenie katéw na
dwie réwne czesci.

§ 1. 0 rozwigzalnosci zagadnienia na konstrukeye przez pfowa-
dzenie prostych i przenoszenie odcinkow.

Rozwiazanie wszelkiego zadania konstrukeyjnego przy uzyciu
cyrkla i linialu sprowadza si¢ do kolejnego rozwigzania nastepujg-
cych trzech zadan elementarnych:

a) Znales¢ punkt przecigcia dwoch prostych, z ktérych

kazda dana jest przez 2 punkty.

b) Znales¢ punkty przecigcia prostej, danej przez dwa pun-

kty, i kola, danego przez $rodek i dtugos¢ promienia.

c) Znale$¢ punkty przeciecia dwoch két, danych przez ich

srodki i dlugosci promieni.
Do wykreslenia zadania a) wystarcza linial. Zadania b) i c)
wystowimy inaczej w spos6b nastepujacy:

b‘) Na danej prostej a znale$¢ droga wykreélenia punkt X,

ktorego odlegto$¢ od danego punktu A ma dang wiel-
kosé ».
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¢') Znales¢ przez wykreslenie punkt X, ktérego odlegtosci od
dwoéch punktéw danych A i A’ maja odpowiednio wiel-
kosci rir’.

Zobaczmy, o ile zadania b’) i ¢’) moga by¢é rozwigzane $rod-
kami, ktéremi rozporzadzamy.

Co sie tyczy zagadnienia b’), to jeden szczegdlny przypadek
bezposrednio rozwigza¢ mozemy, mianowicie: kiedy punkt A lezy
na prostej a; przez przeniesienie odcinka 7 na prostej @ od punktu A
w obie strony otrzymujemy dwa potozenia punktu X.

W ogélnosci niech punkt A4 nie lezy na prostej a.

Musimy tu zastosowaé pewne prawdy, ktérych dowodzenie
znajdzie si¢ w paragrafie nastgpnym; twierdzimy mianowicie, zZe
przez prowadzenie prostych i przenoszenie odcinkéw mozna wyko-
na¢ wykresSlenia nastepujace: wykresli¢ prostopadta do danej pro-
stej przez punkt, dany na niej lub zewnatrz niej; znale$¢ srodek da-
nego odcinka; wykresli¢ do trzech odcinkéw danych czwarty pro-
porcyonalny.

Zajmijmy sie ogolnym przypadkiem zadania b’). Spusémy
z punktu A (fig. 1) prostopadta AP na prosta a i oznaczmy
AP =R, odcinek h, jakotez potoZenie punktu P sg nam wiadome;
aby znales¢ punkt X, wyznaczamy odcinek PX. Mamy:

PX - Vo2 —h?,
albo o
PX = TVuv,
jezeli wykreslimy odcinki:

u=r-+~h v=r—»h

Bez uzycia wszakZe kola nie mozemy, ograniczajac sie
do nasZych $rodkéw pomocniczych, wykreslié odcinka Fr*—h2,
lub réwnowaznego dla nas: Vﬁ;; nie mozemy tedy znales¢ punktu X.

Zagadnienie c') daje si¢ z atwoscig sprowadzi¢ do ogdlnego
przypadku zagadnienia b’). Jakoz niech X (fig. 2) bedzie punktem
szukanym, tak ze AX=r, A'X=1+"; niech dalej X P bedzie prosto-
padta do 4A4"; oznaczmy AA'=d. Jezeli O jest érodkiem odcinka
AA’. to znajdujemy:
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_ Pt ) e—r)
OF = 24 2d ’

odcinek ()P moze zatem byé wykreSlony, jako czwarty odcinek
proporcyonalny do odcinkéw r-}r/, r~#' i 2d. Znajac za$ OP, mo-
zemy wykresli¢ i prostg PX i tym sposobem rzeczywiscie sprowa-
dzamy zagadnienie c’) do ogdlnego przypadku zagadnienia b’); przy
naszych érodkach zagadnienie c’) jest przeto dla nas nierozwia-
zalnem.

Z rozwazania powyZszego wyciggamy wnioski nastgpujace:
Jezelizadanie Konstrukcyjne, rozwiazalne za
pomocg liniatu i cyrkla, nie moze by¢ roz-
wigzane przez prowadzenie prostych iprze-
noszenie odcinkdéow, to przyczyna tego tkwi
w tem, Ze przy rozwigzywaniu nie mozna
ominag¢ wykres$lenia wyrazenia Va? —y? albo
rbwnowaznego mu wyrazenia Vry, gdzie odcinki
21y sagdane lubwykreslone. Skoro za$ prze-
ciwnie, udaje sierozwigzaniunadaé postad ta-
ka, aby nie okazata sie potrzeba wykreélenia
wyrazenia Va?—y? albo Vay, to uzyciecyrklado
kreslenia kota nie jest koniecznemirozwiagza-
niemoze byé naszemi érodkami wykonane. Bio-
rac pod uwage zasade jednorodno$ci wyrazen analitvcznych w geo-
metryi, przekonaé sie mozemy, ze wszelkim wyrazeniom, dajacym
sie przy zastosowaniu naszych Srodkéw wykresli€, nada¢ mozna
postaé taka, aby w sklad ich wchodzito 5 dziatan, przytoczonych
we wstepie.

Zauwazy¢ wypada, Ze skoro jeden punkt X, czyniacy zados¢
warunkom zagadnienia b’) Iub c’) jest wiadomy, to drugi takiz
punkt ¥ znajdujemy z fatwoscia, ¥ bowiem jest symetryczny z X
wzgledem prostej A P (fig. 1) lub odp. wzgledem prostej 4.4’ (fig. 2).

Przechodzimy teraz do konstrukcyj, majacych znaczenie pod-
stawowe; miedzy innemi rozwigzemy tez zagadnienia, na ktore po-
przednio si¢ powotywalismy. '
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§ 2. Konstrukcye zasadnicze, wykonane przez prowadzenie prostych
i przenaszenie odcinkiw.

I. Przez punkt A poprowadzi¢réownolegia
do prostej a (fig. 3).

Przez A prowadzimy jakakolwiek prosta, przecinajaca prosta
e w punkcie B, i odcinamy BC=AB, przez C prowadzimy znowu
jakakolwiek prosta, ktora niech przetnie prosta @ w punkcie D; od-
cinamy DE=CD ilaczymy A z E, prosta AE jest wtedy rowno-
legta do a.

Konstrukcya ta wymagata 5 wykreslen elementarnych (przez
,,wWykreslenie elementarne* rozumiemy tu poprowadzenie jednej
prostej albo przeniesienle jednego odcinka).

Zauwazmy, ze przy tej Konstrukcyi nie jest koniecznem, aby
prosta a byla nakreslona; do&¢ jest znaé 2 jej punkty, Kktére wtedy
przyjmujemy za punkty Bi D. '

Skoro umiemy prowadzi¢ réwnolegte, to tatwo wtedy, wedtug
metod podawanych w podrecznikach, mozemy dzieli¢ odcinek dany
na dwie czesci w danym stosunku; mozemy dzieli¢ odcinek na do-
wolng liczbe czesci rownych (w szczegdlnosci na dwie); dalej mo-
zemy wykreéli¢ figure, podobna do danej figury, zloZonej z linij
prostych i punktéw, przyczem zaréwno Srodek podobienstwa, jako
tez stosunek podobieistwa moga by¢ dowolnie dane. Mozemy |
rowniez do trzech danych odcinkow wykreslic czwarty proporcyo-
nalny, i w ogéle jestesmy w stanie wykresli¢ wszelkie wyrazenia
wymierne, o ile tylko ich spdtczynniki liczbowe sa wymierne.

2. Wykresli¢ jakikolwiek katprosty z wierz-
chotkiem wdanym punkcie 4 (fig. 4).

Prowadzimy przez jakakolwiek prosta A4 i nadto inng prosta,
przecinajaca poprzednig w jakims$ punkcie B. Na tej drugiej prostej
odcinamy dlugo$¢ AB od punktu B w obie strony; niech bedzie:
BD=BC=BA. Polaczywszy punkt 4 z punktem C i z punktem
D, otrzymamy kat prosty CAD. '

Konstrukcya ta wymagala 5 wykreélen elementarnych.

‘Umiejac kresli¢c katy proste, umiemy tez, na zasadzie twier-
dzeniaPytagorasa wykreslaé wyrazenia ksztattu ¥V 2% 4 2, gdzie
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x i y sa odcinki wiadome. Przez wielokrotne stosowanie kreélenia
rownolegtych i katow prostych, mozemy wykresla¢ wszelkie wyra-
Zenia, zawierajace pierwiastki kwadratowe. z sum kwadratéw wy-
razen takich, ktore wykresli¢ umiemy; (jezeli np. chcemy wykre-
8li¢ odcinek w="Vx24y?+ 22, to kredlimy najprzéd uw="Va?5-42,
nastegpnie odcinek w="V1u?-22)

Zbytecznem chyba jest doda¢, ze wyrazenia, ktdre wykresli¢
chcemy, musza by¢ jednorodne pierwszego wymiaru; gdyby byto
inaczej, mozna je do takiej formy sprowadzi¢ przez odpowiedni do-
bor jednostki dtugosci.

Cossie tyczy spotczynnikow liczbowych, to zbytecznem jest teraz
ograniczenie, aby byly wymiernemi; moga one by¢ liczbami niewy-
miernemi ksztattu Vm (gdzie m jest liczbs wymierna), albo, ogol-
niej, liczbami niewymiernemi, powstatemi z liczb wymiernych przez
wielokrotne stosowanie pieciu dzialan: 4y, x—y, gy, x:y,
Vzi+ty? Dla uzasadnienia tego twierdzenia wystarczy pokazac,
ze mozna wykreslié wyrazenie ksztattu al/n, gdzie a jest odcinkiem
danym, a = liczbg naturalna; bardziej skomplikowane przypadki
sprowadzaja sie do tego przez Kkolejne kreslenie réwnoleglych i sto-
sowanie twierdzenia Pytagorasa. Ze za$ aVn wykreslone
byé moze, jest zupelnie jasnem, napisa¢é bowiem mozemy
aVn = Va?J}-a’+.....+a?, gdzie suma pod znakiem pierwiastka
sklada sie z m dodajnikéw. Oczywiscie nie potrzeba wykresla¢
wszystkich odcinkéw: aV2, al3, .. ... , aVn—1, aby otrzymaé od-
cinek aV/m; jezeli np. chcemy wykresli¢ odcinek aV5, to dos¢ jest
wykreslié trojkat prostokatny z bokami a i 2a; jego przeciwprosto-
katna bedzie aV5. Jako przyklad bardziej ztozony wezmy odci-
nek a V 33 — 12 V2. Znajdziemy z latwoscia, ze 33 — 1212

— 49 L 2V2-3), a wiec: al/33—12V2 =)/ (4a)*+(2aV2—3a)’.
Kreslimy najprzdd trojkat rownoramienny prostoka‘!:ny o bokach,

réwnych 2a; jego przeciwprostokatna jest 2a¥2; nastepnie znajdu-
jemy odcinek 2aV2—3u i kreslimy trojkat prostokatny o bokach
4a i 2aV2—3a; przeciwprostokatna tego trojkata przedstawia od-
cinek zgdany..
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Jezeli wyniki niniejszego artykulu zestawimy z poprzednim,
to dojdziemy do wniosku, ze do rozwiazania wszystkich w ogole
zadan, jakie za pomoca naszych $rodkéw pomocniézych moga by¢
rozwigzane, wystarczaja w zupetnosci dwie konstrukcye, podane
w artykule niniejszym. Pomimo to podamy tu jeszcze rozwigzania
kilku prostych zagadnien, noszacych rowniez charakter zadan pod-
stawowych, a to w celu wyloZenia najprostszego sposobu ich wy-
Kreslenia.

3. Spusci¢ zpunktu A prostopadla na pro-
sta a (fig. 5).

Kreslimy jakikolwiek kat prosty z wierzchotkiem w A4 (zag. 2);
ramiona jego niech przetna prostg ¢ w punktach Bi C. Odcinamy
nastepnie BD=BA i prowadzimy przez D réwnolegla do CA (zag.
1); réwnolegta ta przetnie prosta BA w punkcie E; odcinamy tedy
BF=BEitaczymy A z F, prosta AF jest szukang prostopadta.

Konstrukcya ta wymagata 12 wykreslen elementarnych.

4. Wykre$lié prostopadta do prostejaw pun-
kcie A.

Prowadzimy jakakolwiek réwnolegla (zag. 1) i spuszczamy
z A prostopadla na te réwnolegla (zag. 3), albo tez kreslimy
jakakolwiek prostopadts do a (zag. 3) i prowadzimy przez A réwno-
legta do tej prostopadlej (zag. 1).

Do kazdej z tych konstrukcyj potrzeba 17 wykreslen elemen-
tarnych.

5. Przeniesé¢ katdany.

Niech dany bedzie kat MON (fig.6) i niech wymaganem bedzie
wykresli¢ kat, jemu réwny, tak, aby ramie jego znajdowato sie na
prostej a i miato okreslony kierunek, i aby wierzchotek byt w pun-
kcie 4. Kreslimy jakgkolwiek prostopadla do ON (zag. 3) i two-
rzymy w ten sposéb trojkat prostokatny PO@); nastepnie odcinamy
na prostej & w oznaczonym kierunku odcinek A B=O0P, kreslimy
prostopadtg do @ w punkcie B (zag. 4), odcinamy na niej BC=P@Q
ilgczymy A z C, kgt BAC jest wtedy katem zadanym (32 wykre-
Slenia elementarne).

6. Podzieli¢ katdany nadwie cze$Sci roOwne.

Kat dany niech bedzie MAN (fig. 7). Na jednem ramieniu
np. na A M, obierzmy dwa punkty dowolne: Bi D, na drugiem za$
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odetnijmy AC=AB, AE=AD: potaczmy nastepnie Bz E, Cz DD
i wreszcie punkt A z punktem F, w ktérym sie przecinaja BE'i CD,
prosta A F dzieli wtedy kat M AN na dwie réwne czesci (5 wykre-
$lerr elementarnych).

Zaznaczamy tu, iz przez prowadzenie prostych i przenosze-
nie odcink6w mozna podzieli¢ na dwie czesci rowne kazdy kat dany,
czy to ukosény (zag. 6), czy tez péipelny (zag. 4) ). Zobaczymy po-
nizej, Zze mozna tez, odwrotnie, przez prowadzenie prostych i dzielenie
katéw na dwie réwne czesci przenosié dowolny odcinek w sposéb
oznaczony, tak ze dwa te wykreslenia: przenoszenie odcinkow
i dzielenie katéw na dwie czesci rowne okaza sie (obok konstrukcyj
liniowych) rownowaznemi.

Zastosujemy teraz wykreslenia artykutu niniejszego do roz-
wiazania zagadnien bardziej zlozonych.

§ 3. Przyktady na rozwiqzywanie zagadnier konstrukcyjnych przez
prowadzenie prostych i przenoszenie odcinkow.

1. Kre$lenietrojkatow. ‘

Przez proste zastosowanie zagadnienia 3 (§ 2) mozna wy-
kresli¢ tréjkat, znajac dwa jego bokiikat mie-
dzy niemi zawarty. Przez dwukrotne zastosowanie tegoz
zagadnienia mozna wykres$li¢ trojkat, znajgc jego
bok i katy przylegte. Nie jesteémy w stanie wykre-
§li¢ trojkata, ktédrego trzy boki sa dane (por. zag.
2,§1). Przez zastosowanie zagadnien 3i5 (§ 2) mozemy w y-
kresli¢ trojkat prostokatny, znajac przeciw-
pfostokatng i katostry.

2. Wyznaczyé koto (t.j. jego $rodek i promien), wpi-
sane wtréjkatdany.

Srodkiem kota szukanego jest punkt przecigcia prostych, dzie-
lacych dwa katy trojkata na dwie czesci rowne (zag. 6, § 2); pod-

) Katem ,.p()lpélnym“ nazywamy kat 180°, mniejrzy za& kgt nazywamy
,ukosnym«. :
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stawy prostopadtych, spuszczonych ze $rodka na boki trojkata
(zag. 3, § 2), sa punktami stycznosci kota wpisanegd.

3. Kreé$lenierozmaitychelementow kota.

Aby wyznaczyé $érodek kota, danego przez
trzy punkty jego okregu A, B, C, prowadzimy prosto-
padie do dwéch z odcinkéw A B, BC, CA w ich s$rodkach, punkt
przecigcia tych prostopadlych jest $rodkiem szukanym. Wyzna-
czywszy Srodek, mozemy z tatwoscia wykresli¢ styczne
do kota w punktach danych. Chcgc jeszcze wykre-
§li¢ stycznag, ro6wnolegta dodanejprostej a, spu-
szczamy ze $rodka O prostopadta na prostg a, na tej prostopadiej
odcinamy od O odcinek réwny OA i przez koniec odcinka prowa-
dzimy réwnolegla do prostej «, Kktéra to rownolegla jest styczng
zgdana.

‘Mozna tez z tatwoscia wy kresli¢ biegunowa pun-
ktu M wzgledem poprzedniego kota (fig. 8). Wtym
celu tagczymy punkt M z dwoma punktami danemi, np. z 4 i B
i spuszczamy z O prostopadte OPi 0@ na MA, odp. MB; naste-
pnie odcinamy PA'=PA, QB'=Q@B i prowadzimy proste ADB,
A'B, AB', A'B; prosta, laczaca punkt przecigcia prostych 4B
i A’B’ z punktem przeciecia prostych AB' i A'B, jest biegunowa
punktu M wzgledem kota, wyznaczonego przez punkty 4, B, C.

Niech wyznaczone bedg dwa kota, kazde
przez trzy punkty; niech mianowicie punkty A, B, C (fig. 9)
wyznaczaja jedno koto, a punkty 4’, B', C' — drugie; wspélnych
stycznych wprawdzie wykresli¢ nie mozemy, mozemy natomiast
wykresli¢ proste, taczace punkty styczno$ci
wspolnych stycznych. Znajdujemy przedewszystkiem
$rodki O i O' obydwéch két, taczymy O’z A’ i prowadzimy
przez O réwnolegla do A’0"; na tej rownoleglej odcinamy od pun-
ktu O w obie strony odcinek U4; niech bedzie OM=O0M,= OA.
Niech proste 00’ i M A’ przecinajq si¢ w punkcie S, a proste 00’
i M; A’ — w punkcie §;; punkty Si 8, sa $rodkami podobienstwa
obydwdch két, a biegunowe tych punktow sa prostemi zadanemi.
Jezeli wypadnie, ze jedna z tych biegunowych nie przecina kota
odpowiedniego (co stwierdzamy przez wyznaczenie odlegtosci $rod-
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ka kota do tej biegunowej), to odpowiednia para stycznych' jest
urojong, abiegunowa w tym razie jest tak zw. ,cieciwa idealng
stycznosci. “

Znalesé oS pierwiastnadwoéch kot danych
(przez trzy punkty okregu, albo przez $rodki i promienie). Niech
A, A’ (fig. 2) beda srodki kot, », » — ich promienie; oznaczmy
AA'=d i niech bedzie 40=04"; odlegloé¢ punktu O od osi pier-

Y (o ——
wiastnej jest wowczas: OP = W (§1). Wykresliwszy

to wyrazenie, oznaczamy punkt O, nastepnie punkt P, prostopadta
za$ do AA’ w punkcie P jest osia pierwiastna kot danych. '

4. Zadanie Apolloniusza: wyznaczy¢ koto,
stycznedo trzech kot danych.

Zadanie to nie moze byé, przy uzyciu naszych $rodkéw, roz-
wiagzane (trzy kola dane sa naturalnie tylko przez odpowiednie ele-
menty wyznaczone, nie za$ nakreSlone, w przeciwnym bowiem
razie zadanie moze by¢ rozwigzane przez zastosowanie Kon-
strukcyj Steinerowskich). Niemozliwo$¢ rozwiazania rozpatry-
wanego zadania wykazemy w sposob geometryczny, dowodzac, ze
nawet pewien szczegélny przypadek tego zadania nie daje si¢ przez
uzycie naszych srodkéw rozwiazaé; szczegdlniejsze to zagadnienie
brzmi: wyznaczy¢ kotostyczne do danego kota
idodwoéch danych prostych. Zadanie to uprocimy
przez rozumowanie nastepujace: Niech O (fig. 10) bedzie $rodek,
a OK promieri kota danego; dane proste niech beda ABi AC.
Oznaczmy przez X $rodek Kkota szukanego; potaczywszy X z 0,
wezmy OP=0K i spus¢émy z punktu X prostopadte XM, XN
na AB odp. AC, wtedy bedzie XM=XN=XP. Przedluzmy
nastepnie XM, XN tak, aby bylo MS=NR=O0K, wtedy be-
dzie: XO=XS=XR. Jezeli teraz przez § i LR poprowa-
dzimy rownolegle do AB i odp. do AC i zauwazymy, ze te row-
nolegle moga by¢ bezposrednio wykreélone, to zobaczymy, ze
ostatnio wypowiedziane zadanie sprowadza si¢ do nastgpujacego:
wyznaczyé koto, przechodzace przezdany punkt
istycznedo dwoéch prostych danych. Nierozwia-
zalnosci za$ tego ostatniego zadania dowiedziemy w ten sposéb, ze
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wykazemy, iz jego rozwiazanie prowadziloby do rozwiazania za-
dania b” § 1, w przypadku ogdélnym, zadanie to za$ jest, jak wiemy,
przy naszych Srodkach pomocniczych nierozwigzalne.

Przypusémy wiec, ze umiemy wyznaczyé kolo, przechodzace
przez dany punkt i styczne do dwoch prostych danych. Niech wy-
maganem bedzie znale$¢ na danej prostej a (fig. 11) punkt, ktérego
odlegto$¢ od punktu 4 bytaby réwng danemu odcinkowi I. Na pro-
stej, dowolnie przez punkt 4 poprowadzonej, wezmy odcinek
AB=1i poprowadzmy przez B prostopadta do AB (zag. 4, § 2),
prostopadta ta przetnie prosta a w punkcie (; potaczmy C z A
i wykre$lmy kat .~ ACD = ~ ACB (przez zastosowanie zaga-
dnienia 3, § 2). Obierzmy nastepnie na prostej a dowolny punkt
M i wyznaczmy $rodek Kkota, przechodzacego przez punkt M
i stycznego do prostych CB i CD; wedlug zalozenia znaj-
dziemy przynajmniej jeden taki $rodek N (istnieja oczywiscie dwa
kota, czyniace zados¢ warunkom). Punkt N lezy z pewncécia na
prostej CA; jezeli teraz polaczymy N z M i poprowadzimy
przez A réwnolegla do NM, to przetnie ona prosta @ w punkcie X
takim, ze 4X=I. Rozumowanie to dowodzi prawdziwosci naszego
twierdzenia.

Réwniez nierozwigzalnym jest dla nas nastgpujacy inny szcze-
goélny przypadek zadania Apolloniusza: wyznaczyc¢ koto,
przechodzace przezdwa dane punktyistyczmne
dodanej prostej lubdo danego (nie nakres$lo-
nego) kota,

Jako przyktad zadan na wyznaczenie kota, rozwiazywalnych
przez prowadzenie prostych i przenoszenie odcinkéw, wskazemy
zadanie nastgpujace: wyznaczy¢ koto,stycznedodwéch
danych prostych, albododwéch danych (nie na-
kreslonych) két, albotez dodanej prostej i da-
nego (nienakre$lonego) kota, przytem do jednej
ztychlinijwdanympunkcie.

5. Zadanie Malfattiego: w dany trojkat wpisac
trzy kota tak, aby kazde z nich bytostycznedo
dwéch két pozostatychidodwoédch bokow trdj-
kata,
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Rozwigzanie syntetyczno geometryczne tego zagadnienia, da-
ne przez Steineral), jest bardzo pieknei proste, lecz wymaga
uzycia cyrkla; natomiast nasze $rodki pomocnicze wystarczaja w zu-
petnosci do wykreélenia tego zadania wedlug wzoréw, ktére M a l-
fatti sam otrzymat byt droga rachunku (,Memoria Sopra un pro-
blema stereotomico ?) di Gianfrancesco Malfatti“, ogloszone w, Me-
morie di matematica e di fisica della Societa italiana delle scienze®,
tom X czes¢ I, Modena 1803, str. 235 1 nast.). ‘

Niech dany trdjkat bedzie ABC (fig. 12). Podzielmy kazdy kat
jego na dwie czesci réwne i niech 0 bedzie punktem przecigcia dwu-
siecznych. Oznaczmy przez K, L, M $rodki két szukanych i spusc¢-
my z tych punktéw prostopadie KP, L), MR na odpowiednie boki
trojkata: A B, BA CB. Oczywiscie potrafimy znales¢ punkty K, L, M,
gdy znajdziemy punkty P, @, R. Niech r bedzie wspdlng diugoscia
prostopadtych OD, OF, OF, spuszczonych z punktu O na boki
trojkata; oznaczamy jeszcze: AK =¢s, BF —t, CD=u. Odcinki
7,5, t, % mozemy z latwoscia wykreslic. Nieznane nam odcinki
AP, BQ, CR oznaczmy odpowiednio przez z,y, 2. Celem wyzna-
czenia iloSci x, y, # wyprowadza Malfatti roéwnania nastepujace:

1) Rozwigzanie Steinerowskie podane bylo bez dowodzenia wr. 1526
w rozprawie: ,Einige geometrische Betrachtungen® (Crelle's Journal, t.1, str
161) i nast.; w Zbiorze dziet t. I, str. 19 i nast.). Dowodzenie tego rozwiy-
zania, oparte na rozumowaniach ezysto-geometryeznych w duchu Steinera,
podal r. 1874 Schroter: ,Die Steiner‘sche Auflisung der Malfatti‘schen
Aufgabe“ (Crelle‘'s Journal, t. 77, str. 230 i nast.). W praecy Schriotera znaj-
duje si¢ tez przeglad krytyezno-historyezny literatury o zadanin Malfatti‘ego.
Inne, zupelnie elementarnc dowodzenic geometryezne rozwigzania Steinerow-
skiego daje J. Petersen w dzietkn: ,Metody i teorye rozwigzywania zadan
geometryeznych konstrukeyjnyeh“ (przekiad polski K. Hertza, Warszawa
1881); jeszeze inne, réwniez proste syntetyczne dowodzenie Har ta podane jest
w znanym podreezniku: Roueh é i Comberousse: ,Traité de géométrie
(Paryz, wyd. 6, 1891, t. 1 str. 295 i nast.).

%) Zadanie dane bylo Malfatti‘emu, jako stereotomiczne;
pierwotne jego brzmienie bylo nastgpujgce: ,Dato un prisma retto triangolare
di qualunque materia come di marmo, cavare da esso tre cilindri dell’ altezza
del prisma e della magior grossezza possibile correspettivamente, o in conse-
guenza col minor avanzo possibile di materia avuto riguardo alla voluta gros-
sezza''.
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2
x—}—y—l—-ﬁ’;l’wy-—-s—{—t,
2y —
?/+z+mV?/Z=t+",
z+q;+%l’?i=u—i—s

i podaje nastepujace rozwigzanie tego uktadu réwnan:

2=s4ttu—r+Vr st —Vri4 2 —Vrfu?,
Qy=s+t+uw—r—Vr24 24+ Vr2 2 —Vr 4+ u?,
2e=s+t+u—r—Vrt-Fs?—Vri 24 Vr* 4 u?,

Na zasadzie tych wzordéw znajdujemy odcinki AP, BQ, CR

W ten sposdb: kreslimy najprzéd odcinek OA-+ OB 0C=a, potem

odcinek ACH+BD =0, z figury widzimy, ze @ = b; krelimy nastep-

nie odcinek @ — b+ OE=2¢, wéwczas jestt AP= 04 —y¢,
BQ=0B—¢, CR=0C—c.

6. Wykres$lenie tr6jkata [oremnego.

Niech dany bedzie promien 7 kota opisanego; wtedy bok troj-
kata jest 73, a wysokosé 3—:; na zasadzie tych wzoréw mamy

konstrukcye nastepujaca:
Wykreélamy tréjkat rownoramienny prostokatny 4 BC (fig. 13)
r

o bokach 77‘; jego przeciwprostdka,tna jest > v 5; w A prowadzi-

my prostopadlg do AC i odcinamy A'D = _ZZ— , wtedy bedzie

DC = Trl@'. Przedtuzamy nastepnie CD i bierzemy DE=CD;

w D prowadzimy prostopadia do CE i odcinamy DF=3AB=§21 ;

potaczywszy F'z C i E otrzymamy zadany trojkat CEF.

Wykreslimy jeszcze tréjkat foremny przy innych danych wa-
runkach,
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Wykres$li¢ trojkat foremny, ktérego bok
AB jest dany (fig. 14).

Dzielimy odcinek AB na potowy w punkcie C, prowadiimy
przez A do A B prostopadts i bierzemy na niej AD=AC; taczymy
nastepnie D i C, kreslimy. w D prostopadta do DC i odcinamy na
niej DE=AC, potem kreslimy prostopadts do AB w punkcie C
i odcinamy CF=CE, wtedy jest ABF trjkatem zadanym.

Wykreéli¢ trojkat foremny z jednym wierz-
chotkiem wdanym punkcie 4 i dwoma drugie-
mi, lezg'cemi odpowiednio na danych prostych
aib (fig. 15).

Spuszczamy z punktu A4 prostopadia AC' na prosta a i prowa-
dzimy przez A réwnolegla do a; na réwnolegtej odcinamy AD=AC,
taczymy D z Ckreslimy w D prostopadta do DC; bierzemy na niej
DE=AC i nastepnie na prostej a odcinek CF= CE. Jezeli pota-
czymy Fz A, to bedzie ~ FAC=60° Na AF odcinamy AG=AC
i kreslimy w @ prostopadiag do AF, niech ta prostopadia przetnie
prosta b w punkcie K, wowczes K jest wierzchotkiem trojkata szu-
kanego. Trzeci wierzchotek I otrzymamy, biorac na prostej a od-
cinek CL=GK.

Wykresli¢ najwiekszy trojkat foremny, kté-
rego boki przechodza odpowiednio przez trzy
punkty dane: 4, B, C (fig. 16). '

Kreslimy najprzéd trojkat ABC i na kazdym boku tego trdj-
kata kreslimy trojkat foremny, lezacy catkowicie zewnatrz tréjkata
ABC (na fig. trzy te trjkaty nie sa oznaczone): wyznaczamy na-
stepnie Srodki D, K, F tych 3-ch trojkatow foremnych; punkty
D, E F sg wierzchotkami rowniez trdjkata foremnego. Wreszcie
przez punkt 4 prowadzimy réwnolegla do prostej E'F (prostej EF
kreslié nie potrzeba—patrz zag. i, § 2), przez B—réwnolegla do F.)
i przez C—réwnolegla do DE; tréjkat, utworzony przez te trzy
réwnolegle, czyni zado$¢ warunkom.

7. WykresSlenie pieciokata foremnego.

Niech dany bedzie promien » kota opisanego. Oznaczmy bok
pieciokata zadanego przez a, , a promien kota wpisanego—przez
05, wtedy mie¢ bedziemy :
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a5=%rl/ 10—2V5, 95=%r(V'5_+ 1).

Wystarczy opisaé¢ konstrukcye dtugosci a; i g;, gdyZz majac te od-
cinki, mozemy wykreéli¢ tréjkat réwnoramienny o podstawie a,
i wysokosci g,; pozostanie wtedy tylka powtérzy¢ 6w tr6jkat. Dla
otrzymania a, i o, kreslimy tréjkat prostokatny ABC (fig. 17)

o bokach: AB= I— i BC = —;— ; przeciwprostokatna AC jest rowna:

— rV'5. Przedtuzamy nastepnie AC i odcinamy CE= cD="1_

4 7

w D kre$limy prostopadla do AC'i bierzemy na niej DF = —, po-
1
taczywszy 4 z F, mie¢ bedziemy: AF’ =5 AE= 0

8. Wykreslenie dziesieciokata foremnego.

Dziesieciokat foremny latwo jest otrzymac z pigciokata fo-
remnego, prostsza wszakze jest nastgpujaca konstrukcya niezalezna.
Oznaczamy przez a,,, o,, i 7 odpowiednio: bok dziesieciokata forem-
nego, promien kota wpisanego i promien Kota opisanego; ten ostatni
uwazamy za dany i pragniemy wykresli¢ a,, i 9,0 Mamy oczy-
wiscie:

1 R
alo=?‘r(l/5—l),elo—? I/ 10—'—2,/5 .

Kreslimy trojkat prostokatny ABC (fig. 18) o bokach: AB =-;—
i BC= %; przediuzamy przeciwprostokatna i odcinamy CD=CE

4 ; w D kreslimy prostopadla do 4D, bierzemy na niej DF=%
ilaczymy A z F, wtedy jest AE = % Uyos AF = gy .

(]

Wiad. mat. IV. 1800.
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§ 4. WykresSlenia zasadnicze przez dzielenie kqtow na dwie rdwne
czgsci; ich stosunek do wykresler przez przenoszenie odcinkiw.

Zamierzamy teraz zbadad, jakie wykreslenia wykona¢ zdotamy,
jezeli za dostgpne nam wykreslenia elementarne uwazaé bedziemy
prowadzenie prostych i dzielenie katéw na dwie czesci rowne.

Dla utatwienia zakladamy z goéry, Ze nietylko katy uko$ne
umiemy dzieli¢ na potowy, lecz réwniez kat pétpetny, t j. Ze bez-
posrednio mozemy wykresl'¢ prostopadla do prostej danej w punkcie
danym. Zatezenie to badz co badZ nie ogranicza w niczem ogdl-
nosci naszych rozumowan; wykazemy bowiem natychmiast, zZe
z zaltozenia, iz tylko katy ukosne umiemy bezposrednio dzieli¢ na
dwie czeSci rowne, wyplywa mozliwos¢ takiegoz dzielenia i kata
polipetnego. ) ,

Jakoz, niech wymaganem bedzie wykréélié prostopadlag do
prostej AB w punkcie C (fig. 19). Poprowadzmy przez C jakakol-
wiek prostg DE i podzielmy na dwie czeéci rowne kat BCE, jako-
tez przylegty do niego kat BCD); dwusieczne niech beda CF'i C(;
oczywiscie sg one do siebie prostopadie. Podzielmy nastgpnie na
potowy katy BCF i FCE, oraz katy, do nich przylegle; otrzymamy
tedy proste C'I i C'H i prostopadte do nich proste CL i CK. Uwa-
zajmy teraz pek promieni C' (HF @) jako rzutowo pokrewny z pekiem
((K@L), przyczem promieniom CH, CF, C'I pierwszego peku niech
odpowiadaja promienie 'K, G, CL drugiego peku: poniewaz te dwa
peki maja 3 pary odpowiednich promieni do siebie prostopadtych,
to kazde dwa odpowiednie promienie tych pekéow sa do siebie pro-
stopadte. Wyznaczmy tedy w peku C'(KG L) promien CX, odpo-
wiadajacy promieniowi CB peku C (HFI), wéwczas promien (X,
jako prostopadty do CB, bedzie rozwigzaniem naszego zadania.
Promien CX wykresla sie za pomocg konstrukceyj liniowych, wedtug
metod, podawanych w kazdym podregczniku geometryi rzutowe;j ').

) Np. Steiner-Schrater:,Die Theorie der Kegelschnitte. Lipsk
1876 (2 wyd.) § 10. Chasles: ,Traité de géométrie supérieure. Paryz 1880
(2 wyd.), str. 73 i nast. Von-Staudt: ,Geometrie der Lage*. Norymberga
A 847, str. 53. ‘
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Nie jest to zatem zadne ograniczenie, skoro odrazu zakladamy,
2e mozemy rowniez katy polpelne dzieli¢ na dwie czeSci rowne;
podziat taki kata potpetnego, t. j. wykreslenie prostopadtej do danej
prostej w danym jej punkcie, uwazamy za wykreslenie elementarne.

Wstepne wykreélenia zasadnicze poprowadzimy w takim po-
rzadku, aby najkrotsza droga dojs¢ do przenoszenia odcinkow.

1. Podwoi¢ dany odcinek AB (fig. 20).

W punkcie 4 kreslimy prostopadia 4 C' do prostej AB i dzie-
limy kat prosty CAB na potowy, tworzac kat DAB = 45% w B
kreslimy do prostej 4B prostopadta, przecinajaca prosta AD w pun-
kcie K wreszcie w punkcie I kreslimy kat BEX = 45°, ktérego’
bok przecina przedluzenie prostej 4B w punkcie X takim, ze
AB= BX. :

Do konstrukeyi tej uzyto 5 wykreslen elementarnych.

2. Przez dany punkt poprowadzi¢ réwnolegts
do danej prostej.

Mozna zadanie to rozwiazaé zupelnie tym samym sposobem,
jak zadanie 1 w § 2, gdyz na mocy zadanija poprzedniego mozna
bedzie wyznaczy¢ odcinek BC=A B (fig. 3), oraz odcinek D= CD.
Konstrukcya ta wymagataby 13 wykreélen elementarnych. Prost-
szg, bo wymagajaca tylko 11 wykreslen elementarnych, jest kon-
strukcya nastegpujaca. oparta na wilasnosciach harmonicznych
czworokata zupetnego.

Niech zadanem bedzie poprowadzenie rownolegtej do prostej
a przez punkt A (fig. 21). Obierzmy na « dowolny odcinek B(
i podwojmy go, tak ze C'D == B(. Nastepnie wykre$lmy proste
AB i AD, potem dowolnie obrany na prostej A B punkt E potaczmy
z punktami C'i D, proste KC'i AD przetng si¢ w pewnym punkcie
F, poprowadZmy prostg BF, ktéra przetnie prostg ED w punkcie
@; prosta A@ jest tedy zadana rownolegls do a.

3. Dany odcinek przenie$é rownolegle.

Mamy wykresli¢ odcinek, réwny odcinkowi 4B, réwnolegly
do niego i jednakowo z nim skierowany, przyczem poczatkowy

punkt C jest dany. W tym celu prowadzimy prostg AC, przez B
kreslimy réwnolegla do AC, a przez C réwnolegla do AB; niech te
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dwie rownolegte przetna si¢ w 1; wtedy CD jest zadanym odcin-
kiem (23 wykr. elem.).
4. Obroci¢ dany odcinek okoto jednego z koncow.

Niech dany odcinek bedzie 4B (fig. 22); przez A niech dany
bedzie promienn AC; nalezy na AC od punktu A odcigé dlugosé
‘rdéwng odcinkowi A B. Prowadzimy w tym celu przez B prosta BD),
réwnolegta do AC, i dzielimy kat ABD na potowy; dwusieczna
przetnie prosta 4C w pewnym punkcie £, wowczas bedzie AJ
zgdanym odcinkiem (12 wykr. elem.).

5. Odcig¢ odcinek dany na danej pnostej od da-
nego punktu w danym kierunku.

Zatézmy, ze odcinek 4B (fig. 23) nalezy odcigé na prostej
a od punktu C w kierunku, wskazanym strzatka. Wykreslamy
w tym celu odcinek CD, réwny odcinkowi AB- i dofi rownolegty
(zag. 3) i nastepnie Kreélimy na prostej « w danym Kkierunku od-
cinek CE, réwny CD (zag. 4), (35 wykr. elem.).

Dowiedlismy tym sposobem to, do czego zmierzali$my, miano-
wicie, ze przez kreslenie prostych i dzielenie katéw na dwie czesci
rowne mozna przenosi¢ odcinki dowolne. Wiadomo nam jest, jak
mozna, odwrotnie, podzieli¢ na dwie czeéci rowne kat dowolnie
dany przez kreslenie prostych i przenoszenie odcinkéw. Dwie te
konstrukcye: przenoszenie odcinkéw i dzielenie katow na dwie cze-
$ci rowne sa wiec pod pewnym wzgledem réwnowazne: wszystkie
konstrukcye, jakie moga by¢ wykonane przy uzyciu jednego z tych
wykreslen elementarnych (naturalnie, obok kreslenia prostych), - sa
takze wykonywalne przy uzyciu drugiego. Wszystko, co w § 1
powiedziano o mozliwosci (odp. niemozliwosci) rozwigzania za-
dania konstrukcyjnego przez kreSlenie prostych i przenoszenie
odcinkéw, stosuje sie zaréwno i do tego przypadku, gdy zamiast
mozliwosci przenoszenia odcinkéow zatozymy mozliwosé dzielenia
katéw na dwie czesci rowne; wszystkie zagadnienia, ktore rozwig-
zane zostaly w § 21 § 3, dajg sie tez rozwigza¢ przez dzielenie ka-
tow na dwie czeSci rOwne; te za$, ktore sie tam okazaly nierozwig-
zalnemi, nie moga tez byé rozwiazane przez rzeczone dzielenie
katow.
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ROZDZIAL ]I

Konstrukcye z zastosowaniem 'dzielenia katéw na trzy réwne
czesci.

§ 1. Konstrukcye zasadnicze, wykonane przez kreslenie prostych
i dzielenie kqtow na trzy rdwne czesci.

Jezeli zestawimy dwie dziedziny zagadnien: 1) rozwigzywal-
nych za pomoca Kkreélenia prostych i dzielenia katow na trzy rowne
czesci, oraz 2) rozwigzywalnych przy uzyciu wykreélert elementar-
nych poprzedniego rozdzialu, to okaze sie, Zze Zadna z nich nie sta-
nowi odtamu drugiej, lecz obie posiadaja czes¢ wspdlna. W arty-
kule niniejszym zajmiemy sie¢ wtasnie zagadnieniami tej czesci
wspdlnej. Ze rzeczywiscie zadna z dwéch wymienionych dziedzin
zagadnien nie stanowi odtamu drugiej, jest rzecza widoczna, gdyz
z jednej strony niemozliwo$¢ podzielenia kata na trzy rowne czesci
przy uzyciu liniatu i cyrkla jest faktem dobrze znanym '), a zadania
poprzedniego rozdziatu stanowig wszak cze$é zadan, rozwigzywal-
nych przy uzyciu liniatu i cyrkla; z drugiej strony przez trysekcye
katow nie mozna osiggnaé podzielenia dowolnie danego kata na
dwie czesci rowne, albowiem dzielenie kata na dwie cze$ci rowne
jest analitycznie rGwnowazne rozwigzaniu réwnania kwadratowego,
dzielenie za$ kata na trzy réwne czesci, jest, jak zobaczymy w arty-
kule nastgpujacym, réwnowazne wykreSleniu pierwiastka nieprzy-
wiedlnego réwnania 3-go stopnia, a réwnanie kwadratowe nie moze
sta¢ si¢ przywiedlnem przez dotgczenie pierwiastka nieprzywiedlnego
réwnania 3-go stopnia 2).

Uwazamy zatem teraz za wykreslenia elementarne: kreslenie
prostej i trysekcyg dowolnego kata. W szczegélnosci, zaktadamy,
Ze mozemy rowniez kat potpelny rozdzieli¢ na trzy czesci réwne,

) Patrz np. I. Klein: ,Vortriige itber ausgewithite Fragen der Ele-
mentargeometrie“, Lipsk 1895, str. 12.

?) Por. H. Weber: ,Lelrbuch der Algebra®, t. 1, wyd. 2. Brunswik
1898, § 164, str. 558. '
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t. j. ze przy danej prostej w danym punkcie mozemy jednem wy-
kresleniem elementarnem wyznaczy¢ katy 60°i 120". Przez rozu-
mowanie, zupetnie analogiczne do tego, jakie przeprowadziliémy
w § 4 poprzedniego rozdzialu, stwierdzi¢ mozemy, ze zaloZenie to
wecale nie ogranicza ogdlnosci naszych badan, wykazaé bowiem
mozna, ze umiejgc dzieli¢ na trzy rowne czesci ka,ty uko$ne, mo-
Zemy tem samem wykona¢ trysekcye kata potpetnego.

1. Podwoi¢ dany odcinek AB (fig. 24).

Kreslimy przy 4 kat BAC=60° i wykonywamy catkowitg
trysekcye kata poipeinego z wierzcholkiem B, niech bedzie:
ZABD= s/ DBE= /IBF =060". Niech punkt przeciecia pro-
stych 4C i BD bedzie G; krelimy przy BG w punkcie G kat 60°,
ktorego drugie ramie przetnie prosta 3K w punkcie H. Wreszcie
kreslimy przy BH w punkcie H kat60 ', ktorego drugie ramie przetnie
prosta AF w punkcie I, wowczas jest BI = AB (4 wykr. elem.).

2. Podzieli¢ odcinek AB na dwie cze$ci rowne
(fig. 23).

Z obydwoch stron prostej AB kreSlimy przy niejw Aiw B
katy, rowne 60°; otrzymane tym sposobem punkty przeciecia ('i D
taczynry prostg; ta ostatnia przetnie odcinek 4/. w jego $rodku. &
zarazem CD. bedzie prostopadia do 4B, przytem CE = KD
(D wyKr. elem.).

3. Poprowadzi¢ réwnolegta do danej prostej
a przez dany punkt 4 (fig. 21).

Na zasadzie zag. 1 niniejszego artykutu zadanie to rozwigzuje
si¢ podobnie, jak zadanie 2 § 4 poprzedniego rozdzialu; wystarcza
wszakze teraz 10 wykreslenn elementarnych. Jezeli na prostej, do
ktorej chcemy kresli¢ rownolegta, mamy skadinad dwa przylegte
odcinki rownej dlugosci, to konstrukcya wymaga tylko 6 wykreslen
elementarnych.

4. Wykresli¢ prostopadtg do prostej « w danym
na niej punkcie A (fig. 26).

Przez trysekcye kata potpeinego przy prostej a z wierzchot-
kiem A otrzymamy: (4, AB) = ~ BAC =60 podobniez otrzy-
mamy: LADE=_EDF—=_FDB=60°. Niech proste 4Ci D

1

przecinaja si¢ w punkcie %; wykresimy wtedy przy prostcj DF
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w punkciz ( kat 60% ktérego drugie ramie spotka prosta /) I’w pun-
kcie H; jezeli teraz potaczymy H z A,to AH bedzie prostopadia
zadana; przytem jest Al = IH (4 wykr. elem.).

5. Z punktu A spu$cié¢ prostopadila na prosta a
(fig. 27).

Wykreslamy najprzéd prostopadla do a¢ w jakimkolwiek jej
punkcie B (4 wykr. elem.), wtedy bedzi¢ zarazem BC = ('D. Przez
punkt 4 kreélimy nastepnie rownolegta do BD, jak pokazuje figura
(wedtug zag. 3); potrzeba do tego w tym razie 6 wykreslen elemen-
tarnych, tak zZe cala konstrukcya wymaga dziesigciu wykreslen
elementarnych. Jezeli punkt przecigcia prostych 4D ia nie jest
zbyt oddalony, to wygodnie jest obra¢ go za punkt K ktéry w ogdle
jest zupetnie dowolny; wtedy oszczedzamy jedno wykreslenie ele-
mentarne, gdyz prosta BIL' zlewa sie wdweczas z dang prosta «.
Zreszta jest rzecza widoczng, ze przy Kkresleniu prostopadiej B1)
mozna zawsze postaraé sie, aby punkt D wypadt dos¢ blizko pro-
stej @, albo dos¢ daleko od niej, azeby mozna byto punkt £ obraé
na prostej .

6. Przy danej prostej a w punkcie D wykreslié
kat, rowny katowi.danemu ARBC (fig. 28).
Kreslimy, jak wskazuje figura, kat CBF =00° oraz kat

(UBG = % £ CBF == 20°, Podobniez kreslimy kat M D H=—60"i kat

MDI=20°. Uwazamy nastepnie pek promieni D (HIM) jako rzu-
towo pokrewny z pekiem B(F'GC) tak, aby promieniom BF, BG, BC
peku B odpowiadaly promienie DH, DI, DM peku D. Przez
konstrukcye liniowe wyznaczamy w peku D promien DK, odpo-
wiadajacy promieniowi B4 peku B, wtedy otrzymujemy Zgdany
kat KDJM.

Innych konstrukcyj rozpatrywac nie bedziemy, lecz przejdzie-
my do pewnego zastosowania trysekcyi Katow.

§ 2. Rozwigzanie graficzne rownari trzeciego stopnia o wyréziniku

dodatnim.

W artykule niriejszym chcemy wykaza¢, jak mozna wykre-
4li¢ pierwiastki rownania stopnia 3-go o wyrdzniku dodatnim, jezeli
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za dostepne dla nas wykresSlenia elementarne uwazaé bedziemy
kreSlenie prostych oraz dzielenie katow na dwie i na trzy czesci
réwne. Wyjasni si¢ zarazem samo przez sig, dlaczego tylko rowna-
nia o wyrézniku dodatnim ta drogg rozwigzane byé¢ moga.

Za punkt wyjscia postuzy nam wzér goniometryczny:

3tgp—tg’e
1—3tg?e

(1) tg3g =

Jezeli 3 ¢ begdzie katem danym a(a << 180°), to przez trysekcyg
znajdziemy jed no rozwigzanie réwnania (1), mianowicie:

1
Y= 3 a=¢y,
tak, ze zwigzek:
3tgp—tg'p .
2 -1 —=3tg?e = tga

dla ¢ = @, spetniony bedzie tozsamosciowo. Dodajac do kata ¢,
kat 60°, otrzymamy kat ¢, + 60° = @,, roéwniez czyniacy zados¢
réwnaniu (2), albowiem mamy:

3tg o, —tg’ gy
1 —3tg’ o,

=tg3p,=tg(3¢p, + 180°) =tg3p, =tga.

Trzeciem rozwigzaniem rownania (2) jestkat g,=@,+60°=g@,4-120".
Oprécz rozwiazan @;, @,, ¢, nie posiada réwnanie (2) zadnego in-
nego (w przedziale od 0° do 180°).

Podamy teraz interpretacye geometryczng réwnania (2) oraz
jego rozwiazan, nastepnie wyrazimy je algebraicznie.

Przyjeliémy kat a, jako mniejszy od 180°. Zatézmy najprzod,
ze jest on mniejszy od 90°. Wykreslmy jakikolwiek tréjkat prosto-
katny 4BC (fig. 29) z katem ostrym ACB, réwnym a. Oznaczmy:

AB = a, AC = b, wtedy bedzie: tg.a = %. Niech nastepnie bedzie:
1
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bedziemy wéwczas mieli: £ ACD = ¢,. Oznaczmy AD przez z,,
tak ze tg o, = % Z obydwdéch stron prostéj CD wykreSlmy te-
raz przy punkcie C kat 60%  DCE=_ DCF=60° wtedy punkty

Ei F wypas¢ musza z réznych stron wzgledem punktu D, albo-
wiem kat ACE jest z pewnoscig ostry, gdyz mamy:

2ACB <<, £ACD <30, LACE=60"+ 2~ ACD<C90° .

Z tatwoscia znajdziemy:

4
tgp,=tg LA CE=—b£ ,

tg py=tg( A CD-+120%=tg (180° — , ACF)—=—tg ACF= —;F

Oznaczmy: AE =2z, — AF=12z,. Spostrzegamy, ze z wielkosci
2y, 2y, 2y kazda jest dodatnig lub ujemng stosownie do tego, czy
oznaczony przez nig odcinek, poczynajac od punktu 4, jest tak
samo skierowany jak odcinek AB, czy tez wprost przeciwnie.

Mamy zatem: tg @, = 2—9 , tgp, = -%3— Dla kata ogdlnego ¢ wpro-

wadZmy oznaczenie: tg(p=%. Ktadac w réwnaniu (2) zamiast
tga i tge ich wartosci, nadamy réwnaniu temu postaé naste-
pujaca:

3) 22 —3a:2 —3b%+ab?=0.

Réwnaniu (3) czynig zados¢, jak z poprzedniego rozwazania
wynika, wielkosci z;, z,, ;. Chcac odwrotnie wykresli¢ pierwiastki
réwnania (3), musimy zbudowac tr6jkat prostokatny 4 BC o bokach
a i b i wykona¢ konstrukcye, wskazane na figurze 29; otrzymamy
wtedy pierwiastki z;, 2, 2, co do wielkoSci bezwzglednej i znakow.

ZalozyliSmy powyzej, ze kat a mniejszy jest od 90°. Gdy-
by$my obrali a > 90°, to wykresliliby$my tréjkat prostokatny 4 BC
(fig. 29), w ktéorym ~ACB= 180°— a. tak ze kat ACG bylby
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a

rowny a. MielibySmy: tga = — T; katem @, bytby teraz ~ ACF,
a wiec:
AF —AE —A4D
tg‘l’1=—b—’ tg o, = > tg @, =" -

Réznica cata polegataby na tem, ze wszystkie odcinki, wykreslone
na AB, bytlyby mierzone w kierunku odwrotnym; chcac zachowa¢
poprzedni kierunek dodatni, musieliby$my w réwnaniu (3) podstawié¢
—ai— z zamiast a i z, lecz podstawienie to pozostawia rownanie
(3) bez zmiany; zalozenie zatem a < 90° nie daje nic nowego.

Jezeli rownanie stopnia 3-go dowolnie dane pragniemy rozwia-
zaé geometrycznie, to musimy je przez stosowne przeksztalcenie
sprowadzi¢ do ksztattu (3), ze spoétczynnikéw przeksztatconego
réwnania wyznaczy¢ wielkosci @ i & i wykonaé konstrukcye tigury
29; z otrzymanych tg droga trzech odcinkéw z,, z,, z; wykreslimy
pierwiastki réwnania danego na zasadzie wzoru przeksztalcenia.
Azeby wzor ten mégt byé przy konstrukcyi zastosowany, musi on
byé rzeczywisty; trzy rzeczywiste wielkosci ¢y, 2y, 23 dadza nam
trzy pierwiastki rzeczywiste rownania danego; wskutek tego nie-
zbednem jest, aby wyr6znik danego réwnania byt dodatni; Ze ten
warunek jest zarazem dostateczny, t. j. ze kazde rownanie 3-go
stopnia o wyrdzniku dodatnim daje si¢ podang metodg geometry-
cznie rozwigzaé, dowiedziemy w ten sposob, Ze istotnie przeprowa-
dzimy catkowite rozwigzanie takiego réwnania og6lnego.

Ogdlne réwnanie stopnia 3-go piszemy w postaci:

(4) a*+3pxt+3qx+r=0.
Wyréznik D tego rownania jest:
(5) D=27@3p¥*+6pgr —49*—4p*r —1?)

co tez napisa¢ mozemy:

1 ) . o
(5 55 D=4(p*—q*—@pg —2p* —r).
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Zaktadamy, ze wyrdznik D jest dodatni, t. j.:
6) 4(p2 — @) > @Bpg—2p*—r)?.

Po przeksztalceniu, ktére ponizej oméwimy, niech -réwnanie (4)
przyjmie ksztalt nastepujacy:

(7 ¥+ 39y + 3¢y + " =0.

Azeby réwnanie (7) miato tez posta¢ co réwnanie (3), powinno
mozliwem by¢ takie wyznaczenie liczb « i b, by zachodzity zwiazki
nastepujace:

® pP=—a, ¢=—0,r=ab?.

Z dwéch pierwszych warunkow Wynika; ze by¢ musi:
() P<<0 , ¢<0,

wtedy mozna «a i  wyznaczy¢ z wzorow:

(10) wn=—p , b=V_—¢;

podstawiajac wyrazenia (10) w ostatnie réwnanie (8), otrzymujemy
nastepujace roéwnanie warunkowe:

(11) pg=r.

Sprébujmy zado$¢ uczyni¢ warunkom (9) i (11) przez prze-
ksztatcenie calkowite liniowe:

(12) r=wmy-+mn.

Jezeli rownanie (4) sprowadzimy do postaci (7) przez przeksztat-
cenie (12), to spétczynniki p’, ¢', » mieé bedg wyrazenia nastepujace:

- 1
‘ ¥=—r (1)
. 1
(1«;) ; QI=W—(n2+2pn+q)

L= - 3pnt - 3gn ).
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Najprzéd postarajmy sie spetnié warunek (11); warunek ten oka-
zuje sie od m niezaleznym, dla wyznaczenia za$ spotczynnika n daje
réwnanie:

(n—+p) (n?+2pn 4 ) =n*+3pn* 4+ 3qu+ 7,

z ktérego otrzymujemy:

‘ __r—m
(14) ”_2(7)’—-—q)'

Licznik tego wyrazenia uwaza¢ mozemy za rézny od zera,
gdyby bowiem byto » == pg, to warunek (11) bylby juz w samem
réwnaniu (4) spetniony; byloby wowczas »=0. Mianownik wy-
razenia (14) jest r6Zny od zera, a to na zasadzie zwigzku (6). Wy-
razenie (14) daje zatem na n warto$¢ oznaczong skorniczona; pod-
stawiajac je w rownania (13), otrzymamy nastepujace wzory na
spofczynniki p’, ¢": '

y = r+2p*—3pq
s T2 —=qm

(15)

P
7="108 (p*—q)? m?

- Widzimy stad najprzdd, ze ¢’ jest zawsze ujemne, niezaleznie
od m, tak ze drugi warunek (9) spelniony jest sam przez sie;
aby i pierwszy warunek (9) spetnié, bierzemy m =1, jezeli
r=+2p*—3pg<<0, zas m = — 1, jezeli jest r 4 2p* —3pqg >0
(mnoznik p? — ¢ w mianowniku wyrazenia na p’ jest, jak wiadomo,
dodatni).

Streszczajac cale poprzednie rozumowanie, otrzymujemy re-
zultat ponizszy.

Pragnac rozwigzaé geometrycznie réwnanie (4), przeksztat-
camy je na zasadzie wzoru: '

(16) T=y + gy

,
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albo wzoru:

(17) Ry et
stosownie do tego, czy jest:

(18) r+2p*—3pe<O,
czy tez:

(19) r42p2—3pg>0.

Wtedy réwnanie (4) przechodzi na réwnanie (7) ze spétczynnikami:

g = — 1420 =3pg |
\ 2(P*—9
(20) L D ,
, 7= 108 (p?—q)?
r=pq

gdzie I oznacza wyrazenie (5). Na zasadzie wzoréw (10) i (20)
wyznaczamy tedy a i b:

|74 2p*—3m|
2 —q) ’
| ,___ V3D
T 18(p2—9)

a4 =

3]

Wyznaczywszy odcinki @ i b, kreSlimy figure 29, z ktérej otrzy-
mamy 3 odcinki z odno$nemi znakami: 2,, z,, 2,; kazdy z tych od-
cinkéw podstawiamy kolejno zamiast y we wzér (16) albo (17),
zaleznie od tego, ktéry z nich byl stosowany, i tym sposobem wy-
kreslamy wszystkie trzy pierwiastki  réwnania (4).

Pozostaje jeszcze uczyni¢ jedng uwage uzupelniajaca. Roz-
patrujac dwie alternatywy (18) i (19), uczynilismy milczaco zatoze-
nie, Ze wyrazenie r - 2 p3 — 3 pq Jest od zera rézne; jezeli wszakze
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bedzie r =3 pg — 2 p*, to napiszemy strone lewa réwnania (4)
w postaci nastepujacej:

2343 pr*+-3 qx+-3 pg—2 pP=(2-+4p)*—3 p*xr — 3 p* + 3 x4 3 pq
= (@+p)—=3 (a4p) (P*—)=(2+p) [(z-+p)*=3 (P>—9)],

skad widzimy, zZe w tym razie rownanie (4) rozwigzuje si¢ bezpo-
$rednio, gdyz rozpada sie na réownanie liniowe x 4+ p=0 i na ro-
wnanie kwadratowe (x 4 p)? — 3 (p? — ¢9) =0.

Rozwinieta w artykule niniejszym teorye zastosujemy teraz
do wykreélenia niektérych wielokatéw foremnych, nie dajacych sie
wykreséli¢ przy pomocy liniatu i cyrkla.

§ 3. Wykreslenie siedmiokqta foremnego.

Wyrazimy nasze zadanie algebraicznie i tak tez je rozwiazy-
waé bedziemy, przyczem rozwazaniom naszym damy Kkierunek
taki, aby w rezultacie otrzymac rozwiazanie, ktéreby mozna bylo
wykreslic przy uzyciu $rodkéw, stosowanych w artykule po-
przednim. -

Uwazajmy plaszczyzne za obraz obszaru liczb zespolonych
x +iy. Srodek siedmiokata foremnego niech bedzie w punkcie
zero; jeden z wierzcholkéw obierzmy na osi liczb rzeczywistych,

np. w punkcie 1, wowczas 6 wierzchotkéw pozostatych beda
2kmi

w punktach e 7 (k=1,2,3,4,5,6). Réwnanie, ktére wyzna-
cza te 6 liczb