KILKA UWAG 0 WZORZE INTERPOLACYINYM LAGRANGE'A

napisal

W. Lewicki.

1. Jak wiadomo, wzér Lagrange'a sluzy do utworzenia
funkcyi wymiernej ¢ = f () stopnia n-tego, ktéra ma na (n - 1) miej-
scach (2, %3, &3 , . . . y Xn:y1) Przybraé pewne z géry oznaczone wartosci

(yﬂ Y2, Ys 5+ - - ,.Z/n+1)~
Gdy funkeya ta posiada postaé:

1 y=a+ar+ a2+ ...+ a. 2",

to ma zachodzié szereg zwiazkéw postaci:

@) =0, +ax,+ax?+...fazr p=12...041).
Z (n+ 2) zwigzkéw (1)i(2) otrzymamy nastepujacy warunek ich
spolezesnosei 1) :

y 1 x 2 .. o
vy, 1 oy o, .. 2"
Yo 1 g 2%, .. 23"

(3) A (xv 1/1') = . . . . . . . =O .

yn+1 1 "”n+1 xn+12mn+‘l”

Wyznacznik ten, rozwinigty wedlug pierwszej kolumny, otrzymuje
postaé: .

") Por. J. Puzyna. Teorya funkeyj analityeznyeh, 1898, t I, str. 137.
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Y (2,—25) (0y—%3) . . (By=—Lut1) (Ta—L3) + .. (Xg—Lnt1) -+ . (Ty—Tnt1)
— Y (2—2) (—24) . . . (—Zpp1) . . . (Tn—Zpp1) ... =0.
lub, po podzielenia przez spélezynnik przy y:
w1 |

N (@) @) - (B—2—) (8—Tp41) - - (E—Taga)
@ y= 2, Ty —y) @ritg) -+~ Ty 1) (7 1) - o @ ngs)

Jest to wlasnie wzdr interpolacyjny Lagrange’a,
Wzér ten — jak to wprost widaé — spelnia Zadane warunki, daje
wigc funkcye szukana. A Ze funkcya ta ma na (n--1) miejscach te
same wartosci, co funkcya ’

f(®)=a,+ ax+a’+...4a,2",

wigc obie funkeye sg identyczne 1),
Minor, nalezacy do y, t. j.

1z z2.... x”

1 Tnt1 «L‘,,+12 e x..+1” |

jest rézny od zera, jezeli pierwiastki sa rézne, Dla takich tylko pier-
wiastkéw wzér powyzszy ma znaczenie ?).

Rozwijajac prawg strong¢ rdwnania (4), otrzymamy przez pord-
wnanie z postacig (1), wyrazenia na spélezynniki a,, a, , . .., 2,. Rozwi-

1) 1bid. str. 135.
?) Przypadek wielokrotnych pierwiastkéw, patrz Puzyna loe. eit.,
str. 138, i
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nigeia tego moZzemy jednak uniknaé w sposéb nader prosty, rozwijajgc
wyznacznik A wedlug pierwszego wiersza. Otrzymamy wowczas:

Y1 Ly oeonn

Ya Lgoeseo
Ay —

Ynt1 Lug1 .. "l;u-l»]"
(5

e

Y

Yy 1 x?

+x

Yo

-

Yntr 1 Tuga® oo Bpg”

—1
Yn+1 1 Tnt1... (B:.H

Jest to trzecia posta¢ szukanej funkeyi.

wyplywa wprost, Ze:

4,
Ao !

a, =7F

Z rozwinigcia tego

gdzie A, jest minorem, nalezacym do elementu 2” wyznacznika A = 0.

2. Ostatnia postaé daje nam moznos¢ podania kryteryum na to,
czy i kiedy funkcya ntego, majagca na miejscach
(%, %3 ,-..,Zug1) przybieraé z géry podane wartosci
W1y ¥Ysy-- s Ynt1), da sigutworzyé,

Wezmy najprzéd przypadek, Ze te miejsca (x,, 2, , ..
«y Ynt) zwigzkami: y, = x,. Wtedy w réwnaniu

zlaczone z (y,, Yy, . -

. ’.d’;’l;l) s%-

(5) wszystkie minory sg zerami, précz minoru przy x, ktéry przybiera
wartos¢ A,; wéwezas szukana funkeya ma ksztalt y — 22 =0,
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Ale funkeya ta nie jest funkeya n-go stopnia., Nie istnieje
przeto funkcya m-go stopnia, ktéraby na (n+4 1)
miejscach (z;,%,.., Znp) przybierala wartosdeci (y, =2,
Ya=7ZTy.\ .\ Ynp1 = Tut).

Oczywista jest rzecza, Ze to samo zostaje i w przypadku
Yy»=0x, (v=1,2...0+1, astale).

3. PrzejaZmy teraz do przypadku ogélniejszego. Wybierzmy
mianowicie wartosci (y;, ¥y, ... , Ynt1) tak, aby byly zwigzane z war-
tosciami (2,, 2y, . .., Tnt1) Szeregiem réwnan:

Yo + a2t ag 2t ag a2, te =0
(6)
(»=12...n41).

Mamy tu (2 -} 1) zwiazkéw miedzy y, a x,, przyczem zakla-
damy, e 4, = , ale kazde 1, << .

Co do'p moga tu zachodzi¢ trzy przypadki ¢ <<n, g =mn,0 > n.

a. Weimy przypadek ¢ <<n; mamy wtedy (n -+ 1) réwnan
liniowych co do (¢ |- 1) niewiadomych 1,a ,...,a,. Wtedy — jak
z teoryi réwnan wyplywa — jest (n — @) réwnan zbytecznych, a ukla-
déw (1, a, , ..., ap), rozwigzujacych réwnania (6), bedzie co™e.

Odrzuémy z réwnan (5) (n — @) réwnan koncowych, otrzymamy:

Y tazttazhd .. Fa@ie=0, (v=1,2,...,0+1)
Warunkiem ich rozwiazalnosei jest:
Vi ot zte

ye w2l' LY ng'e

.

n 2o
Yot1 Zot1 - - - Tt

Takich wyznacznikéw jak D; = 0 dostaniemy pewns ilos¢, za-
leznie od wielkosci g; mozemy bowiem z (6) (7 — o) réwnan w dowolny



268 W. Lewicki.

sposéb odrzucaé. Ukladéw (1, ay, as ,-.., a,) jest wprawdzie co®—e, na-
lezy je jednak wybraé tak, aby zachodzily warunki D, =0. '
Zobaczmy obecnie, jaks bedzie funkeya 2.-go stopnia, ktéra na
miejscach (2, @, , . . ., &,+1) ma praybieraé wartosci, okreslone réwna-
niami (6).
Wyznacznik A, nie ulegnie zmianie, gdys wen y nie wchodzi,
Zauwaimy teraz ktorykolwiek z dalszych wyznacznikéw :

p —1 .
|, Y 1 ay....;h " gt a
Ys 1 xg... ;A AT oy
4; =
s
| a1 a4t
yn-l-] 1 ﬂ,',‘+1 LN ‘,I"n-l—l wu-l—l voo T

Gdy w nim podstawimy za (1 Yy - -« Yny1) wartodei z réwnan (6),
to wyznacznik ten zamieni sig na sumg (@ —+ 1) wyzuacznikéw; wszy-
stkie te wyznaczniki stang sig zerami, bo 4, 4, . . . <<, Wyznaczniki te

beda przeto mialy po dwie kolumny identyczne; zostanie tylko wy-
znacznik :

I O R R N X L R

Toks 1. .. 2 xhtl L 2y

) A—1 A1
8 E . 8 n.
Lyp1l.oo Tugr Lngr o+« Luga

Widoczng jest jednak rzecza, ze D= (— 1)% a3 4,, & wigc po
uproszczeniu funkeya zadana otrzyma postaé:
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Y+a zhtayah ... Fa,xte=0.

Funkcya ta nie jest jednak funkcya n-tego stopnia.

Nie istnieje przeto funkcya nm-tego stopnia, kté-
raby na miejscach (x,&,,..,Zny1) przybierala wartosdeci
#1:Yas -+ 1Ynp1), okredlonerdwnaniami (6) dla g<<m.

b. Przejdzmy teraz do przypadku o — .

Wtedy istnieje jeden tylko uklad wartosci (1, a;, ay ,..., a,), Spel-
niajacy réwnania (6). Dla tego ukladu musi zachodzié zwiazek:

Yy ooz

Yag XM .. Do

: Ay Ay
I Ynt1 a1+« - T

I,'tu zajdzie to samo, co poprzednio, Ze tunkeya Zgdana otrzyma postad:

Ytaxhtaxh+ ...+ a,2% =0,

czyli, zeitu nie istnieje funkeya n-tego stepnia, odpowiadajgca
#adanym warunkom.

¢. Zostaje jeszcze przypadek o > n.

Przypadek ten da sig¢ jednak sprowadzi¢ do przypadkow poprze-
dnich, jak dlugo 1, <<n. Wtedy bowiem wykladnikéw (4,,4,,...,4,)
jest g; liczby te s3 mniejsze od %, musza wige w pewnym porzadku
przedstawiaé liczby 1,2,3,...,n—1, a %e o >n, wigc niektére
z tych .liczb 1 muszy si¢ powtarzaé; w kaidym wiec razie y, da sig
sprowadzi¢ do postaci:

Y+ o/t a2l Falre, u=n.

A wigeiw tym przypadku funkcya ntego stopnia pray
danych warunkach nie istnieje.



270 W. Lewicki.

4. Okreslmy blizej warunek, Ze dla ukladu rowmnan (6)
nie istnieje funkeya n-tego stopnia o przepisanych wartosciach.

Aby réwnania (6) mialy rozwiazania skonczone, wszedzie dla
ukladu (1, a;, a5, . . ., a,), musi byé réwny zeru wyznacznik:

‘4
hooohoLoobe

Yo Tt ... T

Ay "e
Yot+1 Tot1 -+ - Lot

Wyznacznikéw takich jest wigcej lub mniej zaleZnie od p. W=10
powiada, Ze miedzy (y; ¥g ,-.., Ypt1) 1 (%, &y ,..., To41) istnieje pewien
zwiazek, wszystkie wiec wyznaczniki powiadaja, Ze miedzy iloSciami
W1 Yase o s Ynt1) i (@, X5, .« . ) Xny1) zachodza pewne zwiazki.

Istnienie réwnaii W =0 jest warunkiem koniecznym,
aby nie istniala funkcya %-tego stopnia o (» - 1) _przepisanych warto-
Sciach; gdyby bowiem W == 0, toby bylo:

g=a=...=a,=0 ; Yyy=yp=...=lk1=0,

a stad f(z) =0, co wykluczamy.
Warunek ten jest jednak i dostateczny, bo tylko w razie,
gdy W=o0,

Ytaah+. . Faate=0,

czyli funkeya fn-tego stopnia nie istnieje.

PowiedzieliSmy, Ze warunkéw W =0 jest wigcej zaleznie od g.
Gdy jednak zauwaZymy jeden tylko z tych warunkéw, to do niego
naleze¢ bedzie co wiele ukladéw

(7) (1’ al’a2:'°':ae')
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spelniajacych (o + 1) réwnan, bo gdy (7) jest ukladem to i (C, C,,
Cop - - . Cu) jest réwnie ukladem.

Ale ten uklad (7) spelnia tak samo wszystkie réwnania (6), a dla
takiego ukladu funkcya n-tego stopnia z (n-}-1) danemi wartosciami nie
istnieje. Wystarczy wiec jeden tylko warunek W =—0 i to najlepiej
uzy¢ warunku :

yooxh x,%e
Yo Tph xa'e
W= =0
4y l?
ye+1 .'l‘e+1 e xe+1

Gdy wige miedzy (o4 1) wartosciami x, i (9 4 1)
wartodciami y,(»=1,2,3,...,m-+F1) znachodzi zwigzek
W =0, to tem samem zachodza zwigzki miedzy wszy-
stkiemi (» + 1) wartodciami , i (n -} 1) wartosciami y,,
a wtedy forma interpolacyjna Lagrange’a redukuje sig
do funkcyi stopnia nizszego niz n.

5. Uwzglednijmy teraz przypadek, Ze w réwnaniach (6) nie-
ktére 4,89 réwne m. )

Oczywista jest wtedy rzecza, Ze wzdr interpolacyjny Lagrange’a
sprowadzi sig¢ do postaci:

Ay + Ayxa, + Ayx?a;+ ...+ 4g2"a, =0,
czyli:

ytaztazri+...4ax"=0;

a wige wtedy istnieje juz funkecya n-tego stopnia, majaca
(n—+1) przepisanych wartosci. »

Gdy 4, > n, to wyznaczniki przy x° nie redukuja sig wcale do
A, lecz rozbijaja sig na wigeej wyznacznikéw, a wtedy forma L a-
grange’a majui znaczenie zupelne. -



272 W. Lewicki.

6. Wezmy teraz pod uwage réwnania (6), ale przyjmijmy, e
spélczynniki sg rézZne we wszystkich réwnaniach; wtedy:

Yy -I" Gy wl" + Ayy xl"’ + Ayg xl"a + ces + avgwlde =0

r=12...0+41),

(8)

przyczem
A<<n , au=asm.

Wtedy wyznacznik :

.

%o

4
Yn+1 wn‘-n- oo Lnt1

jest rézny od zera, a wigc pomiedzy (,, Zy y.es Lut1) & (Y1) Yg 5eer Ynt1)
nie istnieje Zaden zwiazek bez wolnego wyrazu (¥, ¥y yoers Ynt1), & tak
samo i (x,, %y, ..., %,41) 54 od siebie niezalezne. Dla takiego ukladu
x, i}, istnieje zawsze funkcya m-go stopnia z (% -} 1) przepisanemi
wartosciami.

Gy zamiast (y;, Yy,...,Ys+1) Wezmiemy wartosei (Cy,, Cy ... Clfit1),
to funkeya f (x) stopnia n-tego przejdzie na Cf (x); mozemy wigc po-
wiedzieé, ze do wszelkich wartosci 9, ¥, . . . #a41 utworzonych z za-
sadniczego ukladu (v, ¥3,..., Yut1), W ten sposéb, ze y, = Oy,
(»=1,2...n+1) pozostaje jedna i ta sama forma La-
grangea, '

Oczywiscie, ze gdy y,= C,¥, [v=1,2...n-41] lub gdy
¥»= F,(y,), dostaniemy inne formy Lagrange’a.

7. Zobaczmy jeszcze ‘¢o nastapi, gdy

9) h=cuthtcnyet. ...+ (=12...041).



Wzdr interpoldcyijny Lagrange’a.

273

Forma Lagrange’a ma wtedy postaé:

prom—

1
4,

R TN Y1
Yo Zp....dy" Y»
. ] - 1 .
—
- . - A() .
Ynt1 Lut1 oo T Ynt1

lub wstawiajac réwnania (6) za (¥, ¥, , . .
wyznacznik na sume, otrzymamy:

. Yn+1
-+ 4,

czyli:

¢ Zy..o.o.oxt
cal x? ., $2’l
. , n
Cut1,1 g1 e Lpta

(7]'".*.1 . wl PP .-’1:1”
Co,mt1 &g....Ty"

g n.
Cnt1, 041 Lo ooe Tpipa

Y2
-I-A0

L) .’7”-{-])

v n
1 32".,.1 oo Lnp

012 :I‘.....w,"

622 .’l‘,.-..d‘z"

”
Cnt1,1 Zutg1 oev Tt

. 2 B
¢, 1z ...
. 2 )
cy  lmy? ... 2"

n
6,,+1’ 1 1 x2,.+1... Tug1

i rozbijajac kazdy

—=0,
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Y=/ (C11,C1 -+ Cnts,1) FYa [ (C1a1Caas oo oy Catr,8) - - -
co et Yntr F(C,nt15 2 nt1 - o Carinte) -

Aby wige z wzoru Lagrangea dla ukladu zasadniczego
przejsé do wzoru dla ukladu, utworzonego liniowo z ukladu
zasadniczego, wystarczy w danej formie za system zasadniczy
kolejno kladé uklady:

Ci1s Cars e v s Ong,d

Cioy  Cgasevvs Cnig1,2

0]1 n+1y 62, n+2 geeey cn+l, 41

tak zmienione formy pomnozyé kolejno przez y; ¥ . . . Yut1 1 ZSumowasd,
Woéwezas wzér La gran g e’a otrzyma postaé:

(10)y __“_zgl §+(la: —&,) (8 —3) o (T —T01) (B =Ly 1) vor (T —Bng1)

 — c .
@r—a5,) (i) o (Ty—ty—1) (Ty—Tyi1) e @—mpr) " I

=1 »=1

Tarnopol, 22 marca 1899 r.



