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Zadaniem niniejszego artykulu jest wykazanie, ze metody arytme-
tyczne tworza jedynie pewng podstawe analizy w dzisiejszym stanie
wiedzy. Pewne ogoélne rozwazania w tym przedmiocie oglosil Klein
w interesujacej rozprawie ?). Staralem sig rozwinaé te mysli i wykazaé
dokladnie, dla czego opartych wa intuicyi argumentéw nfe mozna osta-
tecznie przyjmowaé w analizie. W tym celu ugrupowalem pewne
dobrze znane fakty dla poparcia wywodow, ktoére sformulowalem na
koncu tej pracy. Podobny bieg mysli nasuwal si¢ bezwatpienia
iinnym, ktérzy zastanawiali si¢ nad tym czarujacym przedmiotem,
stanowigcym granice pomiedzy matematyks a metaﬁzyka,, lecz w druku
nic w tej materyi nie napotkalem.

Rozwazania niniejsze dzielg na dwie czgsci. W pierwsze) czgsci
zajmuje si¢ wielkosciami (ilosciami, magnitudes or quantities, Grossen).
Bardzo latwo nacechowaé wielki brak scistosci w tej dziedzinie i poka-
zaé, Ze poprawa wiaZe si¢ w sposob nieunikniony z nowoczesnsg teorys
liczb niewymiernych, jak ja rozwingli Weierstrass, Dedekind
lub G. Cantor. Rzecz jest tak znana, Ze poswigcam jej niewiele
tylko miejsca. Drugi punkt gléwny odnosi si¢ do naszej intuicyi.
Ten wymaga bardziej szczegélowego rozbioru i dla tego nie wahalem
sig rozwingé go szerzej, cytujac liczne przyklady.

1) Wykfad niniejszy profesora Jamesa Pierponta, miany na
zgromadzeniu Amerykafiskiego Towarzystwa matematyeznego 25 lutego 1899 r.,
ogltoszony w ,Buletynie“ tegoz Towarzystwa (maj 1899), podajemy tu w prze-
ktadzie za zgodg Autora. S. D.

%) TUeber ,Arithmetisierung du Mathematik“ Gott. Nach. (Geschéftliche
Mittheilungen), 1895, str. 82.
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§ 1.

Wszyscy wiemy o ruchu, jaki wéréd nas wywolal K1ein, scha-
rakteryzowawszy tak szczesliwie arytmetyzacye matematyki. Nie wielu
tylko z nas, jakkolwiek ten ruch rozumie, sympatyzuje z nim Zywiej.
Wydaje sig bowiem niejako zbytecznem poswigcaé wiele czasu na uzasa-
dnienie za pomoca pracowitych metod ¢ i § tego, co dawne metody uza-
sadnialy tak zadawalajaco kilkoma wyrazami. Istotnie, wiele rzeczy za
pomoca, ktérych ksztalci sig mysl tego, ktéry ma wzrok otwarty w szkole
Weierstrassa, zdaje sie wprost znikaé dla niewtajemniczonych.
Podobnie jakby kto chcial udawadniaé, ze dwa i dwa czyni cztery.

Pragne rozwinaé¢ tu kilka uwag, ktére — jaE mam nadzieje —
zachwieja spokojem tego i owego czlonka naszego grona w rzeczach
dotyczacych $cislosei i pobudzg moze do glebszej nad tym przedmiotem
rozwagi.

Rozpoczynam od spostrzezenia, ze nie istnieje zadne absolutne
kryteryum na to, na czem polega scislos¢ dowodzenia. Jest to rzecz
osobistego pogladu i zmienia sig bardzo z biegiem czasu. Znaczna czesé
rozumowan, uzywanych w analizie w ubieglem stuleciu, nie mogla by
dzi§ prawdopodobnie uchodzié¢ za Scisla. Zreszta réwna Scislosé na
wszystkie czasy nie jest bynajmniej konieczng, ani nawet pozadana.
W dziedzinie rozleglej i prawie niezbadanej, gdzie pojecia, z ktéremi
mamy do czynienia, bywaja jakby nawpdl okreslone i plastyczne, metody
za$ obmyslane na kazdym kroku sa za nowe, by mogly by¢ zupelnie
wyprébowanemi, uznajemy najwieksza swobode intuicyi i zdolnosci
przewidujacej wysilku twérczego. ‘

Mimo to istnieje kilka regul, ktdre zachowaé nalezy, jezeli wiel-
ka, teoryg pragniemy oprze¢ na mozliwie najpewniejszym fundamencie.
PowinniSmy rozpoczynaé od niewielu prostych i oczywistych pojeé
i postulatéw i Zadaé, by wszystkie inne pojecia z mozliwa, jasnoscig daly
si¢ przy pomocy tamtych okreslié. Powinnidmy nie dopuszczaé zadnego
dowodzenia, ktére nie daje sie Scisle wyprowadzié z tego, co udo-
wodniono poprzednio; powinni$my unika¢ wslizgiwania si¢ milczacych
przypuszezen,- a zwlaszeza twierdzen o istnieniu (existence theorems).
Co daje sig stwierdzié, to powinno byé stwierdzonem. Trzymajac si¢
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7 cala sumienno$cig tego programu, analiSci doszli do zarytmetyzowania
swej nauki.- Zobaczmy — jakim sposobem,

§ 2.

Wielko$¢éiliczba., Dla jasnosci przedstawienia prawidel
$cislodci, rozpatrzmy je w zastosowaniu do Rachunku. Jezeli zwrd-
cimy sig¢ do niearytmetycznych traktatéw Rachunku, spostrzezemy po-
mieszanie, panujace w nich od samego poczatku, spowodowane przez
wprowadzenie wyrazu ,wielko§¢“ (Grosse). Naprézno szukamy defi-
nicyi tego wyrazu, lecz nie bedac nawet blizej wtajemniczeni w nowe po-
szukiwania w tej rozleglej dziedzinie, poznajemy, Ze istniejs rozmaite
rodzaje wielkosci, majacych zupelnie rézne wlasnosci. O jakiej klasie
tam mowa ? Znajdujemy tam w kaZdym razie dzialania algebraiczne na
wielkosciach wykonywane, tak wymierne jak i niewymierne (wyciaganie
pierwiastkéw, logarytmy i t. p.). Pytamy, co znacza te dzialania i czy
sg mozliwe? Naprzyklad, pierwsza rzecza jest przedewszystkiem wie-
dzie¢ o tem, kiedy dwie wielkoSci sa réwne. 'Przypusémy, Ze mamy
dwa pola, ograniczone réznemi krzywemi zamknigtemi. Usilowanie roz-
strzygnigcia tego pytania, bez uprzedniego pokazania w jaki sposéb
pola moga byé mierzone, jest oczywiscie plonne. Albo przy-
pusémy, Ze pytamy, co rozumieé naleZy przez iloczyn dwdch pél. Istota
dzialan wymiernych, stosowanych do liczb jest ta: dane sa dwie
liezby, trzecia jest przez nie jednoznacznie okreslona, Wiemy, czem jest
iloczyn 5 przez 7, lecz zanim okreslimy czem jest iloczyn dwu pél, wyraz
siloczyn“ jest pustem slowem. Nie wystarcza dzié wiedzie¢ o tem, Ze
grecy doskonale to czuli, oni bowiem nie uwazali wielkosci geome-
trycznych za liczby. Ich usilowania rozwinigcia arytmetyki z pojecia
stosunku znamy z piatej ksiegi Euklidesa. Mniej znanemi
sg dalsze rozwinigcia, zawarte w ksiedze dziesiatej. JeZeli chcemy
traktowaé wielkos¢ bezposrednio bez udzialu pojecig liczby, musimy
pojsé za ich przykladem. Dajmy, Ze unikamy trudnoseci, zakladajac,
ze na wielkosciach mozna wykonywaé dzialania, jak na liczbach.
ZaloZenie takie podlega dyskusyi bardziej, niz by to zdawaé si¢ moglo
na pierwszy rzut oka, ale nie widzg innej drogi do wyjicia z tru-
dnosci. Jestem zdania, Ze tak wlasnie rzecz rozumieé nalezy, gdy
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mowa jest o wielkosci w dzielach, poswigconych analizie. Powstaje
tedy znéw pytanie, na jakich to liczbach'mamy wykonywaé dzialania,
Napewno na liczbach wymiernyeh, Arytmetyke tych liczb latwo mozna
z pewnoscig ustanowi¢ w sposob scisly. Lecz uzywanie pierwiastkéw,
logarytméw i innych liczb, nie bedacych wymiernemi, jako tez uzywanie
granic, wymaga juz nieskonczenie wielu liczb nowych, t. j. liczb niewy-
miernych. Uzywanie tych liczb przez niearytmetyka polega na milczacem
przyjeciu, ze ich arytmetyka jest identyczna z arytmetyka liczb wymier-
nych. Niearytmetyk zadawala sig przyblizonemi przedstawieniami dzie-
sigtnemi i ma mgliste wyobrazenie o tem, ze dzialania na nich wykony-
wane sg takie same, jak wykonywane na samych liczbach. Zanim te
zalozenia nie beda udowodnione zgodnie z wyzej przytoczonemi prawi-
dtami, wielkich wymagan co do $cislosei stawia¢ nie mezemy.

Intuicya Juz poprzednie postepowanie w polowie arytme-
tyzuje analizg; wielkosei traktujemy jak liczby; ich istnienie i prawa
tkwia w arytmetyce a nie w intuicyi. Nastepujace rozwazania maja
prowadzi¢ do uzupelnienia procesu arytmetyzacyi. Argumenty, majace
pewna doniostosé, mamy zwigzaé z oczywistoscig intuicyjng. Wedlug
mego zdania ta oczywisto$¢ nie ma ostatecznego znaczenia; jezeli przeto
pragniemy zapewnié sobie mozliwie doskonals forme dowodzenia, to
musimy ja uézynié calkowicie arytmetyczng. Intuicyonista nie zgodzi
gig na to. Utrzymuje on, ze w pewnych pytaniach analizy intuicya jest
réwniez przekonywajaca, jak i gdzieindziej. Lecz zobaczmy, jak to sig
dzieje.

Nasza intuicya geometryozna pozwala nam przedstawiaé graficznie
funkcye jednej i dwa zmiennych za pomoca krzywych i powierzchni.
Prowadzi to do takich pojeé, jak ciaglosé, prosta i plaszezyzna styczne,
krzywizna, skrecenie, styczno$é, rektyfikacya, kwadratura, kubatura
it.p. W rozwazaniu natury linii krzywej lub powierzchni napo-
tykamy pojecia: ruchu, ograniczenia, predkosci, przyspieszenia i t. p.
Jest oczywistem, ze jezeli chcemy stosowaé te pojecia w naszej ana-
lizie, musimy by¢ pewni: 1-o ze sg one jasno i $cisle zdefiniowane w umy-
sle naszym; 2-o ze przystaja do swych réwnowaznikéw analitycznych.
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Postaram si¢ wykazaé, ze te bezwzglednie zasadnicze warunki nie spel-
niaja sie.

Rozpoczynam od uwagi, iZ bledem jest powszechnym przyj-
mowaé, 2Ze wszystkie te pojecia sa nam dane w sposéb zupelny i okre-
Slony, juz to jako pojecia wrodzone, juz to jako zdobyte doswiad-
czeniem, Intuicyonista méwi o krzywej lub o powierzchni, jak
gdyby pojecie linii prostej lub plaszczyzny bylo prostem. . Postaram
sig okazaé, jak dalekiem to jest od prawdy, Ze wiec Zaden z powy-
zszych warunkéw nie spelnia sie.

Pojecie krzywej. Zbadajny najprzéd nasze pojecia
o krzywej, dane nam przez intuicye. Nie usilujac okresli¢, czem jest
krzywa, wyliczmy niektére jej wiecej lub mniej nie ulegajace zaprze-
czeniu wlasnosSei.

1-0 Krzywa moze by¢ utworzona ruchem punktu.. 2-o0 Jest cia-
gla. 3-o Posiada styczng. 4-o Posiada dlugosé. 5-o Jezeli jest zam-
knieta, to tworzy zupelne ograniczenie obszaru. 6-0 Obszar ten posiada
pole. 7-0 Krzywa nie jest powierzchnia, 8-0 T'worzy sig przez przecigcie
dwu powierzchni, 9-0 Jej réwnaniami sa x = f (¢), y = ¢ {{), 2=h (¥),
gdzie f, g, h ta funkeyami ciaglemi, i odwrotnie: takie réwnania przed-
stawiaja, krzywa. Z pomiedzy wszystkich tych wlasnosci, pierwsza jest
prawdopodobnie najbardziej charakterystyczna i wybitna; istotnie uzy-
wamy jej nieraz jako definicyi linii krzywej. Lecz przyjrayjmy sie blizej
naszym pojeciom o ruchu,

Ruch, Tu dwie rzeczy sa zasadniczemi: a) ruch jest ciagly;
p) w kazdej chwili ruch odbywa sig¢ w okreslonym kierunku i z okre-
slona predkoécig. Kierunek ruchu jest dany, dajmy na to, przez dy/dzx,
predkos¢ przez ds/df. Przypusémy, Ze krzywa, po ktérej ruch sig
odbywa, posiada ostrze; céz bedzie wtedy kierunkiem ruchu w tym
punkcie? Oczywiscie, musimy albo uwaZaé ruch jako niemozliwy, albo
przyjac, Ze nasze zwykle pojecie ruchu jest niedoskonale i powinno byé¢
uogdlnione w zgodzie z pojeciem pochodnych prawo i lewostronnych.
Lecz ds/d{ moZe nam daé dwie predkosci w takim punkecie funkeyi
s=¢ (). To znowu prowadzi nas do nowego pojecia. A zatem,
jezeli przyjmiemy, Ze taki punkt istnieje na d.rodze ruchu, to ruch moze
rozpoczad sig i odbywaé w jednym lub drugim klerunku Rozpatrzmy
np. droge, okreslong za pomoca funkeyi ciaglej ‘
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(1) y =0 dla a:-_-.O;y=a;sin—;leaa:=|=O.

Krzywa ta leZy pomiedzy dwiema prostemi, tworzacemi kazda kat 45°
z osig odcigtych i kolysze sig¢ z nieograniczenie rosnaca czestoscia, gdy «
zbliza si¢ do poczatku spdélrzednych. W poczatku tym krzywa nie
ma stycznej. Pytamy sig, jak punkt ma sig poruszaé, gdy prze-
chodzi przez poczatek? Lub — aby jeszcze bardziej utrudnié pytanie —
umie$émy punkt w poczatku spélrzednych i zapytajmy w jakim kie-
runku ma on ruch rozpoczaé? Zgodzimy si¢ wszyscy na to, ze ruch jest
niemozliwy lub co najmniej na to, Ze ruch podobny nie jest dany nam
przez naszg intuicye. Mamy wiee fakt, Ze nie wszystkie kraywe ciagle
moga byé opisane ruchem punktu, ‘

Krzywe ciagle bez stycznych. AnaliSei znaja atoli
krzywe jeszcze osobliwsze od poprzedniej. Fatwo zbudowaé funkcye
ciagle, ktore weale nie posiadajag pochodnych w Zadnym z punktéw
wymiernych danego przedzialu, tak Ze w najdrobniejszym przedziale
istnieje nieskonczenie wiele punktéw ze stycznemi i nieskonczenie wiele
punktéw bez stycznych. Intuicya nasza jest zupelnie bezradna, gdy
idzie o krzywe takiego rodzaju. Istotnie, intuicya nasza mdéwi nam
raczej, e krzywe takie nie istnieja. Pierwszy zarys takich funkcy;j
patologicznych oglosil Hankel w r. 1870. Jest rzeczg interesuiacy
przeczytaé niekorzystny sad, jaki o tej pracy byl wydal w swoim czasie
Gilbert w ,Pamietnikach Akademii belgijskiej z r. 1873, Pisze
on: ,Nous croyons faire chose utile en mettant 4 nu 'erreur de raison-
nement sur laquelle reposent de semblables paradoxes qui, répandus
dans le champ de la géométrie, auraient pour résultat d’en altérer
I’ésprit et d’entrainer dans de nouvelles erreurs les géométres trop con-
fiants, C’est ainsi qui nous voyons M. Houél dans un compte rendu du
mémoire de M. Hankel en accepter sans resctriction les déductions et
les plus étranges résultats... Si des hommes de ce talent peuvent étre
le jouet de telles illusions, que faut-il attendre des jeunes géo-
métres“! Mozna na usprawiedliwienie Gilberta powiedzie¢ tylko
to, Ze rozumowanie Hank ela nie bylo zawsze poprawnem, jakkol-
wiek rezultaty jego byly po wigkszej czesci prawdziwe.

Wytknigcie wnioskdéw. Lecz zobaczmy, jaki w tem
miesci sig¢ dylemat, Albo 1-o sg krzywe, o jakich nie méwi
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nam nasza intuicya i musimy uogélnié nasze pojecie o krzywej; albo
2-0 musimy zaprzeczyé temu, by mnogosci punktéw, odpowiada-
jacych tym funkeyom patologicznym, byly krzywemi; albo 3-o musimy
zaprzeczyé temu, by definicya arytmetyczna stycznej do linii krzywej,
dajmy na to, plaskiej, t. j.

di
Y— Y= %(w‘_%)

odpowiadala naszemu pojeciu intuicyjnemu stycznej; albo wreszcie 49
pomimo, Ze funkcye w mowie bedace czynia zado$é prawu ciggloéei,
musimy zwatpié o tem, czy realna mnogosé punktéw jest ciggla ze
stanowiska intuicyi.

Zadna z tych alternatyw nam nie pomoze. Jezeli przyjmiemy
pierwsza, to tem samem zgodzimy si¢ na to, Ze nasze pajecie linii krzy-
wej bylo niezupelne i niejasne, Przyjawszy druga, musimy przypuscié
zarazem, Ze istnieja ' funkcye ciagle, nie dajace sig przedstawié przez
krzywe; ze tedy, gdy ustanawiamy wlasnosci funkeyj ciaglych bez dal-
szych zastrzezen, to dowodzenia nasze musza by¢ arytmetycznemi. Co
sig tyczy trzeciego zaloZenia, to mozna tylko przypuscié, Ze definicya
nie jest przystosowalng (adequate). Muszg tu wyznaé, Ze zwykle wyo-
brazam sobie styczna nie jako granice linii siecznej, lecz jako linig, przy-
stajaca do krzywej i toczaca sig po niej. W braku lepszej definicyi,
przyja¢ musimy jedng z tych, ktérych uzyliSmy, Przychodzimy osta-
tecznie do ostatniego punktu, t. j. do ciggloSei.

Ciaglosé Ktdz wie, w jaki sposéb mozna okresli¢ scisle to
pojecie, nad ktérem trudzilo sig tylu filozoféw od czaséw Demokryta
i Arystotelesa? Aby uprzystepni¢ je dla zmysléw, méwimy, ze
wielko$é jest ciagla, gdy mozZe przechodzi¢ z jednego stanu w drugi
przez stopnie niepochwytne, Strzalka minutowa zegara .zdaje sig po-
ruszaé sposobem ciaglym, jakkolw.ek w rzeczy samej porusza si¢ dro-
bnemi skokami. Jej predkosé jest tez dla zmysléw ciagla. Ideali-
zujemy nasze zmyslowe pojecie ciaglosci. Nie tylko méwimy, Zo wiel-
ko8¢ powinna przechodzi¢ z jednego stanu do drugiego niepochwytnemi
dla naszych zmysléw stopniami, lecz Zadamy nadto, by pomiedzy kazdemi
dwoma stanami istnial inny, i tak dalej bez kotica, Taki uklad ma two-
rzy¢ continuum (obszar zwartej ciaglosci). Taki nieposledni mate-
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matyk, jak Bolzan o, przyjmowal to w swoim filozoficznym traktacie
»O paradoksach nieskonczonosci“. Nikt tak dzi$ tej rzeczy nie uwaza.
Lecz nie tyle obchodzi nas to, na czem polega continuum w. abstrakeyi,
ile to, co stanowi krzywa ciagla lub powierzchnig ciagla. Im wigeej
rozmy$lamy nad tem trudnem pytaniem, tembardziej dochodzimy do
przeswiadczenia, Ze definicya, jakg daé mozemy, hy sluzyé mogla za
podstawe do $cistych dedukeyj, w najlepszym razie moze byé interpre-
tacya przyblizona mglistej i zwodniczej natury tego pojecia. ‘Moze mieé
ona jedynie wartosé, wynikajaca ze sprawdzenia a posteriori, Ze
jest w zgodzie z innemi faktami naszej intuicyi., Taka definicya jest
znane kryteryum ¢ 8 Cauchy’ego — Weierstrassa. Przy
pomocy tej definicyi mozna rozumowaé z bezwzgledna precyzys i sub-
telnoscia. Wnioski, z niej wyprowadzone, sa w zgodzie z oczy-
wistoSeig naszej intuicyi. MoZzemy pokazaé np., za pomocs metod
czysto-arytmetycznych (i jak widzimy, tylko takie metody sa dzis
w uzytku), ze funkcya ciggla kilku zmiennych musi osia ga ¢ swoje
maximum, tak, Ze gdy podobna funkeya ma w punkcie P wartos¢ a,
a w innym punkecie () warto$é b, to przyjmuje wszystkie wartosei po-
$rednie pomiedzy a i b, gdy zmienna przebiega sposobem ciaglym drogg
od Pdo Q. Mozemy takze okazaé, Ze krzywa zamknigta bez punktu
podwdjnego, odpowiadajgca funkecyom ciaglym

z=¢(@) , y=v(@

musi tworzy¢ ograniczenie zupelne obszaru i t. p.

§ 4

WykazaliSmy naleZycie slusznos¢ stanowiska arytmetyka. Moze
byé ono stwierdzone w ten sposéb. W intuicyi naszej mamy pojecia:
krzywych powierzchni, ciaglosciit. d. Aby uczynié z nich uzytek,
intuicyonista przeklada je na jezyk arytmetyczny i stosuje do nich
rozumowania, odnoszace si¢ do funkeyj jednej lub wielu zmiennych,
jak one majg miejsce dla liczb abstrakcyjnych. Arytmetyk jest zdania,
Ze postgpowanie takie jest niedopuszczalnem od chwili, gdy nie moZna
okazaé, Ze formulowanie arytmetyczne przystaje do odpowie-
dnich pojeé¢ intuicyjunych, Co  najwyzej mozemy wtedy pokazaé za
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pomoca sprawdzenia arytmetycznego, ze obrane definicye zgadzaja sig
z faktami naszej intuicyi.

Zanim skoncze z ta rzecza, pozwole sobie uczyni¢ pare uwag:
1-0 Z naszej ,definicyi ¢ funkeyi ciaglej] wnosimy, Ze y musi prze-
chodzi¢ przez wszystkie wartosci posrednie od z, do x,. Te to wlasnosé
przyjmuje sig niekiedy za definicye funkeyi ciaglej. Nie jest ona wszakze
réwnowazna z definicys pierwsza. Tak np. funkcya

y=0dlaxz=0, y:sin-al? dlaz==0

jest ciagla przy deﬁnicyi'drugiej, nieciagla przy pierwszej. 2-o Funk-
cya dwu zmiennych z = f(x, y) okresla sig jako ciagla w obszarze R,
jezeli dla kazdej wartosci y w R, # jest funkcys ciagla zmieanej a
i jezeli dla kazdej wartosci z w R, # jest fankcya ciagly zmiennej y.
Definicya ta nie jest wszakze réwnowazna z definicya, jaks dzi$ przyj-
mujemy, jak to wida¢ np. dla funkeyi

ﬂ_ﬁ’— dla wszystkich innych punktéw.

e

‘Powiedzielidmy, Ze obrane definicye arytmetyczne zgadzaja sie ze
soba, dostatecznie. Zgodnosé ta wszakZe nie jest tak zupelna, jakby
sobie tego Zyczyé mozna bylo. Przedewszystkiem widzieliSmy, e
funkeye ciagle mogg przedstawiaé osobliwosci, ktérych moze nie po-
siadaé krzywa ciagla intuicyjna, np. nieograniczona liczbe kolysan
w przedziale dowolnie malym oraz brak stycznych. Na te oso-
bliwosci winni$my zwrdci¢ uwage. Rozpatrzymy je krotko w osobnych
ustepach.

z=0dlaz=y=0, 2=

Rektyfikacya krzywyech Wyobrazamy sohie krzy-
wa, jako majaca dlugos¢ Istotnie czytamy w ,Elementach“ Euk1i-
desa nastepujaca definicyg: linia jest dlugosciy bez szerokosei.
Jezeli mamy dwie krzywe, mozeémy poréwnaé jedne z druga co do
ich wielkosei, t.j. dlugo$ci, nie -ustanowiwszy uprzednio $wiadomie
sposobu ich mierzenia. Moze nie$wiadomie przypuszezamy wtedy, ze
obie krzywe sa opisane z réwnomierna szybko$cig i uwaZamy czas na
to potrzebny. Byé¢ moze, Ze wyobraiamy je sobie jako pasma nie-
rozciagliwe, ktérych dlugosé otrzymuje sig przez wyprostowanie. Mniej
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uZywany sposob mierzenia ich dlugosci otrzymuje sie, gdy toczymy je
po drodze prostoliniowej. Mamy tu nastepujace zadanie: w jaki sposéb
nalezy sformulowaé arytmetycznie nasze pojecia intuicyjne o dlugosei
linii krzywej. Intuicyonista powiada: krzywa, a raczej Ink krzywej
posiada dlugosé; ta dlugosé jest liczbg L, ktéra otrzymujemy, obie-
rajae na krzywej pomiedzy dwoma jej koficami punkty P, Py, P, ... P
i tworzac sume¢ X F; P;yq. Granica tej sumy, gdy punkty sg wsze-
dzie geste pomiedzy P, P’ jest L.

Arytmetyk podnosi przeciwko temu nastepujace zarzuty. Jak-
kolwiek, powiada on, formuluje arytmetyeznie to zagadnienie, nie mam
wszakie a priori pewnosci, czy wzor mdj zupelnie przystaje do
intuicyi geometrycznej. Buduj¢ wraz z intuicyonista sume powyZsza,
lecz poniewaZ wedlug mego zdania krzywe intuicyjne nie majg diu-
gosei, wyrazié si¢ dajacej przez liczbe, powstrzymuje sie przeto od
przyjecia z géry, Ze powyZsza suma ma granice. Przeciwnie, cheg
dojs¢ i przekonaé sig, czy granica istnieje, a W tym razie czy ma
ona jedne i tez samg warto$é bez wzgledu na to, w jaki sposéb wybrano
punkty P;. JeZeli za$ tak jest, to cheg dalej przekonaé sie, czy liczba,
uzyta jako okreslenie dlugosci, prowadzi do konsekwencyj zgodnych
z mojg intuicya. Faktem jest, Ze jeZeli przyjmiemy, iZ nasza krzywa
jest ciagla, to suma. powyZsza nie zawsze posiada¢ musi granice.
Jordan pierwszy zwrécil uwage na fakt, Ze jeZeli krzywa, obok cig-
gloSei, posiada dlugo$é zgodnie z powyisza definicya, to musi byé
,,a variation bornée*, t. j. oscylowaé po pewnej drodze przepisanej.
Euk krzywej o rownaniu (1), obejmujacy peczatek, nie ma dlugosei.
Funkecya Weierstrassa

[oe)
1) Y = Z b* cos a* nx |
0 .

gdzie ) jest staly dodatnig mniejszg od jednodei a, za$ liczba niepa-
rzysta wiekszg od 1, stanowi inny przyklad. Krzywa przy ab>1
nie ma dlugosci dla luku, zawartego pomigdzy dwiema rzednemi, jak-
kolwiek blizkiemi. Irteresujacem jest spostrzeienie, Ze powyZsze
arytmetyczne sformulowanie naszych pojeé intuicyjnyeh o rektyfikacyi
nie zalezy wcale od istnienmia pochodnej. Definicya zwykla jest:
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Te dwie definicye arytmetyczne nie sy rownowazne. Latwo zbudowaé
funkeye, dla ktérej ta calka jest pozbawiona zupelnie znaczenia, gdy
tymeczasem - definicya pierwsza daje na dlugosé liczbe dokladnie
okreS§long. Du Bois-Reymond kwestyonuje prawo mowienia
o dlugosei krzywej, o ile nie jest dana przez wzor (2). Stwierdza to,
te nasze interpretacye arytmetyczne sa mniej lub wiecej dowolne,
a przynajmniej, Ze nie jest a priori oczywistem, iZ sy przystoso-
walnemi.

Kwadratuia. Uwagi, uczynione w poprzednim paragrafie,
stosujg sie zarowno i tu. Musimy twierdzeniu intuicyonisty, Ze kazda
krzywa plaska zamknieta ogranicza pole, zaprzeczyé, jakkolwiek
F. Lindemann, wyborny krytyk Euklidesa, jeZeli go dobrze
rozumiem, poglad taki podziela !). Bez tej pewnosci intuicyonisty
formulujemy arytmetycznie nasze pojeeia pola tak, jak to czynig
Peano i Jordan. Definicya arytmetyczna ma zaswiadezyé i po-
kazaé, czy konkluzye, do ktorych prowadzi, sa w zgodzie z naszemi
pojeciami o polu. Tak np., gdy podzielimy nasze pole nie na kwa-
draty zwykle lecz na uklady kwadratow krzywoliniowych, wtedy
tez mamy pole zgodne z definicya; czy rezultat bedzie ten sam
co poprzednio? OczywiScie, rozumowanie, jakiego tu uZywamy, zgo-
dnie z naturg tego zagadnienia, musi by¢ czysto-arytmetyczne. Do-
daje, Ze gdy nawet przyjmiemy wspomniang definicye arytmetyczna,
to bynajmniej nie uzasadnimy jeszeze przez to twierdzenia, Ze figura
zamknieta posiada pole. Mimochodem uczynimy uwage oczywista, Ze
zwykla proba, stosowana do stwierdzenia istnienia calki okreslonej,
jezeli ma by¢ uwaZana, jako stosujaca si¢ do pola, jest bezwzglednie
zludna. '

Co sig tyczy kwadratury powierzchni w przestrzeni, to rzeez tu
jest jeszcze bardziej subtelna, co jest widocznem, gdy rozwazymy, Ze

1) Vorlesungen iiber Géometrie¥, t.1I, str.557. Ustgp w mowie be-
dgey brzmi: ,Einer allseitig umgrenzten Figur kormmt ein bestimmter Flé-
cheninhal zu¥.
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w tym przypadku osobliwosci powierzehni cigglych moga by¢ nieskon-
czenie rozmaitszemi. Sformulowanie arytmetyczne pola powierzchni,
ktore przez dlugi czas chetnie przyjmowano jest nastepujace: Wpiszmy
w powierzchnie wieloscian o malych $cianach trojkatnych; granica
powierzehni takich wieloscianéw, gdy ich Sciany malejg nieogranicze-
nie, jest polem szukanem. Przedstawia to analogie do wpisywania
wielokata w krzywa, celem wyznaczania dlugosci tejze. To formulo-
wanie wszakZe, jak pokazal Se¢hwar z prowadzi do sprzecznoSci
i dla tego zastapiono je iniem.

Zanim zamkniemy ‘rzecz o mierzeniu wielkosci przez liczby,
nezynimy jeszeze nastepujaca uwage. Przyjmuje sie powszechnie, Ze
wezystkie wielkosei geometryezne i fizykalne daja si¢ mierzy¢; Ze
droga, na jakiej to si¢ odbywa, ma by¢ niezaleZna od nas, a tkwi¢
w pojeciu samej wielkosei. Tego z pewnoscia przyjmowaé nie naleZy.
Wielkosei dajg sig mierzy¢ tylko wtedy, gdy majg lub gdy nadajemy
im pewne wlasnoéei; od nas zas zalezy wybor miary szczegoélnej.

Krzywe, wypelniajgce pole Jakkolwiek nicokre-
Slonem jest nasze pojecie o krzywej i powierzehni, twierdzono wszak-
Ze, ze krzywa jest zasadniczo jednowymiarowa, powierzchnia dwuwy-
miarowg mnogoscig punktow. Niejasne pojecie wymiarowosci tu
rozwaZanej, znajduje swoje interpretacye w liczbie zmiennych nieza-
leZznych, okreslajacych poloZzenie jednego z punktéw praestrzeni.
Z tego stanowiska, rownania

) z=f{), y=g9@®, 2=,

zaleine od. jednego parametru ¢, przedstawiaja krzyws, réwna-
nia zas

(2) z=ftu), y=gtn), e=h(t,u),

w ktorych sa dwa parametry ¢ i w, przedstawiajy powierzchnig. To
wladnie mamy na my$li, méwiac o wymiarowosei, gdy tymezasem intui-
cyonista sklania si¢ ku stosowaniu intuicyi geometrycznej przy badaniu
analitycznem takich funkeyj. Badania C antora w teoryi mnogosci
wykazaly juz dawno (1877), Ze taki poglad jest fatszywy. Pokazat
on, Ze rozmaitosé¢ o danej liczbie wymiaroéw daje si¢ wprowadzié w od-
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powiedniosé¢ jedno-jednoznaczng z rozmaitoseia jednowymiarowa. Wy-
nika stad, Ze liczba parametréw, uzywanych do okreslenia poloZenia
punktu w mnogosci, jest w ogéle dowolna, P eano pierwszy podal
przykiad, w ktérym funkeye o rOwnaniach (1) sg ciagle, a mimo to odpo-
wiadajaca im mnogos¢ punktow jest kwadratem lub szescianem, gdy
t zmiania sie 0d 0 do 1. Cesaro pokazal, w jaki sposéb funkeye takie
moga byé przedstawione analityeznie, Hilbert za$, jak takie krzywe
zbudowaé mozZna przy pomocy rozwaZah geometrycznych ). Mimocho-
dem zwréce uwage na fakt, Ze krzywe pomocnicze Hilberta wyja-
Sniaja w sposOb bardzo piekny potrzebe pracowitego dowodu J o r-
dana?), Ze te wielokaty nigdy nie przestajg mie¢ punktéw wewne-
trznych. Krzywe Peana i Hilberta wyjasniaja nam bardziej
przekonywajaco niz jakikolwiek inny przyklad, jak niezupelnem jest
nasze pojecic o linii krzywej i jak zbyt pospiesznem jest przyjmowaé,
Ze poniewaZ pewne funkeye proste przedstawiaja krzywe intuicyjne, to
i toZzsamo musi by¢ ze wszystkiemi krzywemi. ZauwaZe, Ze ze zna-
nych Krzywyceh najbliZszemi do poprzednich sg cyklojdy. Tak np.
hypocykloida ma réwnania:

x = (t)=a {m cos t 4 cos mt} ,
y=g(t)=a {m sin t — sin mt} .

Gdy parametr £ roénie nieograniczenie, m za$ pozostaje niewymiernem,
punkt z i y zbliZa si¢ nieograniczenie blizko do punktu kola, po kto-
rem ruch si¢ odbywa; ale Zadna cze$é krzywej nie wypelnia naj-
mpiejszego chociazby pola. Jestto w zupelnej zgodzie z naszem po-
jeciem krzywej. ’

Przyklady Peana i Hilberta pokazaly, Ze nie mozZna
scisle nakresli¢ linii demarkacyjnej pomiedzy naszemi pojeciami intui-
cyjnemi krzywyeh i powierzchni. RozwaZmy jeszeze jeden przyklad.
Niechaj dla prostoty bedzie kwadrat. WeZmy punkty, ktorych obie
spolrzedne s wymierne. Wynika stad mnogosé punktéw takich, Ze

1) Patrz ,Prace matematyezno-flzyczne®, t. V, str. 13—14. S. D.
2) Cours d’analyse. I, str. 94 i nast.
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moZna przejéé sposobem ciaglym od jednego do drugiego bez . wyjscia
z rozmaitosei. Czy jest to powierzchnia czy krzywa? JeZeli mé-
wimy, Ze to nie jest powierzchmia, bo posiada tylko punkty na
ograniczeniu, wtedy krzywa P e ana nie jest krzywa, lecz jest pb-
wierzchnig. Jaki vrodzaj funkeyi ma to przedstawiaé, jeZeli nazwiemy
to krzywa?

Przerywamy te rozwaZania naszych poje¢ o krzywych. Wynika
z nich z pewnofcia, Ze rozmaite wlasnosci, ktére pospolicie przy-
pisujemy linii krzywej, sa z sobg tak niezgodne, iZ moZemy po-
wiedzie¢ wraz z Kleine m ,Ze z matematycznego punktu widzenia
nic dzi§ nie zdaje si¢ byé ciemniejszem i bardziej nieokreslonem od
tego pojecia® 1).

§ 5.

Zamykajac rzecz naszs, powiemy, Ze poglad intuicyonisty na
warto$¢ oczywistoéei intuicyi utrzymaé sie nie da. WidzieliSmy wsze-
dzie, Ze pojecia, z intuicyi wynikajace, s3 niejasne i niezupelne i Ze nie
podobna wykazaé ich przystawalnoici do réwnowaZnikéw arytmety-
cznych. Praktyka intuicyonistéw, polegajaca na uzupeknianiu w da-
nym momencie. rozumowania analitycznego za pomocg argumentéw
czerpanych z intuicyi, usprawiedliwié sig¢ nie daje.

Intuicyonista mniema, Ze gdy napisze rownanie krzywej, to kry-
teryum ciagloéci, wyraZenie jej dtugosei i t. d. posiada przystosowalne
przedstawienie w faktach geometrycznych. Arytmetyk jest zdania,
ze niepodobna a priori nabra¢ zaufania w tym wzgledzie. Dla
niego zasadnicze znaczenie maja wzory arytmetyczne, ktore stojy
w zwigzku mniej lub wiecej Scistlym z pewnemi pojeciami geome-
trycznemi. Wlasnosei tych wzoréw wyprowadzaja sig za pomocy
metod arytmetycznyeh, a ich wyniki sie poréwnywamy z tem, czego
oczekujemy od naszej intuicyi. Tylko w razie zgodnosci moZna

1)  Math. Ann. 50, str. 586.
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twierdzi¢, Ze wzory arytmetyczne byly szczesliwie obrane. Albo
moZna rzecz przedstawié inaczej: mamy dwa Swiaty: $wiat naszych
zmystow i intuicyi oraz Swiat liczb. Przedmioty pierwszego daja nam
sposobnos¢ do tworzenia pewnych przedmiotéw w Swiecie liczb, ktéry
staramy sie mozZliwie przystosowaé do oryginalu. Jak wykoliczyé te
kopie, tego nie wiemy ani umiemy. Bez watpienia jest ona dostatecznie
przybliZons.

Matematyk dzisiejszy, wyrobiony w szkole Weierstrassa,
ma zasade do nazywania swej nauki: ,die absolut klare Wissen-
schaft“. Wszelkie usilowania do wciagnienia go w spekulacye me-
tafizyczne odpycha on z energiczng niechecig. Z bolesnem wra-
Zeniem sledzi smutne pomieszanie metafizyki z -matematyka, ktére
bylo tak czestem w stuleciu poprzedniem i na poczgtku bieZzacego !).
W istocie analiza dzisiejsza jest nauka przejrzysta. Zbudowana
jest na prostem pojeciu liczby, a jej prawdy najgruntowniej sg
uzasadnione w calej dziedzinie wiedzy ludzkiej. Nie nalezy wszak-
%e zapominaé o tem, Ze cena, za ktérg uzyskujemy te jasnosé,
jest przeraZajaca — bo jest nia rozbrat zupelny ze Swiatem zmy-
slow.

) Hami lto n, Life, t. 1, p. 304, pisze w liscie z r. 1828 ,,Algebraista,
usuwajgey metafizyezne szkopuly, zalegajjce podstawy analizy, bez poswig-
cenia .metod dokladnych i poteinyeh, stanowigeyeh jej istotg i wartosé, robi
dzielo uzyteezne i strzeze dobra naunkic.

Wiad. mat. HI. 1893. 19



