0 OBJETOSCIACH BRYL, UTWORZONYCH RUCHEM
PRZESTRZENNYM FIGURY NIEZMIENNEJ

napisat

T. Rudzki.

L

W artykule niniejszym, mam zamiar poda¢ niektdre wasnoci
ruchéw w przestrzeni, bedace niejako uogdlnieniem tych, ktore
si¢ odnosza do kwadratury rulet przy ruchach posuwistych ).

Na zasadzie analogii fatwo jest przewidzie¢, ze i w tym ogél-
niejszym przypadku obliczanie objetoSci zamknietej w danej po-
wierzchni utatwia sie, ilekro¢ wiemy, Ze ta ostatnia moze by¢ utwo-
rzona ruchem figury postaci prostej lub tez ruchem, ktérego wia-
snosci sg nam znane. Wyrazem tej myséli przewodniej jest znane
twierdzenie Pappusa-— Guldina, dajace mozno$¢ obliczania
objetosci powierzchni obrotowych.

Twierdzenie to uogélnit Koenigs 2), rozszerzajagc je na
jakikolwiek ruch przestrzenny danej powierzchni S, ograniczonej
krzywa zamknietq C. Mozna tu zauwazy¢, ze objetos¢ V, utwo-
rzona ruchem powierzchni S, nie zmieni sie, jezeli odksztalcimy
w jakikolwiek sposéb te powierzchnie, pozostawiajac krzywa C bez
zmiany, Ze zatem V zalezy tylko od postaci linii krzywej, ograni-
czajacej dang powierzchnie. 'Koenigs dowiddt, ze objetosé to
moze by¢ w najogdlniejszym przypadku przedstawiona za pomoca
wzoru

(1) V= Al + Bm -+ Cn -+ La, + Mb, -+ Nc,

) Patrz ,Wiadomosci matematyczne“, tom niniejszy str. 1 i nast.
2) Koenigs. Lecons de Cinématique, p. 437,

Wiad. mat. IIL 1899. 16
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w ktorym uktad wielkosci (4, B, C, L, M, N) zalezy tylko od po-
staci krzywej C— (ay, by, ¢, 1, m, n).za$ jedynie od rodzaju ruchu, na-
danego powierzchni. Mianowicie, oznaczajac sktadowe skretu chwi-
lowego figury F, odniesione do ukladu prostokatnego (x, ¥, z), po-
ruszajgcego sie razem z dang figura przez !)

() Enlpar
mamy:
g = [fpdt by=fqdt c¢,= [ rdt

3
l=Jf¢&t m=fqdt n=fCldt.

Napisawszy réwnania (1) dla sied miu krzywych zamknigtych
Ci, nalezacych do tego samego ukladu niezmiennego i wyrugo-
wawszy z nich wielkosci (@, by, ¢,, I, m, n) otrzymujemy réwnanie:

7
(4) 21' VkﬂA =0
1

w ktorem spoétczynniki f; sa niezalezne od rodzaju ruchu, .udzielo-
nego ukiadowi.

Réwnanie (4) wykazuje dobitnie analogie pomiedzy twierdze-
niem Koenigsa i zagadnieniem Zeuthena, podanem w ,Nouv.
Annales des Math.“ 1871, str. 902). W rozdziale niniejszym za-
mierzamy podaé inne uogdlnienie tego zagadnienia.

W przypuszczeniu, Ze odcinek 4 B, nalezacy do uktadu (x y 2),
porusza si¢ z tym ukladem w jakikolwiek sposéb, mozna ‘latwo

1) Skiadowe skretu chwilowego mozna wyrazié przez spétczynniki prze-
ksztatcenia '

f=@—aet@—b)d +z—c) o
y=E—af+@—bp+e—p"
p=E—ar1+—br+E—9y

za pomocq znanych wzoréw, ktére czytelnik znajdzie w podrecznikach mechaniki
teoretycznej.
) Wiad. mat. ,0 kwadraturach krzywych® § VIIIL.
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obliczy¢ objetos¢ bryty Vg, opisanej przez tréjkat ABO, w ktérym
A0 i BO sg wektory, 1aczace punkty A, B z punktem nieruchomym
O (poczatkiem uktadu nieruchomego (1Y) 3).

Aby unikna¢ wzoré6w na przeksztalcenie spéirzednych (ryj
na xyz), nadajacych wzorom na obliczanie objetosci postac
zlozona, znajdZmy odrazu objetos¢ V,p w ukladzie (xy 2).
W tym przypuszczeniu punkt O bedzie miat spétrzedne (a, b,¢).
ktérych zmienne wartosci zaleza od danego potozenia figury F.
Oznaczywszy spbtrzedne punktdw (4, B) przez (x, y, 2) i (%4, ¥, 2;)
mozemy rzuty predkosci tych punktéw na osie ukladu (xy 2) wy-
razié wzorami: B 5 )

/uw:f-[—qz—ry ( Ve=&Fqz —ry,
A fu‘,/=17-|—7‘.’l:—p2 B 'I’ly=7)+rx1 431
V= C —-I—py —Qx vV = C + DY —9%,

ktére nam daja moznos¢ obliczenia rzutéw przesunieé¢ (44, BB)),
obu punktéw na tez same osie.

Uwazajac objeto$é elementarna, opisana przez AB, jako sume
dwéch ostrostupow OAA,B, OBA,B,, réwnajaca si¢ z doktadno-
Scia do nieskoriczenie matych 2-go rzedu:

r—a , y—>b , z— ¢ |
% xtv.dt—a ,’_y—l—vy.i_d,t-—b 2t v dt—c
v dt —a , y+v,dt—0b )zt dt —e ’
x—a , y—2>b , | z—¢
(5)—|—% g+tv.dt—a ,ydv,dd—=0b,z+v.dt—c¢
T —a y hi— 0 , 31— ¢

z—a , y—0b , z—c¢

1 _ .
=5 Vet Vi, Uyt vy, V2 vy |dE,

xn—a ,Y —b ,2—c¢
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mo7emy szukana objetoéé Van wyrazné przez calke:
£ y—10 z—c¢
Z— yi— b zZ—¢
Aet2) —rlyFy-28 @) —p(e-+2)+ 20, Y +v)—@+-

i wyprowadziwszy spéirzedne (%, y, 2, &, ¥, 2,) za znak calkowa-
nia, uwazaé ja jako funkcye 3-go stopnia tych spéirzednych. '
Przy catkowaniu nalezy, podobnie jak przy obliczaniu pola
rulet, uwazaé (a, b, ¢, &, 1, {, p, ¢, r) jako pewne funkcye argumentu ¢.
Wyrazy 3-go stopnia w rownaniu (6) beda dane przez wyznacznik:

z Y z
_’ I . ¥ & at

9 (aF2) ! r (@, » Y+v)
1‘ =YY —p(2+zn) »-«z(x—l-w])'

Rozwijajac ten ostatni; otrzymamy réwnanie:

(7)Y 6A=M,fpdt4-M, fqdt+ M, frdt = M.a,-+ M,b,+ M.c, .

(7) A=

> —

Pozostale wyrazy w (6) sa stopnia 2-go i nizszych wzgledem
zmiennych z,z, ... Poniewaz réwnanie (6) jest zbudowane ana-
logicznie do réwnan dla pdl rulet, mozemy wi¢c wyprowadzi¢ tu
podobny whniosek, mianowicie: Ze migdzy objetoSciami
bryt, opisanych przez pewng liczhe odcinkdéw
Ay B: figury F, istnieje zalezno$é

27/:.V]7§;=0

w ktorejspotczynniki y, sa jedynie funkcyami
wzajemnych odlegtosci punktédw 4;, B..
Z dyskusyi réwnania (6) mozna wyprowadzi¢ nastgpujace
whnioski: _
1. Jezeli punkt B odcinka 4B nie zmienia swego polozZenia
w poruszajacym si¢ uktadzie, wtedy mozna—przyjawszy ten punkt
jako poczatek spétrzednych — nadaé réwnariiu (6) postaé:
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@ b c.
8) Vig = % f x Y z ,
Qe—ry+2¢& , ra—pz4-2q , py—qz+2¢

skad wynika, ze punkty A, dla ktérych objetos¢ Viz ma
jednakowsg wielko$¢é, tworzg powierzchnig na-
lezacg do uktadu spdtosiowych i s.péisrodko~
wych pow1erzchn1 rzedu 2-go.

Jeszcze prostszy rozkiad odcinkéw AB, opisujacych Jedna-
kowe objetosci, otrzymamy przypusciwszy, Ze majg one wspdlny
punkt srodkowy

natenczas tatwo okazag, ze koricowe punkty tych odcinkow lezg na
dwoch plaszczyznach rownolegtych,

2. Jezeli przypuscimy, ze a=b=c¢ =0, t. ., Ze figura F'
obraca si¢ okoto poczatku spdtrzednych, jak okoto punktu statego,
to w réwnaniu (6) pozostana tylko wyrazy 3-ej potegi wzgledem
(@, 9,2, &, Yy, &) L. ju:

(7) 6Vzs = 6A=M, ay+ M, by + M c, .

Napisawszy wzory (7”) dla czterech rozmaitych odcinkéw (A Bk,
k=1, 2, 3, 4) i wyrugowawszy spétczynniki (d,, b;, ¢,), otrzymamy
réwnanie liniowe jednorodne

4
3 —
21.11/: VAkB,,=O,

ktore oznacza, ze twierdzenie Zeuthena mozna bezposrednio
zastosowac do t. zw. ruchu sferycznego, t.j. do obrotu
figury F okolo punktu statego.

3. . Przesunawszy przez wielobok zamkniety ABCDE...F
jakakolwiek powierzchnie, mozemy na objeto$¢ V, opisang przy
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ruchu sferycznym przez te ostatnia, napisaé wedtug Koenigsa
wZzZor:

9) V= La, + Mb, + Ne, ,

w ktérym L, M, N oznaczajy pewne calki, rozciggnigte na obwod
AB...F. Pokazemy w jaki sposéb wielkoéci te mozna w danym
przypadku obliczy¢, unikajac calkowania.

W istocie, zwazmy Ze bryle V mozna roztozy¢ na szereg bryt
ostrostupowych Vg, Vae, Ven. .. Vi t. j. przedstawi¢ jako sume
algebraiczna:

@) V= Vis+ Vac+ Voo~ Vor ...+ Viu - (obj. piramidy
OAI Bl Cl .. F] - Obj. pil’amidy ()A2 .39 (/" e o Fg) .

Poniewaz jednak ruch figury jest sferyczny, wigc dwa ostatnie
wyrazy, odpow1adaja,c pocza,tkowemu i koncowemu potozeniom
wieloboku, wzajemnie sig znosza. Z réwnania (9') wynika zatem:

(10) 6V=uay 2 Mis+b, Z Myy-+c¢, M. .
Przyréwnywajac obie wartosci na V (9, 10), mamy:
ty (6L — 3 My,)+by (6 M— 3 My,) + ¢ (6 N—3 Mi)=0

Wyrazy w nawiasach ostatniego réwnania zalezg tylko od
wzajemnych polozen bokéw wielokata, mozemy wiec wielkoSciom
a,, by, ¢, nada¢ niezalezne od tych wyrazéw wartosci; z tej uwagi
za$ wynikaja rownania:

6L=3M. , O M=3M,, , ON=IZM,.:.

Na poczatku niniejszego rozdziatu przypuéciliémy, ze trdjkat
ABO, opisujacy objetos¢ V, ma staty wierzchotek (0); przy ruchu
odwrotnym, odcinek 4B, nalezac do ukiadu (zyz), zachowuje poto-
Zenie niezmienne, gdy tymczasem punkt O opisuje jakakolwiek
krzywa przestrzenna. Widzimy wiec, ze i danemu punktowi
(0) poruszajacego si¢ uktadu odpowiada pewna



O objetoseiach bryl, utworzonych ruchem przestrzennym i t. d 221

okreslona objetos¢ (W,), utworzona przez zmienny trojkat
ABO o stalej podstawie 4B i ruchomym wierzchotku O.

Przyjawszy dla pfostoty dtugosé odcinka 4B réwna jednosci,
0ZNnaczywszy przez a, b, ¢ spéirzedne punktu 4, przez a +y, b+ 7y,
¢+ 9" spotrzedne punktu B, wreszcie przez xzyz — punktu O
w ukladzie (xy#), i zachowujac poprzednie oznaczenia, mozemy
tatwo wyprowadzié wzor:

Y 4 Y
1

|
(11) 6W°=F . r—a y—b a2—c ’dt,
|

§rq9e—ry , ntrz—ps , {+py—qx

ktory wykazuje, ze i w tym przypadku punkty o jednakowej
objetoséi (W, = const), tworzg uklad -powierzchni stopnia
2-go.

Zauwazmy jeszcze, ze wzor Wyrazajacy objetosé W, w spot-
rzednych (r y 3) bedzie miat posta¢ analogiczng z wzorem (11), mia-
nowicie: 4

Yo Vi 7 Yo 71 ¥2 Yo Y1 Vg

L T = L] IR 2 I s
W:—()—.f r—ay—b 3—c | = 6./ Iy 3 6_/ a b e
dr dy d3 dr dy dy dr dy d

W tym przypadku jednak spbtrzedne (@ b ¢) i (@ + yor b+ 7;,
¢+ y,) punktéow A4, B w ukladzie (ry3), jako wielkosci stale
mozna wyprowadzi¢ za znak calkowania. Poniewaz za$ dla to-
réw zamknietych:

flv=fdy=Jdy=0,

wigc calka W jest wtedy niezalezna od (a, b, Z) t. j. objetosé W,, od=~
powiadajgca danemu punktowi O przy ruchu peryodycznym, pozo-
stanie tg saima, jezeli odcinek AB bedziemy przesuwali jakkolwiek,
nie zmieniajac jego wielkosci i kierunku.
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‘Odpowiedni rezultat dla objetosci V,p, rozwazanych w niniej-
szym' rozdziale jest jak wykazuje réwnanie (5), nieco odmienny,
mianowicie wzory na V,p zawieraja spéirzedne (@, b, ¢) punktu
O w pierwszej potedze, zatem objeto$¢ V. pozostanie
bez zmiany dla wszystkich»,punktéiw 0, leZzacych na
pewnej okre$lonej ptaszczyznie. Jestto szczegllny przy-
padek twierdzenia, podanego przez Zeuthena w ,,_Nouvélles Ann,
des Mathématiques* I. (r. 1872). '

II.

Kwadratura rulet jest, jak wiadomo, zwigzana z okreSleniem
$rodka ciezkosci krzywizn dla ruchu posuwistego figury F. Nalezy
oczekiwaé, Ze przy ruchu przestrzennym figury F, $rodek ukladu
powierzchni 2-go stopnia, ktére daja rozklad objetosci, odpowiada-
jacych rozmaitym poruszajacym si¢ punktom, ma podobne wta-
snosci, jak wyzZej wymieniony $rodek ciezkosci krzywizn.

Azeby otrzymaé te wlasnosci, przypomnijmy najprzod kilka
zasadniczych twierdziert o ruchu ukiadu niezmiennego.

1) Najogoélniejszy ruch figury F mozna wywotaé przez to,
Ze pewna powierzchnia sko$na, nalezaca do figury, toczy sie ze
$lizganiem po innej powierzchni skosnej, nalezacej do uktadu (ry3).
Powierzchnie te, ktére w skroceniu bedziemy zwali aksoidami,
stykaja si¢ w danej chwili wzdluz wspélnej tworzacej, bedacej osia
skretu chwilowego.

2) Ruch figury F moze jeszcze byé wywolany przez to, ze
stozek asymptotyczny (S,) ruchomej aksoidy (p) toczy sie (bez
$lizgania) po stozku asymptotycznym (S,;) aksoidy nieruchome;j (=),
przyczem wierzchotek ostatniego posuwa sie. po pewnej Krzywej,
nadajac w ten sposéb ruch postepowy stozkowi S,. Toczenie sig
stozka (8,) po (8Sx) jest ruchem sferycznym, ktory si¢ skiada
z obrotéw elementarnych okoto osi réwnolegtych do osi skretow.
Elementarne katy obrotu (d6) danej figury F sa odpowiednio réwne
katom obrotu stozka S, po (Sp). AzZeby otrzymaé wzér na db
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przetnijmy oba stozki (8, S.) kula o promieniu réwnym jednosci,
opisana ze wspélnego ich wierzcholka jako $rodka. Otrzymamy
w. ten sposdb krzywe wskazujace (C,, C.) danych stozkéw, ktore
sie w kazdej chwili stykaja w pewnym punkcie I. Oznaczajac
przez r i ¢ promienie krzywizn geodezyjnych obu Krzywych w ich
punkcie stycznosci, przez dr element ich tuku, mamy zaleZno$¢:

d‘t+ dv

r e

(1) a0 =

Wykre$lmy teraz na aksoidzie (=) dwie krzywe (f, ), przeci-
najace wszystkie jej tworzace, uwazajac przytem, aby odleglos¢
tych krzywych (mierzona wzdtuz obu tworzgcych) byta réwna je-
dnosci, i oznaczmy przez Wy objetosé, utworzong ruchem zmien-

nego trojkata MTU, w ktérym wierzchotek M nalezy do figury F'
(T. U) za$ sa punktami przeciecia krzywych (¢, ) z tworzacemi (p).
WprowadZmy oznaczenia:

M8 =h=odlegtos¢ prostopadta punktu M od prostej T
MT = ¢ ; TS = V= objetos¢, utworzona ruchem trdjkata M 7T,
w przypuszczeniu, ze wierzchotek M jest staly i ze punkty T, U
opisuja na aksoidzie (p) krzywe (#,w’) odpowiadajace krzywym
(¢, w). Z uwagi konicowej § poprzedniego wnosimy, ze V jest stalg
wielkoscig dla wszystkich punktéw pewnej ptaszczyzny (N). La-
two réowniez dowies¢, ze dla punktu M’ nie lezacego na tej pta-
szczyznie jest: ’ '
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(2) Vi =V-+ Kd,

gdzie d jest odlegloscig punktu M’ od ptaszczyzny N; K - rzutem
czesci powierzchni (p) ograniczonej krzywemi (Z,, ©#;) na powyzszg
plaszczyzne. W wielu jednak przypadkach objetosé Vi jest w ogéle
niezalezna od potozenia punktu M, do czego warunek Konieczny
zawiera si¢ w tem, azeby rzut powierzchni (4, u,) na jakakolwiek
plaszczyzne byl réwny zeru. Wiadomo, Ze wlasno$¢ powyzszg
ma wszelka powierzchnia zamknieta, w ktorej rzutowi danego ele-
mentu odpowiada rzut przeciwlegtego elementu, réwny poprzedniemu
co do wielkosci i liczony ze znakiem przeciwnym. Jezeli wige
w takiej powierzchni przeprowadzimy takie rownolegle plaszczyzny
przecinajace, aby suma algebraiczna pél, ograniczonych krzywemi
przeciecia byla réwna zeru, wtedy i dla pozostatej cze$ci danej powie-
rzchni: K=0; tak np. rzut czesci hyperboloidy, utworzonej obro-
tem odcinka AB okoto jakiejkolwiek osi bedzie zawsze réwny zeru,
niezaleznie od polozenia plaszczyzny rzutowej.

Uwzgledniajac réwnanie (2) mozemy objetos¢ Wy wyrazi¢
wzorem:

3) W= Vu+ f (¢*— ) ds,

w ktérym drugi wyraz jest suma czworosciandw elementarnych,
zbudowanych na odcinku 7} U, i elementarnych przesunieciach
punktu M'1'); catka ta zatem jest niezalezna od potozenia krzywych
(¢, u) na aksoidzie ().

Oznaczmy spétrzedne punktéw M, T, U w uktadzie (xyz) od-
powiednio przez (x, ¥, ¢), (a,b,¢) (a4 4, b+ B, ¢} C) oraz dla
skrocenia przez I odlegtos¢ (Aa -+ Bb-} Ce) punktu T od pta-
szczyzny A& -+ By + Ct =0, przechodzacej przez poczatek ukladu
ruchomego i prostopadtej do tworzacej T'U aksoidy (p); natenczas
tatwy rachunek doprowadzi do wzoru:

') Obliczamy te elementarne objetosci tak, jak gdyby przesunigcia byly
obrotami, gdyz skladowe przesunigé wzdluz osi skretu dajg objetosci réwne zeru.
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= Vut j [w—a)? 4 (y—b)* -+ (s—oy"
— (4 (a—=) + B(b—2) + C(c—a))] 46,

w ktérym wedtug réwnania (1) jest:

S

dﬂ:’d‘:(—:--p%).

Azeby $rodek uktadu powierzchni
4) Wy — Vi = const

byt poczatkiem O ukladu (zyz), musza wyrazy plerwszego stopnia
w réwnaniu (4) by¢ réwne zeru, t. j.

) f(a—I.A)de=ﬁb.-,-1.B)de=f(c-1. 0)d0=0

Z uwagi jednak, ze rzuty pionu 0@, spuszczonego z poczatku
0 na tworzaca T'U (aksoidy (p)) sq odpowiednio réwne:

go=a—I1.4 , 9y=0—1.B , g.=¢—1.C,

mozemy napisac:

jyxdﬂzfyydezl/gz'lﬂ=0

Stad wynika twierdzenie:

Srodek O uktadu powierzchni (4) jest za-
razem Srodkiem ciezko$ci krzywej, utworzo-
nej przez spodki pionéw 0@, spuszczonych z te-
go punktu na tworzace aksoidy (p) w przypu-
szczeniu, ze waga elementdw tej krzywej jest
proporcyonalna do kagtédw elementarnych (d6)
obrotu figury F.

W szczegdlnym przypadku, jezeli objetosé Vy jest niezalezna
od potozenia punktu M, i jezeli powierzchnie (4') sg elipsoidami,
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natenczas punktowi O odpowiada najmniejsza objetosé. Wy ?).
Wreszcie, jezeli aksoidy staja sie parg walcéw, z ktérych jeden (p)
toczy si¢ po drugim (=), mozemy latwo, przechodzac od objetosci
W do pél opisanych promieniem wodzacym MS, otrzymaé znane
twierdzenie Steinera. Wtedy wszystkie mozliwe krzywe, utwo-
rzone przez punkty G, zlewaja sie z centrodya ruchoma (p) i punkt
O staje sie $rodkiem ciezkosci krzywizn.

i) W istocie niech:
V=a,2"+0659 + a2’ + 2a,zy+ 20,3252+ 2092
+ 28,2420,y + 2052 +a,

bedzie funkcya 2-go stopnia zmiennych (, y, z). Jezeli funkcya ta w punkcie O po-
siada maximum lub minimum, to jak wiadomo, spéirz¢dne @y, y,, 2, tego punktu
czynia zado$é réwnaniom:

oV IV

oV .
3;’——'2("11 “’+°12!/+"13‘+“1)“——0{¥=0,'67=0 ’

te ostatnie jednak réwnoczesnie okreslaja Srodek powierzchni
V =const,

ktérych rownanie w uktadzie ztoZzonym z osi gléwnych tych powierzchni ma
postaé

V=A4,X*4 B,Y,*+ C,Z,* 4 D,= const .

'Wiadomo, %e warunkiem koniecznym, aby funkcya ¥V miata w punkcie O
maximum lub minimum jest ten, aby spétczynniki 4y, By, (o byly jednakowego
znaku, skgd wnosimy, Ze powierzchnie

V= const,
muszg by¢ elipsoidami. Naodwrét, jezeli powierzchnie V = const

sgelipsoidami, to wspéInyich $§rodek O'jest punktem, kté-
remu odpowiadanajmmiejsza objetosé V.
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1L

Jezeli powierzchni¢ dang ' odniesiemy do ukiadu spétrzednych
krzywoliniowych (u, v), to objetos¢ V stozka, ktérego wierzchotek
jest poczatkiem uktadu prostokatnego (zyz), podstawe za$ stanowi
cze$¢ powierzchni, da si¢ wyrazi¢ wzorem

x ,Y ,%
(1) BV‘:‘/I Ly Yu, 2u - |diedv
. X L} ?/v [} o

w ktérym pochodne czastkowe oznaczone sg przez skazniki i cal-
kowanie rozcigga sie¢ na wszystkie punkty rozpatrywanego obszaru
powierzchni.

Dla scislejszego wyznaczenia warunkéw stosowalnosci twier-
dzen, odnoszacych sie do objetosci, ograniczonych powierzchniami
zamknietemi, nalezy zastanowi€ si¢, jakie znaczenie geometryczne
ma wtedy calka (1).

. Wzmiankowali$my juz poprzednic 1), ze jezeli krzywa plaska
zamknieta ma punkty wielokrotne, to, poczawszy od takich punktéw,
mozemy posuwal :si¢ po’ ktorejkolwiek z gatezi tej krzywej i za
kazda raza. otrzyma¢ dla.catki

I

28 = j (wdy— ydz),

inng warto$¢. oznaczana geometrycznié€ za pomocg reguly Gaussa.

Podobnie, wykresliwszy na danej powierzchni krzywe zam-
kniete (1 = const, v = const), musimy przyjaé¢ na tych krzywych
pewien okreslony kierunek ruchu; wtedy w czworo$cianach elemen-
tarnych, ktorych podstawe stanowi element powierzchni, kierunek
obrotu od (du) do (dv) (t.]. od stycznej do krzywej » == const do
stycznej u = const), widzianego z poczatku € uktadu, bedzie zu-

1) Patrz ,Wiad. matematyczne®. T. III, str. 7.
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petnie ckreslony i réwniez wedlug znanej reguly bedzie okreslony
znak objetosci elementarne;j

1 :
—3-( X, Ty Xo |dudv.

Dla 'sgsiednich punktéw powierzchni, powyzszy Kkierunek
ulega zmianie dopiero, jezeli: '

1) znajdujg si¢ one po drugiej stronie krzywej, w ktorej
stozek styczny do danej powierzchni, przeprowadzony z punktu O,
dotyka tej ostatnie;j,

2) lub tez jezeli krzywe spéirzedne (np. w = const) przeci-
najg si¢ w jednym punkcie, nie zmieniajac swego kierunku,

3) wreszcie, jezeli kierunek sasiednich krzywych spdtrze-
dnych zmienia si¢ -na odwrotny.

Widzimy wiec, ze dozwolonem jest przechodzié
od jednego uktadu (uv) doinnego (w'v') tylko wte-
dy, jezeli punkty w ktdrych obrdt (od du do dv)
zmienia swoéj kierunek, sg wobu uktadach je-
dnakowe.

Przypu$émy teraz, ze wierzcholek stozka (1) zmienia swe
potozenie wzgledem ukiadu; w § Il zauwazyli$my juz, Ze objetosé ¥
pozostaje bez zmiany, jezeli rzuty prostopadte danej powierzchni
na jakiekolwiek ptaszczyzny beds réwne zeru. Element takiego
rzutu bedzie ograniczony rzutami krzywych spétrzednych, co nam
daje moznos$é oznaczenia kierunku obrotu (od rzutu duw do rzutu dv)
w tym elemencie i znaku, z jakim nalezy wzig¢ pole tego ostatniego.

Otéz mozna wyobrazi¢ sobie zawsze powierzchnie zamknigte
i na nich takie spétrzedne krzywoliniowe, dla ktérych chociaz pro-
sta prostopadia do plaszczyzny rzutu przecina powierzchni¢ w pa-
rzystej liczbie punktéw, to jednak liczba elementéw dodatnich, od-
powiadajacych tym punktom, nie bedzie rowna liczbie elementow
ujemnych. Dla takich powierzchni wiec.poprzednio rozw a-
Zanerzuty niesag wogdlerowne zeru.

Dla przykladu wezmy powszechnie znang powierzchnie
jednostronna?), ktéra mozna otrzymaé, skladajac prosto-

) Mobius, Gesammelte Werke. Tom IL. p 519.
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katna wstege papierowa ABCD tak, aby punkty A i B przystaty
odpowiednio do punktéw Ci-D. Wtedy, proste BC'i AD utworza
jedna krzywa zamknigta, przez ktorg mozemy przesunaé jeszcze
jakakolwiek powierzchnig, np. stozek o dowolnym wierzchotku E.
Otrzymamy w ten sposéb zamknigtag powierzchnie je-
dnostronna, majacag krzywa podwojna. (Zreszta
latwo zauwazy¢, ze zamknigta powierzchnia jednostronna musi

Fig. 2

zawsze mie¢ krzywe wielokrotne lub przynajmriiej punkty wielo-
krotne).

Przypusémy teraz, ze punkt ruchomy opisuje t¢ powierzchnig,
suwajac sie kolejno po zamknietych trojkatach RAB, RAxB;. ..
w kierunku, oznaczonym przez kierunek odcinkéw AB,..., A; B, po-
wstatych z prostych réwnolegtych do bokéw AB, CD wstegi ABCD.
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Mozna wtedy okaza¢, ze jezeli obwody powyzszych tréjkatow
bedziemy uwazali jako krzywe spéirzedne (v == const), to wybdr
poczatkowych punktéw na krzywych (u = const) wplywa juz na
wielkosé catki V. W istocie, jezeli zmienimy poczatkowe poioZenie
AB odcinka ArBi (na A 1By)to tréjkaty, odpowxadajace poloZemom
miedzy ABi A,B,, beda mialy inny kierunek obrotu niz poprze-
dnio 1),

Rozwazania powyzsze prowadzg do ogoélnego rezultatu, poda-
nego przez Mobius'a?) dlat.zw. wielo$éciandéw jedno-
stronnych. Jezeli zmieniamy potozZenie pun-
ktu O (lub tez uktad spétrzednych krzywoliniowych %) u, v=const)
tojednak wogdble, nawet jezeli dana powierzchnia
jestzamknieta, catka V nie.pozostaje niezmienna.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze pomiedzy wieloScianami i po-
wierzchniami zamknietemi (jednostronnemi) istnieje zasadnicza ré-
Znica: w ostatnich mianowicie mozna zawsze znales¢
taki uktad spdirzednych krzywoliniowych, przy kté-
rych catka ¥V ma warto$¢ niezmienng.

Jako przyktad niech stuzy powierzchnia, utworzona obrotem

lemniskaty Bernouillego okoto osi MN, przecinajacej te krzywa
jedynie w jej sSrodku U. Powierzchnia ta ma punkt wielokrotny U,
by pokazaé, ze jest ona jednostronna, przypus¢my, Ze na normalnych

') Zalgczona figura przedstawia szczegdlny przypadek, kiedy krzywa
AU (CB) U (DA) jest plaskg. Krzywe spélrzedne (v = const) sg dane przez
obwody trojkatow RAk Bk, krzywe (u = const) przyjmiemy, jako tory punktéw
ruchomego tréjkgta ( RAr By). ktore to punkty wyznaczymy np. w ten sposéb, ze
stosunek ich odlegtoéci od koficowych punktéw odcinka, na ktérym leza (4 B, AR,
R B), jest staly.
 Krzywe (u = const) nie sg zamknigte, Kierunek ich jest kierunkiem ruchu
opisujgcego je punktu. - Majgc w ten” sposéb kierunki obu ukiadéw krzywych,
mozna okresli¢ z figury sume rzutéw powierzchni (RA0BD) na plaszczyzne krzy-
wej (4 CBD); suma ta jest réwna podwdjnie.wzigtemu polu tréjkata AR' B ( R'=rzut
punktu’R na powyssza plaszczyzne) j, jak-widzimy, znika tylko w szczegélnych
przypadkach. L L ) .
?) M6bius. Gesam. Weike. Bd. II, p. 499. - ‘
3) - Ta dfuga mozliwosc oczywiscie nie ma znaczenia dla wielosciandw.:?



O objetosciach bryt, utworzonych ruchem przestrzennym i t. d. 231

do niej odktadamy odcinki réwnej dtugosci (= a) w obu kierunkach.
Otrzymamy w-ten sposob dwie powierzchnie obrotowe, ktore sie
zlewaja w jedne, gdyz mogag by¢ utworzone obrotem jednej i tej
samej krzywej. Mozna  zatem przejé¢ z jednej strony powloki na-
szej powierzchni w dowolnym punkcie, posuwajac si¢ po niej, na
druga, przyczem trzeba jednak koniecznie przejs¢ przez punkt wie-

Fig. 3.

lokrotny U'1). Jezeli odniesiemy powyzsza powierzchnie do ukiadu
potudnikéw i réwnoleznikéw, to latwo przekonaé sie z zataczonej
figury, ze rzuty na jakakolwiek ptaszczyzne sa réwne zeru i ze
calka V jest niezalezna od potozZenia ukladu (xye).

Iv.

Przechodzimy z Kkolei do ruchéw przestrzennych, badanych
gtéwnie przez Mannheima. W tych ostatnich potozenia rucho-
mej figury F' sa funkcyami 2-ch parametréw niezaleznych (u, v)

1) Niektérzy autorowie podajg inne okreslenie ,jednostronnos$ci“
na podstawie ktdrego, kazdg powiei'zchnie zamknieta nalezy uwazaé jako dwu-
stronng. P o in caré. Journ. de I'Ecole polyt. 1895, str. 29,

‘Wiad. mat. I1T. 1899. 17
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i dlatego tez kazdy punkt pozostaje podczas swego ruchu (w ogol-
no$ci) na pewnej powierzchni, zwanej powierzchnig torows (surface
trajeqtoire) tego punktu.

Dla ruché6w o 2-ch parametrach mozna utworzyé wielkosci
analogiczne do sktadowych skretu chwilowego, uwazajac juz to
(u), juz to (v), jako zmienng niezalezng.

Z wielkosci tych, ktére oznaczymy przez

EMED AT 5 Eny 8l Qs T

mozna sktadowe skretu chwilowego, przeprowadzajacego figure
w potozenie sgsiednie, wyznaczyé w sposob nastgpujgcy !):

du du dv
& =¢ dt+§’ dt 7’o=19‘€7t“+1’1ﬂ
du dv dw dv
M= —7r M 5 =90g +ug
du dv dn dv
CO_CW—'_C]W 7’0—7“”4—41 v

rzuty za$ przesunieé punktu (z, ¥, 2) na osi (xyz), zwiazane z figurg
F, przez wzory

Ve dt =(& 492 —ry)du
Vot = (&4 e —ry)dv...it.d.

Darboux podat w wielokrotnie wspomnianym artykule 2)
wzdr na objetos¢ V stozka, ktérego podstawe tworzy czesé po-
wierzchni torowej danego punktu (zyz), zajmowana kolejno przy
rozmaitych polozeniach figury i ktérego wierzchotek (O) jest po-
czatkiem ukladu nieruchomego (ry3). Wzér ten ma w oznacze-
niach §§ I i II postac 3)

)) Koenigs. Legons de Cinéiatique, p. -23.
2) Darboux, Bulletin. 1878, p. 352.
%) W pracy Darboux’a zostal podany mylnie jako spétczynnik catki-V

ulamek —(a nie ——) Btgd ten zaznaczamy, gdyz powtarza si¢ on konsek-

wentnle w catym srtvkule
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r—a , y—>b , 2—c¢

L
'3—” 9z —ry+§& , re —pity , py —qxr 4L |dudv

Qe—ry+& , nx—pztn , pyY—ar+L

HyV=

i moze by¢ wyprowadzony w ten sam sposdb, jak analogiczny
wzor § I Poucza on, Ze objetos¢ V jest w ogodle funkcya trzeciego
stopnia spétrzednych danego punktu (M) w ukladzie (xyz).

Darboux dowiodl, ze wyrazy 3-go stopnia tej funkcyi
maja ksztalt:

(2) (@ + 9+ 2% (4,2 + By + C,2)

i ze wskutek tego rownanie (V=const) okres$la szereg
powierzchni 3-gorzedu, przechodzacych przez
kotourojone w nieskonczonos$ci.

Zarbéwno, jak i przy ruchach o jednym parametrze, korzystnem
jest tu rozwazanie. ruchu sferycznego, réwnokierunkowego z da-
nym, t.j. ruchu uktadu niezmiennego F} (, v, #,), ktdrego osi sg
w kazdej chwili réownolegle do odpowiednich osi ukladu (xy2).
Oczywiscie dla ruchu sferycznego figury Fy obroty p, qr, py, 91, 7
zachowuja te sama wartos$¢, co i dla danego.

lloczyn (2) wyraza wiaSnie objetosé, opisang przez punkt
(%, y, 2) figury F, przy przesunigciach, okreslonych w sposéb po-
wyzszy; spétczynniki zas 4,, B, C,, daja nam odpowiednio trzecia
cze$é pol opisanych przez punkty

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

figury Fy.

Wreszcie Darboux zwraca uwage na przypadek, w kto-
rym V staje si¢ funkcya drugiego stopnia spéirzednych punktu (xyz).

Przypadek ten zachodzi, jezeli np. przypuscimy, Ze przy sta-
tej warto$ci na parametr (1) punkty figury F opisuja tory zamknigte,
i ze to samo nastapi, jezeli przypuscimy v = const i bedziemy dru-
giemu parametrowi (1) nadawali wszystkie mozliwe wartosci; wtedy
obroty p, q, r Py, 91, 71, Nia poczatku i koricu fozpatrywanych ruchdw
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beda jednakowe i spotczynniki 4,, B, C}, ktéore Darboux wy-

raza przez catki:
34, = J / du dv

3) 3 B, ——-.f]‘(—g—z-——)dudv

0 1 Ar or,
36,.—./'/(—8;-——W)dudv

rozciagniete na wszystkie mozliwe warto$ci (u, v), stana sieréwne zeru.

Nalezy zaznaczy¢, ze catki te jed nak niezawsze
znikaja przy peryodycznym ruchu figury ZF,
tak np. w razie obrotu okolo punktu stalego, jezeli punkty uktadu
opisuja catkowita powierzchnie kuli, mamy:

3Al=3Bl =3 C]=4n.

W danym przypadku pochodzi to stad, ze potudniki, jako krzywe
spotrzedne na kuli, nie s zamkniete, gdyz rozciagaja sie od jednego
bieguna do drugiego, t. j. w granicach

od u=0 do wu=m.

GdybySmy obu parametrom na kuli nadawali wartosci od
0 do 2, to opisalibysmy w ten sposéb powierzchnie kuli dwa razy
i powierzchnie te, tak obliczona, musieliby$Smy uwazaé jako réwna
zeru 1),

Rozwazajac ruchy przestrzenne dla ktérych

(4) A4, =B =0, =0

1) Ten sam rezultat mozemy otrzymaé w inny sposob, uwazajgc kule jako
szczegolny przypadek powierzchni, utworzonej obrotem kota okoto jakiejkolwiek
prostej, lezacej w plaszezyznie tego kola (t. zw. pierécienia kolowego)., Latwo
okazaé, ze dla tej powierzchni 4;=B,=0C, =01 ze z reguly Guldina w szcze-
g6lnym przypadku wynika, ze powierzchnia kuli jest réwna zeru.
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przyjat Darboux, ze krzywe spéirzedne sg zamkniete t. j., Ze
figura wraca w koncu ruchu do potozZenia poczatkowego. Poniewaz
jednak wielkosci (4,, By, C,) zalezg tylko od obrotéw elementarnych
figury, wiec azeby byly one réwne zeru, dostatecznem jest by
figura F), obdarzona ruchem sferycznym, réwnokierunkowym
z danym, wracata do polozenia poczatkowego przy pewnych no-
wych warto$ciach parametréw (w, v). Czyli, innemi slowy, jezeli
figura F wykonywa ruch, przy ktérym jest spetniony warunek (4)
i jezeli udzieli¢ jej nowy ruch o 2-ch parametrach, w ktérym prze-
suniecia elementarne réznityby sie od poprzednich tylko w wielko-
Sciach &, 9, ¢, &, %y, &, toiw tym drugim przypadku, aczkolwiek
powierzchnie torowe nie beda w ogdle zamKknigte, objetosci ¥ musza
by¢ funkcyami 2-go stopnia spétrzednych poruszajacych sie punktow.

Dla przyktadu przypusémy, Ze powierzchnie torowe odnie-
sione s do ukladéw Kkrzywoliniowych (analogicznych do ukladu
potudnikéw i réwnoleznikéw .na powierzchniach obrotowych) i ze
w obu biegunach (2, 2,), w ktérych przecinajg si¢ wszystkie krzywe
jednego uktadu (v = const), obroty

Pa 27, P QI’ "

otrzymuja te same wartosci.

Wtedy catkowania wzdtuz krzywych (v = const) odbywamy
na przestrzeni, zawartej miedzy punktami Qi £, (t.j. od w =1,
do u = u;). Nie mniej jednak catka

u.a ‘ . .
. T’;;— du = p, (u,, v) —n (2, ¥)

Uo
bedzie zerem, poniewaz wedlug zalozenia:
Py (4, v) = Py (1, 0) .

Przypuszczajac ‘nastgpnie, ze krzywe (u = const) sg zam-
kniete irozciagajac catkowanie na wszystkie wartosci (v), otrzymamy:

b 4 _
fwdv—o,
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wedlug réwnania (3), wiec catka: .

34, = / j P qudo— f ] %Z—Vdudv

rozciagnigta na wyzej wymienione wartosci parametrow (w, v), be-
dzie rowna zeru.

Stosujac analogiczne rozumowanie do wielkosci B,, C; wno-
simy, ze warunek (4) moze byé spetniony, pomimo
to, Zze krzywe spétrzedne (v=const) nie sa zam-
kniete.

Podawszy w krotkosci twierdzenia Darboux’a, zamie-
rzamy zastanowié si¢ szczegétowiej nad réwnaniem (1) oraz nad
ruchami o 2-ch parametrach, o wiasnosciach osobliwych, uwyda-
tnionych przez Ribaucoura!) w jego badaniach nad zgieciem
powierzchni.

Réwnaniu (1) mozna nadaé postaé:

(1) V=(2"+y*+2°) (dz+By+ C2)+ 1,

oznaczywszy przez f, wyrazy 2-go i nizszych stopni wzgledem (ay2).
Przetnijmy powierzchnie (v = const) szeregiem plaszczyzn
rownolegtych

A,x + B,y -+ Cyz = const ,

natenczas otrzymamy, jak wynika z rownania (1'), w kazdej z tych
plaszczyzn ukiad oo! stozkowych, spotérodkowych
i spétosiowych. Przez kazdy punkt w przestrzeni przechodzi
w ogodle jedna z tych krzywych, "taczacych go z innemi punktami,
ktoére opisujg bryty tej samej objetosci.

Plaszczyzna

D=Az+By+Ce=0

rozdziela punkty przestrzeni (xyz) na dwie kategorye; dla jednej
wielkos¢ D, a zatem i pierwszy wyraz rownania (1) sa zawsze

!) Sur la déformation des surfaces. Comptes Rendus t. LXY, p. 330.



O objetosciach bryl, utworzonych ruchem przestrzennym i t. d. 237

dodatnie, -dla drugiej —zawsze ujemne. Procz tego nalély za-
znaczy¢, ze funkcya ¥ moze mie¢ maximum lub minimum tylko
wtedy, jezeli znikng wyrazy 3-go stopnia, t. j. jezeli

A1=B]=Cl=0o

Przypuéémy teraz, Zze skrety elementarne, za pomoca kto-
rych mozna przej$¢ z danego polozenia figury do sasiednich, prze-
chodzg na obroty; wtedy, jak dowiédt Ribaucour, dany
ruch moze byé wywotany przez toczenie si¢ (bez $lizgania) pewnej
powierzchni (P), zwigzanej z figura ¥, po nieruchomej powierzchni
(IT), ktéra mozna z pierwszej otrzymaé przez zginanie.

Powierzchnie (P) i (IT), rozwijalne jedna na drugiej, nazwiemy,
przez analogie z krzywemi (p) i (z) przy ruchu posuwistym, c e n-
trodyami ruchu. Punkt stycznosci (XYZ) obu centrodyj ma
w danym momencie predko$¢ réwna zeru i wskutek tego rzuty tej
predkosci na osi (zyz), przy kolejnej zmianie parametréw (u,v),
czynig zado$¢ rownaniomi:

¢+ qZ—rY=§+qZ—nY=0
®) n+rX—pZ=n+nX—pZ=0
(+pY—qX={+pY—¢X=0.

Przypuszczajac w dalszym ciggu, ze istnieja centrodye, mo-
zemy nadaé réwnaniu (1) inny ksztalt, ktéry uwydatni role, jakg
grajg te powierzchnie przy obliczaniu funkcyi V.

Podstawiwszy w (1) zamiast (&7, ¢, &,1,,{,) odpowiednie
wartosci z rownan (J) i wprowadziwszy oznaczenia:

P=qr, —rp, /fP dudv = A,
Q = rp, — pr, j]Qdudv: B,
R=pq| —p]q f Rd‘ud‘u= Cl‘

I=XP+YQ+ZR K=Xa+ Yo+ Ze,
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mamy :

©) 3 V= [[lo—a,ae—2)—rty—T), as(s—D—r(y— D)) dudv

— f f[z2+y2+z2—x(x+a)—y( Y-hb)—o( Z+0)+ K] [2P+y Q-+ 2 B—I)dudo .

V.

Podobnie jak przy kwadraturze rulet, moznaidla ruchéw
0 2-ch parametrach obliczyé objetos¢ W, zawarta miedzy pewna
czeécig powierzchni torowej danego punktu, ograniczajacemi ja
normalnemi oraz centrodya (II). Aby znale$¢ rézniczke dW tej
objetosci, oznaczmy przez r odleglo$é punktu M figury F w danem
potozeniu od chwilowego $rodka obrotu, przez F|, element powie-
rzchni torowej, przez F, i F) pola przecig¢ normalnych, zrobionych
w odlegtosciach g i » od punktu M na normalnych, ograniczajacych
element F,.

Migdzy elementami F; i Fy, istnieje zaleZnosc:

Fo=F,+ Ao+ 6¢*

w ktorej A jest iloczynem z F, przez érednig krzywizne (—1%: “+ %ﬁ)

w tym elemencie (D arboux. Théorie des surfacesI, p.282. II,
p- 367), 6 za§ — krzywizna catkowitg.tegoz elementu.

Z doktadnoscia do nieskoriczenie matych 3-go rzedu mozZemy
objetosé d W wyrazié jako catke:

6r3

dW={Fedg'—For—|- — -|- 3~
‘o

lub tez rugujac A z réwnania

E=F0+A7'+61")
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przez wzoér:
aw= " (F, +F)—2"
2 1 0 6 Y
stad:

1 1 “Or3
W=7f rh -+ '2‘] rFy —f %

fatwo przytem zauwazyé, ze P — —é— f (F; r) wyraza objetos¢ stoz-

ka, opisanego z punktu M, majacego jako podstawe czes¢ rozpa-
trywang centrodyi ruchomej, ze

5 En =5 | [ |o—2, ae—2r—rtv—1), ase—2)—n(y— 7|
f 0r% .
—

P'= ([ lo—X de—2)—1ty— 1)~ X te—2y—r(y—D)— X | aucv

i Ze wreszcie

wyraza objetosé

opisang przez koficowy punkt M’ promienia wodzacego M’ U H MQ
przeprowadzonego ze stalego dowolnego punktu [.

VI

We wzorze (6) § IV wyrazy 3-go stopnia nie sg w ogéle réwne
zeru, gdyz nawet jezeli przyjmiemy, zZe centrodya (P) jest powie-
rzchnig zamKnieta, to i wtedy odpowiadajacy jej obszar, utworzony
przez rozwinigcie powloki P na centrodyi I7, bedzie miat w ogdle
pewnga krzywg graniczna. Wyjatek stanowi gatunek ruchow prze-
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strzennych, majacy, jak zauwazyt Darboux!), zwigzek z teorya
t. zw. powierzchni spodkowych (podaires). By tego dowies¢,
przypusémy, ze zamknieta centrodya P toczy sie po symetrycznej
do niej centrodyi II tak, Ze odpowiednie punkty obu powierzchni
stana si¢ jednoczes$nie $rodkami chwilowemi obrotu. Poniewaz
obie powierzchnie sq rozwijalne jedna na drugiej, wiec jakikolwiek
punkt M zwiazany z figura P bedzie podczas ruchu pozostawal na
pewnej powierzchni; bedzie on przytem w kazdem potozeniu syme-
tryczny z odpowiednim (statym) punktem M, wzgledem ptaszczyzny
stycznej do obu centrodyj w punkcie £.

Wynika stad, ze odlegtos¢ od M, spodka A pionu MM, spu-
szczonego z punktu M, na plaszczyzne styczng (£2¢) jest potowa odle-
glosci m, Ze zatem punkty M i 4 opisuja powierzchnie homote~
tyczne, ktorych objetosci majg sie do siebie, jak 8: 1.

"Objetos¢ Wy, ograniczona powierzchnia, opisang przez punkt
4, t. j. t zw. powierzchnia spodkowa punktu M, jest wiec réwniez
jak i Vy funkcya drugiego stopnia spoétrzednych punktu M (resp.
M,). Zgadza si¢ to najzupelniej z rezultatem, otrzymanym dla po-
wierzchni spodkowych przez Hirsta w Dzienniku Crellego
(T. LXII, str. 247).

Z wzoru Hirsta na objetos¢ Wiy

WM=A—(. f};,,‘-' o . a)a—( ﬁooﬁ do. ﬁ)y—( ]l’o do. y) &+ (2y2)y

w ktorym a, B, y sq dostawami kierunkowemi pionu ( 02 = p,), spu-
szczonego z poczatku spétrzednych (xyz) na plaszczyzne styczna
(82t), do za$ krzywizng catkowita elementu powierzchni ( Wy), mo-
Zna latwo okresli¢ pewna wlasnos¢ geometryczng $rodka powie-
rzchni 2-go rzedu

Wy = const,

ktére w ogdle, jak zauwazyt Hirst, sg elipsoidami.

) Darboux. Bulletn 1878, p. 355.
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3
W istocie d W =22 3d° wyraza objetos¢ stozka elementarnego,

opierajacego sie na elemencie powierzchni spodkowej punktu M
i majgcego wierzchotek w punkcie 0. Oznaczajac wigc spotrzedne
punktu 2 przez z,, y,, 2;, mamy:

f(po2do.a)=3 f%dw,
. J Do
[weas.py=3 [Lsaw,
. J Do

{(1702170‘7) =3 /i]‘} aw.
. J Do

2 P
i AL
ol o B \‘\ .M
PN X
0
A
M
t
Fig. 4.

Z tych wzoréw wynika, ze punkt My, ktéremu od-
powiadanajmniejsza objetos¢é Wy (t. j. Srodek ukia-
du elipsoid- Wy =const), jest zarazem $rodkiem cie¢z-
ko$ci masy, ograniczonej przez Wy jezeli ge-
stosé stozkow elementarnych przyjmiemy jako
odwrotnie proporcyonalng do kwadratu ich
wysoko$ci.
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Azeby okazaé, Ze rezultaty otrzymane dla ruchéw przestrzen-
nych moga by¢ z korzy$cig stosowane w teoryi krzywych ptaskich,
dowiedziemy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Jezeli krzywa D, D,D,D, ma dwie osi
symetryi, przecinajace si¢ w punkcie O pod katem prostym, i jezeli
miejsce geometryczne spodkéw prostopadtych, spuszczonych z da-
nego punktu M osi D, D, na styczne do czeéci krzywej D, D,D,D,,
lezacej po jednej stronie tej osi, nazwiemy krzywa Py, to odleglosé
$rodka ciezkosci pola, ograniczonego przez krzywe Py i Py od osi
D,D, jest niezalezna od polozenia punktu M.

Dowodzenie. Niech P bedzie powierzchnia obrotowa,
utworzong przez obrét krzywej D; D, okoto osi DyD,i Wy —
miejscem geometrycznem spodkéw prostopadiych, spuszczonych
z punktu M na ptaszczyzny styczne do P.

W danym przypadku powierzchnie Wy sa réwniez jak i P
obrotowe. Wedtug Hirsta, jezeli P jest -powierzchnig postaci
owalnej, natenczas powierzchnie rownych objetosci sa elipsoidami
idla tego mozna objetos¢ Wiy, przyjawszy Srodek O krzywej
D,...D, za poczatek i D,D, za o$(Z) ukladu prostokatnego,
wyrazi¢ w sposéb nastepujacy :

WM= "'o—i——K. —UT[-2= W'0+Kz2
) { |

WM—‘W0=K22 .

W tem réwnaniu spétczynnik K jest wielkoscig dodatnia, -inne za$
spétczynniki funkcyi 2-go stopnia, przez ktorg mozna wyrazi¢ Wy,
staja sig, wskutek wyboru osi i symietryi figury, réwne zeru.

Z (1) wynika, ze punktowi O odpowiada najmniejsza objgto$¢
(Wo) oraz ze roznica Wy — Wy, wyrazajaca objetoSC, zawarta
mledzy powxerzchmamx Wu i Wo jest proporcyonalng do 22,
Z drugiej strony bryta ta moze byé utworzona obrotem okoto osi
D, D, figury zamknietej przez krzywe Py i Po; a zatem, oznaczy-
wszy przez x odlegtosé srodka cigzkosci tej figury od D?): mamy
wedtug znanego twierdzenia Guldina:

(2) an(PM—Po)=KZ“‘
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Wielko$¢é Py — Py, wedlug twierdzenia Steinera (p. ,O kwa-
draturach krzywych etc.“. ,Wiad. mat.* 1899, str. 5) jest réwna
%— 22, jezeli dane krzywe sg postaci owalnej.

Z réwnania (2) wynika wiec:.

= const .

(1,"=

2

Jezeli kriy_wa D, ... D, jest kolem o promieniu », wtedy mo-
zemy latwo obliczyé odleglosé @ srodka ciezkosci pola S od danej
$rednicy D, D, kota.

%

Wtedy bowiem krzywa P jest identyczna z kolem, a zatem:

nz?

P.H_P0=_‘4_
i wedlug Hirsta:

Wy — wo=% ars?

<
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W ten sposdb otrzymujemy twierdzenie.

Srodek ciezkos$ci pola § ograniczonego
p6étkolem D,D,D, i krzywa Py, odpowiadajaca
danemu punktowi M Srednicy D,D,, jest-dwa
razy bardziej oddalony od tejze $rednicy, niz
$rodek ciezkoSci powierzchni pétkola DyD D,.

Uwaga. Dla moznosci stosowania poprzedniego twierdzenia
musimy uwzgledni¢ nastepujace warunki:

1) Krzywe Py i Py winny tworzy¢ razem Krzywa zamkniets,
i dla tego pochytos¢ stycznych do krzywej D; . .. D, musi zmienia¢
si¢ w sposéb ciagly.

2) Przy obliczaniu spétczynnika K, dla ktérego Hirst po-
daje wzor

K=jp.,do cos?y,

musimy, jak wynika ¢ § llI-go, wprowadzi¢ jako spéirzedne (u,v)
te same krzywe, ktére przyjmujemy zwykle przy dowodzeniu
twierdzen Guldina i Steinera, t. j. uklad réwnoleznikéw
i potudnikéw na powierzchniach.

3) Pole 8, ograniczone przez Pyi Py, winno byé rowniez
obliczane wedtug reguly G aus s a, przytem krzywa P, ktorej pole
w réwnaniu (2) jest wziete ze znakiem ujemnym, nalezy tez miedzy
punktami D, D, przebiegaé w kierunku ujemnym, t. j. w tym samym
co i krzywa Py

Azeby wreszcie modz stosowad twierdzenie Guldina, jezeli
pole S sktada sie z dwéch czesci, lezacych po obu stronach osi obrotu
(DyD,), musimy objetosci, utworzone obrotem tych czesci, przyjaé
ze znakami odwrotnemi. ROwnieZz oznaczajac potozenie Srodka
cigzkoSci, nalezy w elementach ujemnych figury § wyobrazi¢ sobie
sity rownolegte, skierowane prostopadle do § w kierunku ujemnym,
tak np. jezeli figura S jest symetryczna wzgledem osi obrotu (D, D),
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to pole jej (Py — Py) jest rowne zeru, odlegtosé zas$ érodka ciez-
kosci (.r) od tejze osi jest rGwna nieskoriczonosci. .

Przechodzac napowrdt od powierzchni Wy do ruchu ‘punktu
M;, zwigzanego z centrodyg (P), toczaca si¢ po symetrycznej
wzgledem niej centrodyi (II), mozemy otrzymaé, na zasadzie uwagi
Darboux’a, analogiczne twierdzenie dla objetosci, ograniczo-
nych przez powierzchnie torowe punktéw M,. Poniewaz te po-
wierzchnie sg homotetyczne wzgledem powierzchni obrotowych
Wau, otrzymujemy wiec w danym przypadku ciekawy przy-
ktad ruchéw o dwdch parametrach, w ktérych kazdy
punkt pewnej prostej, opisuje powierzchnie¢ obro-
towa. Wreszcie, jezeli powierzchnia P jest kulista, kazdy punkt
figury F ma te samg wlasnosc.

VIL

Na zakonczenie podamy jeszcze zalezno$¢ miedzy objeto-
$ciami, odpowiadajacemi punktom prostej, poruszajacej si¢ jakim-
kolwiek sposobem wzgledem uktadu (r, v, 3)-

Przyjmujac tg proste za o$ x ukladu (xyz) mamy z réwnania
(1) dla punktu M o spétrzednej

1) 3 Vy=Aa*+ B+ Ba+ B, .

Przypu$émy, zZe trzy punkty (M; M, M;) proste] $lizgaja sie po pta-
szczyznach (X, 3%, 3Y) ukiadu prostokatnego, wtedy dany czwarty
punkt M opisuje elipsoide. ktorej objgtos¢ bedzie rowna

4z

Vu= 3

MM, MM, MM, .

Poniewaz miedzy funkcyami V dla czterech punktéw prostej
istnieje, jak wynika z (1), réwnanie liniowe, wigc objetosé Wy
nie zmieni sie, jezeli zamiast po trzech ptaszczy-
znach bedziemy $lizgali punkty M, My M, po jakich-
kolwiek trzech przecinajgcych si¢ powierzchniach.
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Nalezy przytem tylko wypelni¢ warunek, aby objetosci odpowiada-
jace punktom M, M, M, byly réwne zeru i by catka

A,  SSPdudv
3~ 3 ’
byta réwna- 43 ,
kuli o promlemu rownym jednos$ci. W taki sposéb otrzy-
mahSmy twierdzenie analogiczne do podanego w § IlI
,0 kwadraturach rulet.
waerdzeme analogiczne do twierdzenia Holditcha, podah
Elliot (Messenger of Mathematics 1878, p. 150) oraz Darboux.
Uwaga. Z réwnania (1) wynika, ze na kazdej prostej istnieja
w ogdle trzy punkty, w ktérym przy danym ruchu odpowiadajg
rowne objetosci.

t.j. odpowiadata catkowitej powierzchni

VIIL

Jezeli figura F jest obdarzona ruchem posuwistym, to diugosci
krzywych, powldczonych przez proste tej figury, daja poczatek za-
leznosciom, podobnym do tych, jakie istnieja miedzy ruletami
rozmaitych jej punktéw.

Nalezy wiec oczekiwaé czego$ analogicznego przy rozwazaniu
powierzchni, powl6czonych przez ptaszczyzny figury F przy ruchu
przestrzennym. Zaleznosci te jednak sa postaci bardziej zawilej
niz poprzednie i dla tego ogranicze sie¢ na krétkiem przedstawieniu
rezultatow, odpowiadajacych tym ruchom przestrzennym o 2-ch
parametrach, dla ktorych istnieja centrodye (P, 1I).

Zachowujac oznaczenia §§ III, IV, obliczmy pole powierzchni,
ktorg powldczy plaszczyzna

r=lx4my+ne+k=0. (I’+Hm*+n*=l)

Oznaczywszy przez R dtugos¢ pionu PM, spuszczonego ze $rodka
chwilowego obrotu (£) na plaszczyzne (r), otrzymamy dla spét-
rzednych punktu M (spodka tego pionu) wartosci:
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z=X— IR
(1) y=Y—mB (R=IX+mY+nZ+tk)
z=7 —mhi

Powierzchnie szukang mozna uwazaé jako utwdrzona ruchem
tego punktu M i wyrazi¢ za pomocsg calki:

l,m,n
(2) P=// Ve, Uy, v, |dudv,

Ugy Wy, U,

w ktorej vz, ..., Uy ... 0znaczajg skladowe w kierunkach osi (xyz)
predkosci bezwzglednych punktu M przy zmianie Kkolejnej para-
metréow (u, v).

Poniewaz punkt M porusza si¢ wzgledem ukladu (zyz), wiec
jego predkosé bezwzgledna jest sumg geome-
tryczna predkosSci odniesienia i predkosci wzgle-
dem uktadu (xyz).

Z tej uwagi wynikaja dla wielkoSci (s, v, v;) nastgpujgce
wzZory :

q,7 oX 2R

““—5""’5""’/""”37"13 mal T3~ ' ou

-

Sy _ | Y IR
Uy =q+re—pz+ 3 u n,l +3_u,_mTu_

-

u

2z oz R
o =C4py— g2+ F-=R B + 5w "

i analegiczne dla (vs, vy, v;).
Podstawiajac powyzsze wartosci w rownanie (2) i oznacza-
jac pochodne czgstkowe za pomoca skaznikéw, mozemy wzorowi

(2) nada¢ postac¢:
Wiad. mat. IIT. 1899. 18
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l n
. -I—X,.,Ii' ”’l+ P k| D0 | + 2

dudy

/ i m,n
[y

+ Z

0y

7 P P
|+ o, # l,m

l m n

n
:Pﬂ-ffﬂ I T I O P

9r ‘ 7P ' | .9 9,7 r,p | |
mmn |’ nl d lL,m m,n |’
! m n l,m,n

(3) Po—f[ B\ qn — rm, vl — pn, pm — ql || X, Y, 20 | jdudo.
qn—rym, ril—pn, pym—q,l X, Y., Z,

Wielkosci (I, m, », k) mozna wyprowadzié za znak catkowa-
nia i otrzymaé w ten sposé6b na P funkcye jednorodng
trzeciego stopnia spoirzednych ptaszczyzny
(Imnk). Podobnym sposobem mozna dowiesé, ze objetos¢ W
stozka, utworzonego ruchem punktu M (okreSlonego jak wyzej),
jest funkcya czwartego stopnia spotrzednych (I, m, n, k) danej
plaszczyzny.

Z wzoru (3) dadza sie wyprowadzi¢ podobne wnioski do
przedstawionych w poprzednich rozdziatach. Tak np. rozwazajac
szereg rownoleglych plaszczyzn i przyjmujac dla prostoty o$ x
prostopadle do ich kierunku, mamy dla pola powierzchni powid-
czonej przez plaszczyzng o spotrzednych (1, 0,0 k) wzor:

P =4+ Bk+ /jlrf;. ! dudy . I?

w ktorej A i B sa wielko$ciami statemi.

SO ——



