O pojeciu pochodnej i t. d. 147

Analogicznie dla iloczynu.

Analogicznie dla ilorazu, byleby funkcya dzielgca
nie znikala w obszarze C,

12. Na podstawie powyZszego moZemy na funkeye analityczne
rozciagnaé bezposrednio twierdzenia, ustanowione dla szeregéw pote-
gowych.

Rozwazmy np. iloczyn
L@ =hH@f@).
Mamy:
I3 (2) = Py (2) Py (2) + B, (2) ' (2),

a wige takiZ zwigzek zachodzi¢ bedzie pomigdzy funkcyami analitycznemi
utworzonemi z tych elementéw. Lecz szeregi P’; (2) wytwarzajg funk-
cye f':(2), a wiee

fls@=f@f)+hHhE)f (2.
W podobny sposéb postepujemy i w innych przypadkach.
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Z TEORYI FUNKCYJ ANALITYCZNYCH

podal
Z. Krygowski.

Badania. Poincarégo, Appella, Borela, Prings-
heima i innych okazaly wielka waznos¢ dla teoryi funkcyj anality-
cznych szeregéw ksztaltu

® Prr ek

(9]
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gdzie X' | ¢, | jest wielkoscig skonczons, in, liczbami calkowitemi do-
datniemi, za§ A, oznaczajg punkty pewnych mnogosci odliczalnych.
Mnogosci te mogg byé odosobnione, mogg tworzyé linie lub obszary
osobliwe, szeregi zatem (1) przedstawiajs funkeye analityczne o pe-
wnych szczegdlnych wlasnosciach.

‘Wiadomo np., iz w pewnych razach punkty istotnie osobliwe funk-
cyi analitycznej moga tworzyé mnogosé liniows bezwzglednie doskonals
i nie gesta w Zadnym przedziale. W tym razie luk krzywej L, na kté-
rym si¢ znajduja punkty nie istotnie i istotnie osobliwe funkeyi anali-
tycznej, nie jest linia osobliwa, i przy pomocy szeregu Taylora, moina
fankeye przeprowadzié z jednej strony luku na drugs. Z drugiej stro-
ny, jak dowiddl I. Bendixson (Acta Mathematica, t. II, str. 427),
mozna w.nieskoniczenie wieloraki sposéb wyrazié mnogosé punktéw, bez-
wzglednie doskonals i w Zadnym przedziale niegesta, jako pochodng @'
mnogosci ¢) odosobnionej, a wige wedlug twierdzenia Cantora (Acta
Math. t. IL, str. 373) odliczalnej. Przypu$émy zatem, co nie jest nie-
mozliwe, iz punkty A, tworzg taka wlasnie mnogos$é odosobnions @),
natenczas odpowiadajaca funkcya (1) bedzie mieé punkty mnogosei Q'
jako punkty istotnie osobliwe, przyczem mnogodé @' jest bezwzglednie
doskonala, t. j. identycezna ze swemi pochodnemi @, @",... Widzimy
stad, iZ szeregi ksztaltu (1) moglyby przedstawiaé funkcye analityczne,
ktorych punkty istotnie osobliwe w liczbie nieskornczonej i o mocy
cigglodei tworza mnogos¢ doskonals i w Zadnym przedziale nie gesta !).

UwaZajmy jeszeze inny przyklad mnogosei odosobnionych, ktére
waZng graja rolg w uogdlnionem twierdzeniu Mittag-Lefflera
(Acta Mathematica t. IV, twierdzenie 4 i B). W tym celu pomyslmy
sobie na odeinku (— 1,..., - 1) osi odcigtych punkty

WI’(m‘=il’i2"")

i wystawmy w kazdym z tych punktéw prostopadly odecinek, ktérego
rzedne sa:

1) Na okolieznos$é te, o ile mi wiadomo, nie zwréeono dotagd uwagi.
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Na kazdym z tych odecinkéw prostopadiych pomyslmy sobie
mnogo$¢ punktéw

Z 1 .
My l/l_ o (my=+1,+2,...),

natenczas mnogo$é Q punktéw danych przez wzor

1,37/
dnm = gt | 1= mm=1 2 ),

m,?
jest mnogoscia odliczalng i odosobniona, ktérej pierwsza pochodna @'
obejmuje punkty %1— i punkt 0, mnogo$é zas Q" tworzy jedynie punkt O.

1

Funkcya, okreslona szeregiem

my o Mg .
Z 1 QI z‘h —_— 1 ’(m’lam2=+1’+2r")g|ql|<1"|(b|<1s
(msy my) z__'_E:FTn;l/ l_m_f

ezyli (po opuszezeniu czynnika 2) funkeya:

1 1

e [ R e I G Ealv |

(my, mg)=1,2,...,

jest funkeys analityczna jednowartosciows i monogeniczng, naleZgcy
wedlug klasyfikacyi Mittag - Lefflera — Guicharda do
klasy trzeciej.

W pracy niniejszej podaje pewne uogdlnienie i modyfikacyg
szeregéw (1). A

1. Sgzeregi (1) zawdzigezaja swa zbieznos¢ istnieniu czynnikéw
¢y, dla ktérych 3 | ¢, | jest wielkoscig skoficzons. Punktami osobli-
wemi sg punkty A, jakotez punkty mnogosci pochodnej. Obok szeregéw
ksztaltu (1) istniejg jeszcze inne ksztaltu

Wiad. mat. III. 1899, 11



150 Z. Krygowski.

(2) ‘ 42;2342 )‘:.") ;o z=ré¥,
{’,) v, v

dla ktérych szereg

3) 2 P(,0;4,),

(»)

jest rozbieiﬁy, szereg za$ (2) bezwzglednie i judnostajnie zbiezny. W tym
razie punktumi osobliwemi funkeyi (2) moga byé jeszcze inne punkty
niZ te, ktére tworza mnogoéé punktéw A, i jej pochodna,.

Uwazmy w tym celu mnogos¢ punktéw A,, odliczalng i wszedzie
gesta dla pola kola, zakreslonego promieniem réwnym jednosci z po-
czatku spolrzednych, a nadto funkeye J. Tanner y'ego

1+ r=+oco r—l
z
p{z) = —2 2___
r=i l_z?
posiadajaca te wlasnosé, iz dla
|Z|<‘l ’ W(z)=—1,

|'2|>1 ) Q/)(Z)=+1,

a nadto majaca jako linig osobliwg kolo | z | = 1, na ktérem znajdujg
sig¢ wszedzie gesto punkty nieistotnie osobliwe, okreslone réwnaniami:

,
1—z2 =0 , (r=1,2,...).

Zatoczmy teraz z poczatku spéirzednych jeszeze p—1 nowych két
spéldrodkowych z kolem | z | = 1, promieniami

lz|=2,8,...,(p—1), p; p>2
i polézmy:
D(r,0;4)=ypre® —A)p[(r—1)eb—4,]...

@)
v [r—pF2) ¥ —4)] .
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0 fonkeyi

P(r,0; 4,
(5) =y,
)
w ktérej funkeya @ (r, 6 ; 4,) ma wartosé (4), dowiedziemy:

1-0 Ze pole kola, zatoczonego promieniem | z | = p z poczgtku
spélrzednych, jest obszarem osobliwym tejze;

2-0 ze dla wszystkich punktéw, poloZonych poza tem kolem
(o promieniu p), szereg (5) jest bezwzglednie i jednostajnie zbiezny;

3-0 ze funkeya (5) jest dla tych ostatnich punktéw funkecys
nietylko punktu (r, 8) lecz fuskeys analityezng i jednowartosciows
zmiennej zespolonej 2 = 're?i

2., Dowiedziemy naprzéd pierwszej czesci twierdzenia, Uwa-
Zajmy w tym celu punkty pierscienia, ograniczonego kolami o promie-
niach 11 2, ktére nazywaé bedziemy kolami (1)i(2). O pierscieniu
tym dowiedziemy, i% jest obszarem osobliwym funkeyi (5). (Pole kola
zakreslonego promieniem | z | =1 jest obszarem osobliwym funkeyi
(5), zalozyliSmy bowiem, iz punkty 4, tworzg mnogosé wszedzie gesta
w tem kole). o

Z zaloZzenia mozemy poprowadzié z poczatku spélrzednych pro-
mienie nieskoniczenie gesto takie, iz na kazdym z nich znajdujg si¢ wsze-
dzie gesto punkty, nalezace do mnogosci punktéw 4,. Uwazajmy je-
den taki promien zreszta dowolny, nachylony pod katem 6’ do osi odcie-
tych i te z punktéw mnogodci A,, ktére znajdujg sig na tymze promie-
niu. Nazwijmy te punkty:

A, A, 4,
i niechaj bedzie:
(6) Ay =18 Ady=mre,... 4", =r,e® ..

Wazystkie te punkty mieszczg sig na odcinku (0. .. 1) tego pro-
mienia, UwaZajmy teraz na odcinku (1...2) tegoZ promienia, znaj-
dujacym si¢ w pierscieniu, ograniczonym kolami (1) i (2) punkty:

(7) (14rped, (T4rye®, ..., (1+4n)e, ...,
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tworzace na tym odcinku réwniez mnogos$é wszedzie gesta, Zobaczmy
teraz, jak w tych punktach (7) zachowuje sig szereg (5). UwaZajmy
w tym celu jeden z punktéw tych np. punkt (1-4r,) % oraz funkeye

P(r,0; A=y [re¥ —A"]yp[(r—1)e¥ — 4',]...
T [(r—-p—.{—2? i —4')].
Bedzie dla tego punktu:
B [(145), 0 ; 4] =[]y [0]. w [ —e¥]...p [ — (9—3) €] .

Leczzpowodu, Ze | ¢% | =1, mamy v (¢%‘) nieoznaczonc lub tez nieskon-
czenie wielkie; wiemy bowiem, iz punkty na kole | z | =1 sa dla
funkeyi tej punktami osobliwemi. Z tego powodu odpowiedni wyraz
szeregu (5)

(8)

b (rb;4")
( z_ A’,, )m',, k]
jest dla 2 == (1 - 7,)¢® nieoznaczony lub tez nieskoriczenie wielki. In-
nemi slowy, w punkecie tym szereg (5) jest rozbieZny lub ma wartosé

nieoznaczong,.
Zupelnie podobnie zbadaé moZna zachowanie si¢ funkeyi

D (r,0;4")

na odeinkach (2,...,3), (3,...,4) i t. d. uwaZanego promienia.
Uwazajmy np. odeinek (»p — 1, ..., p), natenczas w punktach
9) (p—1e¥ +A4,=(p—1-41r)e
funkeye (8) przejda na
Blp—147r,0;:4)=yp(p—1) ] yp[(p—2)e]...p[e"],
a wiec znowu z powodu czynnika yp [¢¥¢] otrzymamy w tych punktach
(9) szereg (5) rozbiezny lub o wartodci nieoznaczonej. Natomiast juz
dla punktéw odpowiednich poza kolem (p) na odeinku (p,-..,p - 1)
uwaZanego promienia t. j. dla punktéw

re" (p -+ r,) ¥,
funkeye (8) przejda na
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Blp+r,0; A=y [pd ]yl —1)¢"]...p[267],

czyli na podstawie wlasnosei funkeyi Tanner y’ego mamy:
(10) Dp+r; 0;4,)]=+1.

Z dyskusyi powyizsze] widzimy, iz istotnie pole kola o promieniu
P jest obrazem osobliwym funkeyi (5).

8. UwazZajmy terazjakikolwiek punkt, poloZony zewnatrz pola kole
{p). Dla punktéw tych z==r¢% mamy oczywiseie | 2 | — 4, | >p—1,
a poniewaZz w tych punktach

Gr,0; 4,]=-1,

przeto:

b(r,6;4,) 1 X
(Z'—Av)m'l' - 2) ((Z—Av)mv ’ I ‘ | >p ’
(] (v

D(r,6; 4, 1
g l (Z:Av)mv l é%(p—l)ﬂ'

Uwazajmy teraz szereg wielkosei dodatnich i malejacych ¢, , takich, by

2 &, byla skonczone; kladac nadto
1)

czyli:

W<£,,

czyli wyznaczajac liczby calkowite dodatnie m, i rosnace tak, by spel-
nialy warunek
1
1
vy

log(p—1) '

otrzymamy dla wszystkich punktéw z = 7%, poloZonych zewnatrz pola
kola | ¥4 l =p,

m, =

=2,

(2]

D(r,06; 4,
Z (z—A,)",

»)
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skad widzimy, i szereg (5) jest w tych punktach bezwzglednie i je-
dnostajnie zbieZny, przedstawia tedy aa podstawie znanego twierdzenia
Weierstrassa (Werke, t. II; Zur Functionenlehre), funkcyg ana-
lityczna jednowartosciowa i monogeniczng. Obszar |z | = p jest
obszarem osobliwym tej funkeyi.

.Oczywiscie, ze wlasnoéci powyzszych nie posiada szereg

. 1
11 Ny —
() Z (e—A4,)=, °’
)
albowiem, jakkolwiek méglby on byé rozbiezny dla pewnych punktéw
polozonych w pierscieniu '

1<z <p,

to jednakowoz przeprowadzeniu elementu funkeyi (11) do wnetrza tego
pierécienia nic nie stoi na przeszkodzie, punkty bowiem mnogosci 4,
pokrywaja jedynie wszedzie gesto kolo | z | = 1 i Zaden z punktéw
tej mnogosci z zaloZenia nie znajduje sig poza kolem | z | = 1.

4. Latwe postepowanie powyzsze uogdlni¢ do przypadku, gdy
zamiast kola | 2 | = 1 mamy krzywg zamknieta 7 = f (6) na zewnatrz
wypukla. W tym razie nalezy zamiast funkeyi (4) wprowadzi¢ funkeye

Br,0; 4,) =y lre— 4]p[r—FO) & — 4,]...
W[{’—(P—2)f(e)} eai_Av] ’

a odpowiedni szereg (5) przedstawiaé bedzie funkeye analityczng jedno-
wartosciowa, dla ktérej obszar, poloZony wewnatrz krzywej r = p f (6),
{est obszarem ogobliwym.

W razie symetrycznego rozkladu punktéw 4, okolo punktu z=0

np. w przypadku mnogosei punktow
27 my
11)1 mg+-my

My —- My

wezedzie gestej dla kola |z | =1, pierscien 1 <|z|=p za-
pelniajg nieskonczenie gesto kola spélérodkowe, ktére sg liniami oso-
bliwemi rozmaitych funkeyj (4).

Av = Am,, Mg, My, My + =

—— b ——



