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w dziedzinie algebraicznych powierzchni minimalnych. Bardzo
interesujgcemi sa takze badania, dotyczace zwigzku powierzchni
trenslacyjnych z teoryg catek abelowych. Poprzestajemy jednak
na zanotowaniu tytutéw tych poszukiwan, a treéci ich omawiaé juz
nie bedziemy.

0 ROWNANIACH STOPNIA TRZECIEGO Y
napisat
J Sochocki.

1. Modut i mnozZnik rdwnania stopnia 3-go. Niechaj bedzie
réwnanie rzeczywiste postaci:

(1) 42 —gyx—g,=0;

oznaczmy pierwiastki jego przez ey, e,, €.
Rozwiazujaca, okreslona wzorem:

2 )
@ C=
nazywa¢é bedziemy modulem réwnania (1) i dla skrécenia ozna-
czaé przez k*.
Wskutek wszelkich przestawien ilosci e, e,, e, we wzorze (2)
modut przybiera szes¢ wartosci, z ktérych dos¢ jest mie¢ jedne, aby
znale$¢ pozostale'i to przy pomocy dziatafi bardzo prostych, wcale

niezaleznych od spéiczynnikoéw gy, gs.

‘)' Wyjatek 2z wiekszej rozprawy, ktéra bedzie ogloszona w calosci
w ,Pracach matematyczno-fizycznych®.
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Inna znéw rozwiazujaca, mianowicie:

’ l .
® .

nazywa¢é bedziemy mnoznikiem réwnania (1) i oznaczaé przez A.
Wskutek réznych przemian iloéci e, ey, g mnoznik przyjmuje
takze szeS¢ wartosci. Przez jedne ktérgkolwiek z nich wyrazaja sie
inne \sposobem wymiernym, ale w odpowiednich wzorach zachodzi¢
beda g, i g5, jak to niZzej zobaczymy.
Widzimy wiec, zZe tak modut jak i mnoznik mozna przyjaé
kazdy z osobna za rozwiazujaca Galois’a.

Odpowiadajace sobie wartosci modutu i mnoznika, ukladaja
si¢ w pewien sposéb, ktéry warto zaznaczy¢, a mianowicie:

e3—e; 1
e =1
e,—e, e, —eg
e,—e; . : 1.
——=1—%, —_— =1,
€3—*"1 €36
e—e 1 I
eg—e, k)’ e—e, k*’
€,—6 =1 — _!'_ _1_. — — — i .
¢3—e, k2 e;—e, k2’
e;—e; 1 1 Ao
e—ry 1—k2 eg—e,  1—k??
ea—e, _ k? 1 2
61—82 k2—1 ? 61—6'2 - 1—1‘2 )

2. Rownanie rozwiqzujqce modutowe. Tak nazywaé bedziemy
réwnanie stopnia széstego, ktorego pierwiastkami sa warto$ci mo-
dutu k2. W celu otrzymania tego réwnania, rozpatrzmy nastepu-
jacy uklad trzech réwnan:

(1) 3o =2—k;3dey=—1-+2k2; 3he,=—1—k?,
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ktére wynikaja z réwnan (2) i (3) poprzedniego §-uiz tego, Ze
e, +e—+e=0.
Z réwnan (1) znajdujemy:
Ale,—e)=1; A(e—e;) =k?; A(e;, —e))=1—k?,
a zatem: |
A3 (e, —ey) (e, —8;) (6 — €3) =K (1 —K?) .
Lecz z drugiej strony, ktadac dla skrécenia
A=g?—27g,
mamy na wyr 6znik danego réwnania znany wzor:

A
(62 —€5)" (6n —¢y)* (g — &)* = 16

Na mocy tego mozna réwnanie powyzsze napisa¢ tak:
(2) BA=16k (1 —k?)?.

Mnozac przez siebie odpowiednie strony réwnan (1) i z uwagi, Ze
4 e ey, = g,, otrzymujemy nowy zwigzek pomiedzy 4 i k%

3) 2723 gy =4(2—k?) (1 — 21%) (14 13) .

Nareszcie, podniésiszy do kwadratu obie strony w kazdem z réwnan
(1) i biorac nastgpnie sume stron odpowiednich, znajdujemy:

943 (e,2Fe? ) =6 (k*t—k?41).
Wykonawszy skrécenie i z uwagi na to, ze
: 4
e’ e’ 46’ = (e;-"l" e+ e)’ —2 (91 e teete e,)=—'12—’— )

mamy:

“4) 3gy=4(t—k+1).
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Ze wzorow (2), (3), (4) otrzymujemy nastepujacy szereg czterech
rownych stosunkow:

g4 _ 27 g5* .
4(k*—Fk34-1)2— (2—Kk?)? (2 k2—1)% (1F+-K?)? .

©)
. A 16
= 27l (1= 2745

Trzy pierwsze z nich daja nam w dwoéch réznych postaciach jedno
i tozsamo réwnanie stopnia szostego, ktére nazwaliSmy rozwig-
zujagcem modutowem.

Dajmy teraz, zZe pierwiastki tego réwnania sg znane, t.j. ze
znana jest warto$¢ modutu, wtedy odpowiednia warto$¢ mnoznika
otrzymuje sie bezposrednio z wzoréw (3), (4), mianowicie:

(1 (1210 2= k) ¢
©) b= )

Jezeli zgodzimy si¢ wprowadzi¢ w rachunek jako ilos¢ pomocnicza
k'* = 1 — k2, to wzér powyzszy da sie tak przedstawic:

, _ () (4R (k) g
@ M=oy,

Whibslszy to wyrazenie zamiast 4 w réwnania (1), .otrzymujemy
wzory na pierwiastki rownania 4 &3 — g, x — ¢, =0 w tym przy-
padku, kiedy modut przyjety jest za ilo$¢ znana, a mianowicie:

[ e = 3(l—k2k'2)gs_

| T T
— 3 (1—k2K"?) g,

(14+k2) (14-k7) g, °

o — 31—k kg,
(14K (K=K gy

0 (o=

W przypadku, gdy ¢, =0, réwnanie modulowe przyjmuje postac:
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(bt — k4 1)*=0,

wzory za$ (6), (6') i (7) przyjmuja posta¢ nieoznaczona % i Zadna

z iloéci 4, e, €;, ¢, nie moze wyrazi¢ si¢ sposobem wymiernym przez
k®. W samej rzeczy, w przypadku tym k? przyjmuje tylko dwie
rézne wartos$ci, 4 posiada ich szeé¢, gdy tymczasem ¢, ma trzy war-
tosci. Podobng anomali¢ przedstawia przypadek g, = 0. '

3. Réwnanie rozwigzujgce mnoznikowe. PrzedstaWimy wzory
(2) i (4) §-u poprzedzajacego w ten sposob

MA=16k*k* ; 3229, =4—4K)>
i wyrugujemy stad iloczyn k2 k"2, otrzymamy:
1) AlS=(31%g, — 4).

Jest to wlasnie rOwnanie rozwigzujace mnoznikowe,
t. j. réwnanie stopnia széstego, ktorego pierwiastkami sg sze$é war-
tosci 4.

Jezeli przyjmiemy jeden jakikolwiek z pierwiastkéw réwnania
(1) za znany, to pozostalte pierwiastki tego réwnania, takze trzy
pierwiastki réwnania danego 4 x® — g,x — g, =0, a zatem i war-
tos¢ k? wyraza sig przez iloci znane za pomocg ‘Wzorow wymier-
nych. W samej rzeczy, mamy:

1
?=(“1—es)2=(91+ea)’—4’31¢’s=992—491 € ;

mnozac obie strony przez 4 e,, otrzymujemy:

4e,

7 =4e?—4gy=g,6,—3g;,

a stad znajdujemy:

3 gy A2

“= g4



124 J. Sochocki.

Wartosci na ¢, i-¢; otrzymaé mozna z réwnarn

2e1=———es s 283=—, - — &

i

tak, Ze ostatecznie mamy nastepujace -trzy wzory, wyrazajace pier-
wiastki e,, ¢, ¢, przez mnoznik:

. 39, 4 1
| da=—pu—r Tt
39,42
(2) ! P2=Tla3___4 )

gm 4 1

Co sie tyczy modutu, to dosé jest wziaé réwnanie 3 Aey=25"— 1
skad otrzymujemy :

k2—1+31e2_1+—9L‘4—,
albo
» Qg A% 4g, 27 -
2 ___ 3 2
@3) 2t = — BT LT

Pozostale pigé pierwiastkéw réwnania (1), wyrazaja si¢ przez A za
posrednictwem wzoréw, wypisanych w koricu § 1, a mianowicie:

22(g22* — 4)

gdzie cztery kombinacye znakéw = daja cztery pierwiastki.

Uwaga. Z réwnania (1) otrzymuje si¢ bezposrednio réwnanie
z kwadratami réznic p1erw1astkow réownania 4 23 — g, x — g, =0.

Nalezy wziaé w = 717 ipodstawié»w réwnaniu (1) z_lo zamiast 42;

otrzymujemy:
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u(4u—3g,)é=A;
o) 16w —24g,u2+9g,2u—A=0.

4. Wartosé liczebna modutu i mnoznika. 'Wszystkie rownania
stopnia trzeciego rozdzielamy na dwie kategorye, stosownie do tego
czy A>0 czy tez <<0: przypadek A = O pozostawiamy na
uboczu.

l-o A>0. Wszystkie trzy pierwiastki rownania 4 x3—g,
— g, =0 sg rzeczywiste; zgédZmy si¢ oznaczaé je tak, aby bylo
e, = ey > e,; wtedy oczywiscie mamy:

OF >0 , 49=<0 , ¢<O0.

Z pomiedzy szeSciu wartosci modutu — dwie, mianowicie:

82 —'33 i el —62
€— 6 6—¢6

sg utamkami wlasciwemi i dodatniemi; pozostate wartosci sg albo

> 1 albo <<0. Pierwsza z tych wartosci, t. j. k?= B e T , na-

1 3
zywaé bedziemy warto$cig gtéwna modutu.
Jako warto5¢ gté6wna mnoznika przyjmujemy te, ktéra

odpowiada wartosci gtéwnej modutu, £ j. 1= le - ; jest ona
3 .

o . é—
zawsze dodatnig i moze zmieniaé sie od 0 dp co. .
Odtad przez ,modut* i ,mnoznik* rozumie¢ bedziemy wyta-
cznie ich wartosci gléwne.
2-0 A<<0. Jeden tylko pierwiastek jest rzeczywisty, dwa
pierwiastki sg urojone sprzezone.- -Zgodzimy sig¢ oznaczaé pier-
‘wiastki w sposéb nastepujacy:

e,=a—pi eg=a+p >0 , ¢g=—2a
A zatem:

2) 659, =0.
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Z pomiedzy szeSciu wartosci A2 dwie i tylko dwie beda takie,
Ze ich warto$¢ bezwzgledna bedzie réwna 1, t.j. |k?|=1; wy-

jatek stanowi przypadek k? = e~ 7. Jako warto& gléwng modutu
przyjmujemy nastepujaca:

eg;—e; _ 3atpi

e—e  3a—pi’

przy tem oczywiécie mamy |k%?|=1. Uczyniwszy nastgpnie

k2 =

3a+p:= ge. ? (>0) i dla zupeinego okreslenia ilosci ¢ dota-
czywszy warunek 0 << - q) <z, mieé bedzxemy

.4

3) k?=ev.
Odpowiednia warto$¢ mnoznika jest:
1= 1 1 3a+tpi
T e—e  3a—pi =9 a0
2z
4) A= L ¢ ,
e

a wiec argument mnoznika gté6wnego ré6wna sig¢
polowie argumentu modutu gtéwnego.
Wartos¢ | 4| moze zmieniaé si¢ od 0 do oo.

5. Modut i mnoznik, jako zmienne niezaleine. Z powyzszego
wida¢, Ze mamy dwa przypadki oddzielne,

Przypadek l-y. O0<k2<<1l , 0<<i<<oo.

Pierwiastki ey, e,, e; otrzymuja si¢ z réwnan:

(1) 32e=2Kk* , 3heg=—1+42k , 3heg=—1—12,

przyczem bezpoSrednio wnosimy, Zze iloci e, e;, ¢; Sg rzeczywiste
i ze ich suma réwna sie zeru; dalej

6> > ,e>0, (k2—-—%-)c,>0 , €,<0.
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Ze wzoru na A t. j z wzoru

. 16k (1—k2)
A=§—6

widzimy, ze A>>0.
2
Przypadek 2-gi. k¥=¢o, O<op<2m, A=re 2
Ze wzoréw (1) bezpoérednio wnosimy, ze e, i e, sa ilo$ciami
urojonemi sprzezonemi, Ze czynnik przy ¢ w wyrazeniu na e, jest
ujemny, Zze e, jest iloScig rzeczywista; wreszcie mamy oczywiscie

A<O.

6. Znaki dwu niezmiennikow w zaleinosci od modufu. Spoi-
czynniki gy, g; nosza zwykle nazwe niezmiennikoéw: g, —
pierwszego, g,—drugiego.

Przejdzmy do wzoréw:

3a2g, =4 (R —k 1),

(1) |
| 2739, =4@2—R) (1 —28) (1 + k),
dajacych warto$ci na g, i g5 .
Przypadek 1-y. A>0. Wartoci 4 i k? sg rzeczywiste,
a zatem na mocy réwnan (1) wnosimy bezposrednio:

6>0 , [5—#)gn=zo0.

Niezmiennik pierwszy jestzawsze dodatni,
drugizas$ jestdodatnilubujemny, stosowniedo
tego czy k9<%lub>—é—.

W przypadka k* =1 mamy ¢, =0.

Przypadek 2-gi. A<CO. Na okregu kota o promieniu
jednos¢, majacego Srodek w poczatku spoéirzednych, odtézmy od
punktu przeciecia A okregu kola z osig odcietych dodatnich w obie
strony dwa tuki ABi AD, kazdy po 60°, iuwazajmy na okregu
kota cztery tuki AB, BC' (punkt C jest punktem przeciecia okregu
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kota z osia odcietych ujemnych), CD, DA '). Oznaczmy te tuki dla
krotkosci przez [ I, III, IV. Gdy punkt zmienny M, przedsta-
wiajacy nam warto$¢ k2, wyszedlszy z punktu A, opisze w kierunku
dodatnim calkowity okrag i powrdci do punktu A, wtedy k? przej-
dzie przez wszystkie mozliwe wartosci. Jedynie punkt 4 powinien
by¢ wykluczony, poniewaz daje A = 0.

Jezeli wartosé tuku A M oznaczymy przez ¢, bedzie k? = ¢® |

A= re ? , gdzie r oznacza pewna ilos¢ dodatnig. Podstawiwszy

te wartosci w réwnaniu (1) i podzieliwszy obie strony pierwszego
3

réwnania przez e?, obie strony drugiego przez ez’ , otrzymamy:
312gy=4(e?+e¢ % —1)=4(2cosp —1)
.4

— )@ )

=—8(5—4cosg) cos—%— ,

v
2

—i 2 i
271r3g,=—4(2e 2 —e

) 26T

co mozna napisa¢ prosciej tak:
s 3rig, = 4( 1—4 sin’%’-)

@)
) 271"g3—_-—8005(—;—(l-|—85in?%-).

Na mocy tych wzoréw mozemy powiedzie¢ odrazu, jakiego
znaku beda g, i ¢, jezeli tylko zauwazymy, na ktorym z tukéw I, II,
III, IV znajduje sie punkt k2. W ten sposdb otrzymujemy tablice:

k? A I B| Il | ¢c|W|D|IV] A4

o+ |+|o|—|—=|=|o|+|+
o= =] =|=|o|+|+]+]|+

1) Czytelnik sam sobie z tatwoscig figure nakresli.
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7. Przebieg dwu niezmisnnikdw, uwazanych za funkeye ilosci k.
I tu rozwazymy dwa przypadki.

Przypadek l-y. A>0. Przyjawszy A za ilos¢ stala,
chcemy dowiedzie¢ sig, jak zmieniaja sie ilosci gy i ¢5, gdy k? prze-
chodzi przez wszelkie wartosci od O do 1. Wzory (1) paragrafu
poprzedzajacego pokazuja, ze do$¢ jest zbadaé przebieg funkcyj.

Pl =N —l 41 ; pl)=@2—k) (1—2k) 1+,

Jezeli pierwsza z tych funkcyjnapiszemy w postaci g (k%)=1—k?(1—k?),
to stanie si¢ widocznem, ze gdy k% wzrastajagc, przechodzi

przez wszystkie wartosci od zera do % , to jednoczesnie ¢ (k?) ciagle

malejace, przechodzi przez wszystkie wartosci od 1 do %; gdy na-
stepnie k* dalej wzrastajac, przechodzi¢ bedzie przez wszystkie

wartosci od % do 1, funkcya ¢ (k?) bedzie wzrastata i przechodzita

przez wszystkie wartosci od -%— do 1. Zresztg na mocy toZsamosci
@ (k) =@ (1 —k?), albo — co na jedno wychodzi — tozsamosci

1 o . .
@ (—5— -+ k?) =@ (—;— — k“’) stanie sie oczywistem, Ze przebieg funk-
cyi @ (k?) w przypuszczeniu, iz k? zmienia sie od % do 1, jest ten

. . Lo 1 .
sam co i w przypuszczeniu, Ze k? zmienia si¢ od 5 do 0. Co sie tyczy

funkcyi y (k?), to najprzéd nalezy zwrécié uwage na tozsamosé
y (1 - k?) = — y (k?) albo — co na jedno wychodzi—na tozsamo&¢

) (—;— + k'-’) =—1y (% — k?), na mocy czego wolno nam ograni-
czy¢ sie na zbadaniu przedziatu dla %% od % do I. W tym celu

wprowadzamy zamiast k% nowa zmienng x, kladac k%= —;— + x;
bedzie :
(k)= (L—}-x =2 w(w‘—i) ; O<7x <-1—
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Lecz latwo przekona¢ sie wprost droga elementarna, Ze, gdy x ro$nie

od 0 do 2 , lloczyn z (:1:2 — —Z—) ciagle maleje od 0 do — 1; a zatem

% do 1, y (k?), ciagle malejac, przechodzi od

0do 2. Nareszcie, gdy k? przechodzi od 0 do ;,wartoSétp(kﬁ)

gdy k2 przechodzi od

ciggle malejac, przechodzi od 2do0. Wpynik naszego badania,
osiagniety na drodze elementarnej, wyrazimy w nastepujacej tablicy:

k? 0... —;— o1
ig, A 1., % | (jedno minimum)
247 gs4%| 2... 0 ...—2 (nieustajgce ubywanie)

Dla dwoéch szczegdlnych warto$ci modutu, dopetniajacych si¢ wza-
jemnie do 1, odpowiednie wartosci g, sa réwne i jednakowych
znakéw; wartosci g, sa takze réwne lecz znakéw przeciwnych.

Przypadek 2-gi. A<C0. W tym przypadku mamy:

M . @
. t—
k2 = ¢i® s A=1re *

—‘E:—¢~5’g,=_l—4sin’%7 , 62)%7'393:—-005%—(———0052 )

Przyjmiemy tu 7 za ilo$¢ stala, ¢ za zmienna niezalezna, zawarta
w granicach O < ¢ <C 2. Z powyzszych wzoréw jest widocznem,
ze dla dwéch wartosci @, mianowicie ¢ i 2w — @, dopetniajacych
si¢ wzajemnie do 2 &, odpowiednie wartosci g, sa réwne i jednako-
wych znakéw, a wartoéci g; sa réwne lecz znakéw przeciwnych.
I dla tego dos¢ jest znaé przebieg 110501 gaigs dla polowy okregu
kola, t. j.od ¢ =0do p ==.
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Najprzod we wzorze na g, mamy funkcye 1 — 4 sin? & -5 kto-

ra widocznie maleje ciagle, gdy @ przechodzi od Q do . Dalej we:

8
bieg fatwo daje si¢ zbada¢ nawet przy pomocy Srodkéw elemen-
tarnych. Jezeli oznaczymy przez @, kat rozwarty, czyniacy zados¢
warankowi:

wzorze na g; mamy {unkeye f= cos —tg(i — cos? -34) , ktdrej prze-

V15- 1

sin g, = 7 lub cos ¢po=——4—

i ktérego wartos¢é przyblizona jest g, = 104°28' 39", a nastepnie
przez @, kat 2 — @, bedziemy mieli nastepujace prawo: 1-o w prze-
dziale od ¢ =0 do ¢ = ¢, funkcya f ciagle maleje; 2-0 w prze-
dziale od ¢ = @, do ¢ = ¢, ciagle wzrasta; 3-o w przedziale od
@ = @, do .9 = 2 n ciagle maleje. Odpowiedni przebieg ilosci g, i g,
otrzymuje sie wprost z wzoréw wyzej podanych; wyrazamy go
w tablicy nastepujace;j:

5
@ 0 % Pore T Pro. A 2n
3, | .
T 79 1...0....... —3 .. 0 ...—1 (1 minimum)
27 — —_— -
Al —2....—3V6...0.3V6 .......... 2 (1min.ilmax.)

gdzie wykazano wszystkie wartosci szczegdlne na ¢, przy ktérych
jeden z dwu niezmiennikéw osigga maximum lub minimum lub tez
Zamienia si¢ na zero.

8. Niezmiennik bezwzglegdny. Tak nazywamy funkcye wy-
mierng ilosci g, ig,, jezeliw wyrazemu jej przez zmienne 41ik?

zmienna A odpada. Najprostsza z taklch funkcyj jest Z ! leczdla
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pewnych wzgledéow dogodniej rozwazaé inny niezmiennik bez-
wzgledny, mianowicie:

=9 _
(1) J ==

postarajmy sie zbadaé przebieg tego niezmiennika, gdy k? przecho-
dzi przez wszystkie mozliwe wartosci.
Przypadek 1-y. A> 0. Mamy wzér (2) i (5).

Jo A=
TR (=)

gdzie k? przechodzi przez wszelkie wartosci od 0 do 1. Dla latwiej-
szego zbadania przebiegu wartosci funkcyi J wprowadzamy nowa

zmienna t==Kk? (1 —k?), ktéra widocznie wzrasta od 0 do % W prze-
dziale od k2=0do k? = ——i— , a nastepnie, przy dalszem wzrastaniu

ilosci k2, maléje od % do 0. Niezmiennik J mozna napisaé w. po-

staci:
4 (1 —1¢p
T=9 —% >

skad wnosimy bezpoérednio, ze gdy ¢ ros$nie od O do -—1- , odpowie-
dnia wartos$¢ J ciagle maleje. Laczac ze soba zauwazone -sposoby
zmiany iloSci ¢ i J, przychodzimy ostatecznie do wyniku, ktéry daje
sie zawrze¢ w nastepujacej tablicy:

2 -
k ,O...2 .1

I| 4oco...1...4 oo (jedno minimum).

Przypadek 2-gi. A<<0. Kiadac jak poprzednio k2 (1—k?)
={, mamy zZnowu: ‘
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_4__ .(1‘._.,:)8

=5 TR

Lecz teraz wziaé nalezy k?=e'?, przyczem ¢ przyjmuje wszelkie
wartosci od 0 do 2x, bedzie wiegc:

—_1)3
t=c¢c%(1 —e ') |, J=—-% (2cos 9 —1)

sin’%
lub lepiej:
1 AN
| 4\ (T“ sin 7)
-
* sin? %—

skad bezposrednio wnosimy, ze J (2z — @) =J (¢). A zatem do$é
jest zbadaé przebieg niezmiennika J w przypuszczeniu, Ze ¢ prze-
biega warto$ci w granicach od O do #n. Ktadac sin? % =z, otrzy-

mujemy :

[r==)
-
przyczem x przechodzi przez wartosci od 0 do 1. Z tego wzoru
widaé, ze dopdki x pozostaje w przedziale od O do 1 , wartos¢ J
ciagle wzrasta, przechodzac od — oo do 0; pozostaje wigc do zba-
dania tylko przedzial od x = % dox=1. W tym celu napiszmy
wzoér na J tak:

.J“=(T)3[(w_1%),+ 1 )a];

Wiad. mat. I1I, 1899. 10
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whniesiemy stgd bezposrednio, ze gdy « ro$nie od % do 1, warto$¢

J~! maleje od co do 1, a zatem warto$¢ J wzrasta od 0. do 1.

Na mocy powyzszych spostrzezen, dochodzimy do nastepu-
jacej tablicy, przedstawiajacej charakter przebiegu ilosci J, gdy
argument @ przechodzi kolejno przez wszystkie wartosci od 0 do 2n

<p' '0...%....75...%7:....27:
JI —00...0...1,..0...—00 (jedno maximum).

9. Rownanie rozwiqzujqce potmodutfowe. ROwnanie modutowe
jest stopnia széstego, lecz tatwo sprowadzi¢ sie daje do stopnia
trzeciego przez wprowadzenie pewnej rozwiazujacej pomocnicze;j,
ktérg nazwiemy p 6tmodutowa, Odrazu nasuwaja si¢ dwie
postaci takiej rozwigzujacej. Pierwsza jest:

1) z=k1—Fk?.
Napisawszy réwnanie modutowe tak:

41 —k2(1—k¥H)® 27 tk’ 1 -k9)?
g:* - A

i podstawiwszy 2z zamiast k? (1 — k?), otrzymujemy:
(2) (z—1)3—|-2T7Jz“‘=0.

Tak przedstawia si¢ réwnanie, ktérego pierwiastkami sg ilosci:

—1
T d—r)y-

2
21— r) k
Inng znéw rozwiazujaca pétmodutows jest:

(3) '= k? + % ’
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Napisawszy réwnanie modutowe w postaci :

41—k kP 27[k* — 2K 4K
% o A

dzielgc obie strony przez k? i uwzgledniajac zwiazek (3), otrzy-
mujemy:

“) (¢ — 1)} = 241.7(@' -2).

Tak przedstawia si¢ rownanie z pierwiastkami:

1 1 1
2 - — 2 - R
S i I ==

Réwnanie (4) otrzymuje sie z rownania (2) przy pomocy podsta-
wienia

1
r—9
(5) #=2 rF

Réwnanie (4) uprosci sie, jezeli zamiast 2’ wprowadzimy nowa
rozwiazujaca 2", okreélong za pomoca zwigzku:

" 1

(6) z=z’—1=1—7;
otrzymujemy wtedy:
(N 42"3=27J (" —1).

Tak przedstawia sie rownanie, ktérego pierwiastkami sg ilosci:

1 1 1
=1t —Ftigm o Tee—g

Jezeli przez A’ i J' oznaczymy odpowiednio wyrdznik i nie-
zmiennik bezwzgledny réwnania (7), znajdziemy :

274 9, g5?

®) N =270 (] — )=
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, 1
i s

albo

9) J—1J —1)=1.

A zatem jezeli wartos¢ J znajdowaé sie bedzie poza przedzialem
01i 2, to wartosci .JJ' znajdowa¢ si¢ beda wewnatrz tego przedziatu,
i odwrotnie.

10. Zwigzek pomigdzy pierwiastkiem rownania stopnia 3-go
7 odpowiednim pierwiastkiem rdwnania rozwigzujqcego pdétmodufowego.
Okazemy, ze kazdy pierwiastek rownania

1) 42 —g, 2 —gy =

jest funkcya wymierna odpowiedniego pierwiastka réwnania ro-
zwigzujacego péimodutowego

2) 42— 27724270 =0,

tak, iz rownanie (2) otrzymuje si¢ z rownania (1) za pomocs prze-
ksztalcenia Tschirnhausa. W samej rzeczy mamy:

=l ,1_2 —1="F"t a—ey o (e—e)’t(e—e)’ 1
k €1—¢ Co—ey (e;—e3) (e,—e3)

— (e! —ete—e;)? — 3 (e;—e)) (es—¢,)
(33_31) (e3—¢,)

9

9 e? — '% X' (¢5)

Z" p— _

1 o, ’
TX (e5)
gdzie
X@)=4z—g,x—g,;
a zatem: _
o= 39, .i=4‘932 _i_i 9s

,12 3*—g, v 92 373 gaty '
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29, 3

®) 3g, 0= 17373

Tak wyraza si¢ w sposOb najprostszy zwiazek miedzy odpowie-
dniemi pierwiastkami réwnan (1)i(2). Z powyizszego wynika
wniosek, Ze wszelkie rownanie stopnia trzeciego daje si¢ przy po-
mocy podstawienia liniowego sprowadzi¢ do postaci:

4283 —27Jx+27J=0,

w ktorej zawiera sie¢ jeden tylko parametr J, przyczem za-
lozy¢ mozna zawsze, ze 0 < J << 2. W samej rzeczy, jezeli war-
to$¢ niezmiennika bezwzglednego J zawiera si¢ pomiedzy O i 2,
wtedy réwnanie (2) czyni zado$¢ wymaganiu. W razie prze-
ciwnym nalezy réwnanie pierwotne (1) przeksztalcié za pomoca
podstawienia:

9

r=—y;
75 Y;

otrzymujemy wtedy:
3 3 :
aypp =Ty o,
y gs* v+ 9s°
albo
4) 493 —27J'y+27J" =0,
gdzie J’ okreéla si¢ z wzoru (J' — 1) (J — 1) =1, a zatem zawijera
sie¢ miedzy O i 2. Réwnanie (4) czyni zado$¢ wymaganiom. Na
okoliczno$¢ te nalezaloby zwrdci¢ uwage, gdyby szlo o ulozenie

tablicy do znajdowania pierwiastkéw jakiegokolwiek réwnania
stopnia 3-go. '

——— B ——



