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Wiadomo, jak dalece pozyteczna w nauce matematyki bywa
dogodna zamiana zmiennych, lub, wyrazajac si¢ geometrycznie,
odpowiedni wybdr spétrzednych. Niejednokrotnie zadanie skom-
plikowane przez wybdr odpowiedniego uktadu odniesienia mozna
znacznie upro$ci€¢, a czesto sprowadzi¢ nawet do takiej postaci, ze
rozwigzanie Zadnych juz zgota nie przedstawia trudnosSci. Przy-
ktady takich faktéw sa w matematyce bardzo czeste, a nawet
wiete kwestyj, badZ analitycznych badZz geometrycznych, mozna
traktowac jako problematy redukcyi do postaci najdogodniejszych.
Ta uwaga wystarcza, aby dojs¢ do przeswiadczenia, ze wszelkie
teorye, ktéreby bezposrednio traktowaty zamiany zmiennych, czyli
przeksztatcenia, muszg odgrywaéw naucerole niepo$lednia.
Historya na uzasadnienie tego zdania coraz liczniejszych dostarcza
dowodow.

Przeksztalcenie mozna wyobrazaé¢ sobie albo jako zamiane
uktadu odniesienia, lub tez tak, zZe uklad odniesienia pozostaje bez
zmiany, a zmienia si¢ polozenie przedmiotow przeksztatcanych.
Pierwsze pojmowanie przeksztalcenia bardziej jest wlasciwe ana-
lizie, drugie mozna uwaza¢ jako jego interpretacye mechaniczna.
Zaleznie od kwestyi, o ktora chodzi, dogodniejszym jest jeden lub
drugi punkt widzenia.

, Zasadniczem w teoryi przeksztatcen jest przejscie od jednego
przeksztatcenia do skupienia. przeksztalcen. Z poéréd wszystkich
mozliwych skupien wyrodzniaja sie skupienia w sobie zamknigte,
t. j. takie, Zze wykonanie kilku przeksztalcenn skupienia zawsze jest
réownowazne z jednem przeksztatceniem tego samego skupienia.
Takie skupienia nazywaja si¢ grupami. ‘Pojecie grupy laczy
sie $ci$le z pojeciem utworu niezmiennego, bo wszystkie przeksztal-
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cenia, ktére dany utwoér pozostawiaja bez zmiany, tworza grupe.
W1as$nie niezmiernie prosty stosunek pojeé ,grupa“ i ,niezmiennik*
wyréznia, z po$rdd innych skupiefi, skupienia w sobie>zamknigte,
t.j grupy. .

Warto$¢ kazdego pojecia w nauce okresla si¢ tem, o ile ono
przyczynia si¢ do rozwigzania lub utatwienia zagadnien jej wiasci-
wych. W szeregu réznych zagadnien, w ktérych teorya grup
moze by¢ stosowana, wyrdzniajq sie szczegélnie dwa typy. Jednym
z nich jest kwestya réwnowaznosci form matematycznych we-
wnatrz danej grupy. Chodzi o to, by poda¢ takie warunki konieczne
i dostateczne, za pomoca ktérych moznaby rozeznaé, czy dwie
formy przechodzg jedna w drugg za pomoca przeksztalcen danej
grupy, czy tez nie. Drugi typ stanowi bezposrednie zastosowanie
pojecia grupy do rozwigzywania réwnan, badz algebraicznych badz
rozniczkowych. Dane jest réwnanie lub uklad réwnan i grupa
przeksztalcen, ktorej wszystkie przeksztalcenia rownanie to, wzgle-
dnie uklad réwnan, pozostawiaja bez zmiany; jakie stad wynikaja
korzysci dla rozwiazania- lub catkowania owego réwnania lub
ukladu réwnan?

Te punkty widzenia sa oddawna znane. Do pierwszego
z powyzszych dzialéw nalezy ugruntowana przez Gaussa i Min-
dinga teorya giecia powierzchni, jakkolwiek w pracach tych
autor6w nigdzie niema mowy o grupie przeksztalcen. Do tego
samego typu nalezg kwestye rownowaznosci rzutowej figur w geo-
metryi syntetycznej. Wreszcie tu nalezy zaliczy¢ wiele kwestyj
z teoryi-form, ze wzgledu na ich zachowanie sie przy przeksztal-
ceniach liniowych. Przykladem rozwazan drugiej kategoryi jest
teorya Galois’a réownan algebraicznych. W tej teoryi role pier-
wszorzedng odgrywajg grupy podstawieri pierwiastkéw réwnania.
Grupy te najpierwej poddane byty gruntownemu badaniu, w ktérem
rozwinigto szereg waznych poje¢, jako to: niezmiennik, grupa prze-
chodnia i nieprzechodnia, podgrupa, podgrupa niezmienna i t. d.
W tej teoryi, dzieki polaczeniu dwéch pojeé, grupy i obszaru wy-
miernosci, Galois postawil ogdlne zasady rozwigzywania réwnan
algebraicznych.

Wszystkie wyzej wymienione teorye doprowadzone juz byly
do znacznego stopnia rozwoju, gdy okoto roku 1870 rozpoczat dzia-



Sophus Lie, 87

lalnosé tworczg na polu matematyki Sophus Lie.. Jego gtéwna
zastuga jest to, Ze pojecia wyzej omowione umiat potaczy¢ z poje-
ciami cigglosci i rozniczkowalnosci, przewazajacemi w analizie
i geometryi. To niezmiernie szcze$liwe potaczenie dato mu moznosé
znakomicie rozszerzy¢ pole zastosowan pojecia grupy na wiele
zagadnien catkowania réwnan rézniczkowych i problematow geo-
metryi, a okazalo sie, ze te zmodyfikowane przez Liego pojecia
o wiele szersze od pierwotnych objely widnokregi. Teorye swoje
doprowadzit Lie w krotkim czasie do wyzszego stopnia doskona-
tosci, niz do dzi$ dnia doprowadzona jest teorya grup podsta-
wien, bo, obracajac si¢ w dziedzinach, w ktérych- panuje ciagtosé
i rézniczkowalno$¢ mial do czynienia z doskonalszemi prawidto-
wosciami.

" 'Nim zwrécimy si¢ do oméwienia najwazniejszych zdobyczy,
ktore badZ bezposrednio, badZ tez poSrednio, nauka zawdziecza
Lie mu, przytoczymy kilka dat z jego zycia.

Maryusz Sophus Lie urodzit sie d. 17 grudnia 1842 r.
w Nordfjordeid (koto Flord) w Norwegii, gdzie ojciec jego byt
pastorem. Nauki uniwersyteckie odbywal w Chrystyanii, gdzie
miedzy innemi stuchat wykladu Sylowa o teoryi Galois'a,
Jeduakowoz, gdy w roku 1865 opuszczat uniwersytet, jeszcze by-
najmniej nie byt zdecydowany po$wigcic si¢ wylacznie matematyce.
Dopiero pdzniej, zachgcony badaniami Pllickera z geometryi,
studyuje w latach 1869 i 1870 matematyke w Berlinie i w Paryzu,
gdzie wraz z F. Kleinem ze szczegélnem zamitowaniem czy-
taja i omawiaja ukonczong woéwczas teorye podstawien C. Jor-
dana. Juz woéwczas tworzy Lie niemal caly obszerny plan .
swych pézniejszych teoryj, ktore od tej chwili az do $mierci rozwija
w szeregu rozpraw i monografij Po powrocie do kraju zostaje
w Chrystyanii docentem matematyki, a w roku 1877 otrzymuje
tamze katedre. W r. 1886 powotuje Lie g o uniwersytet w Lipsku,
gdzie wyktada do roku 1898 i wydaje kilka obszernych monografij
zpomocg F. Engelai G. Scheffersa. Wreszcie powraca
do Chrystyanii na zarezerwowang dla niego katedre i tam umiera
dnia 18 lutego 1899 r. na anemie mozgu, ktorej powodem byta
nadmierna przez dtugie lata praca umystowa.
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Podstawg bardzo wielu badafn Lieg o jest pojecie s ko fi-
czonej grupy ciagtej, ktorego istote okresli¢ mozna w wy-
razach nastgpujacych. -

Uwazajmy skupienie co” przeksztalceni zmiennych «; na
smienne Z;, okreslone przez réwnania:

(\1) Et'=f;'(x] yeoosTn 5 al yreteta gy ar)" ("’=1a 2'3"")”)

w ktérych a;, oznaczaja zupetnie dowolne parametry. Jezeli, wy-
konywajac jedne po drugich przeksztalcenia tego skupienia, zawsze
otrzymujemy tylko przeksztalcenia, nalezace do tego samego sku-
pienia, to réwnania powyzsze okreslaja, wedlug Liego (1871)
r—cze$ciowag ciggtag grupe przeksztatcen Z po-
miedzy tych grup najwazniejsze i najczeciej spotykane maja do
kazdego przeksztalcenia przeksztalcenie odwrotne, a wigc i prze-
ksztalcenie tozsamos$ciowe. '

Liczba parametréw » moze mie¢ rozmaite wartosci, a moze
si¢ zdarzyé¢, ze wszystkie przeksztalcenia pewnej grupy o mniejszej
liczbie parametréow sa zawarte w innej grupie o wiekszej liczbie
parametréw; wtedy powiadamy, ze pierwsza z tych grup jest p od-
grupa drugiej.

Jednym z najprostszych ptzyktadéw grupy cigglej jest gr u-
pa wszystkichliniowych przeksztatcen jedno-
rodnych:

(2) Ti=aqnz,Fapx+...+ 2., (=12, . m)

. ktéra ma n? paramettow a;. - W wielu dziedzinach odgrywa ona
role wielkiej wagi, a juz teraz mozemy oméwi¢ znaczenie pewnych
jej podgrup w teoryi wy zszych liczb zespolonych.

Przez zmniejszanie tresci pojecia liczby matematyka dochodzi
do coraz szerszych kategoryj liczb. ‘W .ten sposdb powstalo pojecie
liczby rzeczywistej, liczby zespolonej zwyktej i wreszcie liczb zespo-
lonych wyzszych kategoryj. Role kierownicza w tych uogdlnie-
niach majg pewne wymagania co do rezultatu mnozenia. Chodzi
o to, aby mnozenie dwu liczb danego uktadu liczb, wykonane na
podstawie prawa rozdzielnosci, dalo liczbe, nalezaca do tego samege
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ukladu liczb; zeby uktad podlegat prawu Igcznosci i zeby w tym
ukladzie mozliwe byto wykonywanie dzielenia.
Uwazajmy liczbe: ’

(3) r==i6,+ 6+ ...+ Tutu,

gdzie x; sa spétczynnikami rzeczywistemi, a ¢; oznaczaja n niepo-
réownywalnych ze soba jednostek, JezeM te liczbe pomnozymy
przez druga tego samego ukladu:

4) a=aye;+ a6+ ...+ a6,

to rezultat, obliczony na mocy prawa rozdzielnosci:

(5) xa= Zi Zk Li Gy &; €x
1 1
ma by¢ znéw liczba uklady, t. j. musi mie¢ ksztalt:

{6) T==x,e Ty, -+ ... Te,.

W szczegélnoSci kazdy iloczyn e/e; musi naleze¢ do tego
uktadu, t. j:

”

(7) aiek-—--Z: vases, Gk=1,2,:.. n)"
1

gdzie g, sa spdiczynniki rzeczywiste. Na mocy wzoréw (5), (0)
i{7) otrzymujemy tedy:

(8) fl'?s=2", Z"}'ﬂrawt‘ak L s=12,...,m)
1

Jezeli .tu x; uwazaé bedziemy jako zmienne, a a; jako para-
metry, to mie¢ bedziemy skupienie nieskoriczenie wielu przeksztat-
cefi zmiennych #; na zmienne &;. Latwo dostrzedz, ze skupienie
to musi tworzy¢ grupe. Istotnie, jezeli liczbe (6) pomnozymy jeszcze
przez:
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9) b=0b¢;, +be, ...+ byen,

to na podstawie prawa tacznosci rezultat musi byé taki sam, jak
gdyby$my pomnozyli & przez iloczyn ab. To znaczy, ze jezeli po
przeksztatceniu (8) wykonamy przeksztalcenie:

13

(10) .74=21 Zkyik,ﬁ‘:bk’ (t= ],2,...,%)
1 1
to z tych dwu przeksztatcelh musi wynika¢ przeksztatcenie:

” n
(11) x =Z" 2" vty , (G=12,...,n)
11

gdzie parametry ¢; maja wartosci:

(12) 63'=2i Z" ya@iby (s=12,....m).
1 1

A zatem w samej rzeczy mamy grupe przeksztalcen, a ponie-
waz dzielenie ma by¢ takze mozliwe w uwazanym ukladzie, wiec
grupa posiada do kazdego przeksztalcenia przeksztalcenie odwrotne.

Wyprowadzilismy tu rezultat, uzyskany przez Poincarégo
(1884). Na mocy tego wywodu, do kazdego ukladu liczb nalezy
pewna grupa przeksztalcen liniowych i jednorodnych. Twierdzenie
to moze by¢ w pewnym sensie odwrécone, tak iZ teorya ukladéw
liczb zespolonych, a w szczegdlnosci okreslenie wszystkich uktadéw
takich liczb (t. j. wyznaczenie wszystkich mozliwych systeméw
spotczynnikéw yu,) sprowadza sie do okreslenia wszystkich pod-
grup grupy (2) pewnej kategoryi. Wobec tego teorya ogdlnych
liczb zespolonych moze by¢ traktowana, jako zastosowanie og6l-
nych zasad nauki o ciaglych grupach przeksztalceri, Na tem sta-
nowisku staneli w swych badaniach w teoryi wyzszych liczb ze-
spolonych Study, Scheffers i inni, i znacznie posuneli ten
dziat nauki. Rzecz oczywista, ze miedzy innemi musi stad wynikaé
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i najprostszy uklad liczb zespolonych; istotnie "dla tego ukladu
mamy grupe: R

(13) Ty =28 — LGy, Ty =120y + L0y,

a mnozenia okreslajq si¢ tu tabelka:

_er 2z
1 e e
2 t’, _‘el .

Podobniez np. dla ukladu kwaternionw Hamiltona mamy
grupe:

By= Z0,— %0+ 230, 2,0,

Ty= &0+ X0, — 230,120, ,
(14) _

Ty == — 2, Gy + 2, O + X34, + x,.a, ,

Ty =—2a —230, — T30, + 00, ,

i tabelke mnozenia:

1 2 3 4
1| —e, e —e e
2 —e; —e, € e
3 €& —e —e, €
4 & e e e

Wsrod skoniczonych ciagtych grup przeksztalcen, wyrézniajg
si¢ swa prostota grupy jednoczeSciowe t. j. grupy z je-
dnym parametrem :

(15) Ti=fi(®,...,2;0) (=1,2,...,n).

Jezeli taka grupa posiada do kazdego przeksztalcenia prze-
ksztalcenie odwrotne, a wigc i tozsamosciowe, to wprowadzajac
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zamiast @ odpowiedni parametr !, mozna réwnania (15) dopro-
wadzi¢ do postaci:

‘Qi(aly'“aiﬁ):gi(xl’-‘-’x"), (2:1,2,,%—1)

(16)
Q”(ﬁf:l ’-.-,En)=!)”(w1 ,.-.,xﬂ)—l_t"

zwanej kanoniczna, kt6ra spelnia zupetnie okreslony ukiad rownan
rézniczkowych zwyczajnych :

an @, Ew =12,

Z tego uktadu wynika, Ze przeksztalcenie grupy jednoczeScio-
wej mozna interpretowaé jako -trwaty ruch cieczy, oraz ze do
grupy nalezg przyrosty nieskoficzénie malte:

(18) dx;=E&i(x,,:..,2,) 0 i=12,...,m).

Te nieskoniczenie ate przyrosty zmiénnych, stanowia t. zw.
nieskonczenie malte przeksztalcenie, ktore czgsto
wyraza si¢ w formie, ddjacej odrazu nieskoriczenie maty przyrost
jakiejkolwiek funkcyi f(x; ,...,%.):

(19) %":2' §i.(x1 9+ "’$h) ai 5

8.1:.«

a na oznaczenie tego wyrazenia uzywa sie takze skrdconego sym-
bolu Xf. Kazde skoriczone przeksztalcenie grupy (15) mozna
wytworzy¢, stosujac nieskoriczong liczbe razy przeksztatcenie nie-
skonczenie male.

Pojecie. 'nieskoriezenie malego przeksztalcenia okreslit Lie
w roku 1872, W teoryi ciagtych grup przeksztatcen, odgrywa ono
podobna role, jak pojecie rézniczki w nauce o zmiennosci funkey;j.

Grupy r czeSciowe, w ktérych do kazdego przeksztalcenia
znajduje si¢ przeksztalcenie odwrotne, mozna takze wytwarzaé za
pomoca -przeksztatcenn nieskoriczenie malych. Kazda taka grupa
posiada r niezaleznych od siebic przeksztalcen nieskonczenie ma=
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rych, t. j. dla wyznaczenia najogdlniejszego przyrostu funkeyi
f(@,...,2s) mamy:

éf' r ‘f n af
(20) = zk ekaf=2k ex zf Evi (T, v, ®n) R
1 1 1

gdzie ey oznaczaja stale dowolne, ktdérych nie mozna. zastgpi¢
mniejszg liczbg statych dowolnych. NieskoAczenie male przeksztat-
cenia kazdej grupy czynia zado$¢ pewnym zwigzkom rézniczko-
wym, ktére zarazem sa dostateczne, aby r danych nieskonczenie
matych przeksztatcen byly nieskoriczenie matemi przeksztalceniami
jednej i tej samej grupy. '
Bardzo waznem jest pojecie podobiefistwa grup. Dwie
grupy sa podobne, jezeli od przeksztalcen jednej mozna przejsc do
przeksztalcen drugiej za pomoca jakiejkolwiek zamiany zmiennych.
Dwie podgrupy danej grupy sa wewnatrz tej grupy ze sobg
robwnowazne, jezeli od jednej z tych podgrup mozna przejs¢
do drugiej za pomoca zamiany zmiennych, bedacej przeksztatceniem
grupy. Podgrupa nazywa sie niezmienna, jezeli wszystkie
przeksztalcenia grupy przeprowadzajg te podgrupe w samg siebie.
Ze wzgledu na zastosowania najwazniejszemi sa pojecia
niezmiennika, niezmiennego réwnania i nie-
zmiennego uktadu réwnan. Niezmiennikiem grupy na-
zywa sie funkcya, ktéra przy wszystkich przeksztalceniach grupy
ma taki sam -ksztalt w Zmiennych przeksztalconych, jaki miata
w zmiennych pierwotnych. W stosunku do przeksztatcen nieskon-
czenie matych, niezmienniki sg rozwiagzaniami ukladu réwnan
czastkowych: !

. 2
(21) Xk/=21 fu(a;l,,,,’w,,)—a:{t—:o, (k=1,2,...,’l")
1

a wiec okreélanie niezmiennikéw, gdy dane sg nieskoriczenie mate
przeksztalcenia, wymaga catkowania ukladow zupeinych. Réwna-
niem niezmiennem nazywa sie takie réwnanie, ktére po przeksztal-
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ceniu mozna w nowych zmiennych doprowadzié¢ do tej same;j for-
my, ktéra miata miejsce w zmiennych pierwotnych. Roéwnanie:

(22) Q(w1,$2,..,,d7,,)=0,

jest rGwnaniem niezmiennem, jezeli dla wartosci zmiennych, spetnia-
jacych to rownanie, wyrazenie X, 2 sa zerami. Podobng definicye
i podobne kryteryum mamy dla niezmiennych ukiadéw réwnan.

Interesujacym przykladem tych rozwazan ogdlnych sg ich
zastosowania do przeksztalcen rzutowych, stanowia
one bowiem wazne przyczynki do t. zw. geometryi syntetycznej lub
lepiej rzutowej. Przeksztalcenia rzutowe w plaszczyzZnie okreslaja
.Sie rownaniami:

(23) L Gl ¥ , y= ayx + by + ¢,
7+ 0y +6 aa+ by =+ o,

i wszystkie razem wziete tworzg oSmioczeSciowa grupe ciagla,
ktora do kazdego przeksztatcenia posiada odwrotne. Mamy tu wiec
8 niezaleznych od siebie nieskonczenie matych przeksztatcen i fa-
two wyprowadzi¢, ze sa one nastepujace:

<

of O 3 3
r ’ oy P Y e 0" dy 'Y oy '

(24)
f

+:Dy 9.2]; L

xy aa; +y ay

Mozna pokazaé, ze wewnatrz ogoélnej grupy rzutowej kazde
nieskoriczenie male przeksztalcenie rzutowe jest rownowazne z je-
dnem z nastepujacych nieskonczenie matych przeksztatcen:

d F) of .. 2
l)w—a—g’ ay}%az)%+y7§a‘;)%+J/—g—5
(25)
of 5)_a£

f
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gdzie a moze przybiera¢ wszystkie mozliwe wartosci, ale jest
odmienne od zera i od jednosci. Te typy rdzennie réznia sie od
siebie wlasnosciami niezmiennikowemi. Jezeli zwrécimy naprzéd
uwage na niezmienne proste i punkty, to grupy jednoczeSciowe
typu 1) pozostawiaja bez zmiany trzy wierzchotki i trzy- boki tego
samego trojkata; typu 2) dwie proste, ich punkt spotkania i jeszcze
jeden punkt, lezacy na jednej z tych prostych; 3) punkt i przecho-
dzaca przezen prosta; 4) pek prostych niezmiennych, przechodza-
cych przez punkt niezmienny i nieskoriczony szereg punktéw leza-
cych na prostej nie nalezacej do peku: 5) pek prostych niezmien-
nych i nieskoficzony szereg niezmiennych punktéw, lezacych na
jednej z prostych peku. Przechodzac teraz do niezmiennych linij
krzywych, zanotujemy naprzdd, ze typy 4) i 5), précz wskazanych
prostych, nie pozostawiaja bez zmiany zadnych innych linij krzy-
wych. Dla typu 3) niezmiennemi krzywemi sg przeciecia stozkowe,
ktore nie rozpadaja sie nalinie proste. Dla typéw 1)i2) mamy
linie krzywe, ktore przez rzutows zamiane zmiennych mozna odpo-
wiednio zredukowa¢ do postaci:

(26) y=—a* i y=e*.

Mamy tedy przeglad (dokonany w roku 1870 przez Kleina
i Liego) wszystkich punktéow i krzywych, ktore pozostaja bez
zmiany przy grupach rzutowych.

Précz podgrup jednoczesciowych zawarte sg w grupie rzuto-
wej rézne podgrupy wieloczeSciowe. Np. wszystkie przeksztalce-
nia rzutowe, ktére pozostawiaja bez zmiany nieskonczenie oddalong
prosta, tworza szeScioczesciowg grupe liniowa:

(27) Z=az+by+a , y=ax+bytc.

Z pomiedzy grup liniowych niezmiernie wazng jest grupa ru-
chéw euklidesowych:

(28) T=wxcosa—ysina+4a ,y=xsinatycosa+b,

gdzie a, b oznaczaja przesunigcia, a a kat obrotu, ktéra charaktery-
zuje si¢ niezmiennoscig odleglo$ci dwu punktow i t. d.



96 K. Zorawski-

W przestrzeni trzywymiarowej i w przestrzeniach o jeszcze
wiekszej liczbie wymiaréw mozna dla grupy rzutowej przeprowa-
dza¢ rozwazania analogiczne: To tez dla przestrzeni trzywymia-
-rowej L ie przeprowadzil podzial na typy nieprzywiedlne w grupie
‘rzutowej i wystudyowat wlasno$ci niezmiennikowe tych typéw.
' Z pomicdzy podgrup ogoélnej grupy rzutowej w przestrzeni, zwré-
cimy uwage na grupe. ruchéw euklidesowych, tj.

- grupe, ktdrej przeksztalcenia pozostawiaja bez zmiany odlegtosé
dwu punktéw w przestrzeni, oraz na dwie grupy ruchdéw
nieeuklidesowych, ktére sa rzeczywistemi grupami rzuto-
wemi, pozostawiajacemi odpowiednio bez zmiany powierzchnie
2’+y*+ 22— 1=0 lub powierzchni¢ x*—+4y*+ 2?2+ 1=0
Zobaczymy zaraz, ze te grupy odgrywajg bardzo wazna role w ba-

-daniach, dotyczacych podstaw geometryi.

Geometrya opiera. si¢ na szeregu pewnych aksyomatow.

Oddawna starano sie liczbe tych aksyomatéw zmniejszyé i w szcze-

- gblnosci wyprowadzié t. zw. XI-ty aksyomat Euklidesa (o li-
niach réwnolegltych) z aksyomatéw poprzednich. Wszelkie proby
jednak nie doprowadzaty do rezultatu i sprawa wyjasnila sie do-
piero dzieki badaniom Lobaczewskiego (1829), Bolyai'a
(1832) i Gaussa, ktérzy rozwineli system podobny do systemu
Euklidesa, lecz od niego odmienny, bez uzycia XI-go aksyomatu.
Pozniej Rie mann (1854) z pewnego szeregu aksyomatéw, odno-
szacych si¢ przewaznie do wiasno$ci przestrzeni w bezposrednigj
okolicy danego pun‘ftu wyprowadza geometrye Euklidesa,
Lobaczewskiego i jeszcze inng nowa geometrye,, ktorg,
pozniej nazwano Riemannowsksa. Nareszcie Helmholtz
(1868) podaje szereg aksyomatéw, w ktérych mowa nie o punk-
tach nieskoriczenie blizkich, jak u Riemanna, leczo punktach,
bedacych na skonczonych odlegtosciach, i z nich znowu wy-
prowadza geometrye Euklidesa, Lobaczewskiego
i Riemanna. Jednakowoz prace Riémanna i Helmholtza
nie sg pozbawione wielu usterek. Problemat, ktéry w tych
zreszta .wielkiej wagi. pracach jest podjety, ale nie destatecznie
dobrze rozwigzany, mozna ‘sformutowaé w wyrazach naste-
pujacych: . Nalezy . znales¢ -uklad :takich aksyomatéw, ktory
z pomiedzy wszystkich mozliwych . ruchéw wyréznia. zaréwno
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grupe ruchéw euklidesowych, jako tez i obie grupy ruchéw nieeu-
klidesowych“. Widzimy tedy, ze problemat ten z natury rzeczy
nalezy do teoryi przeksztaice. To tez za pomocq swych metod
Lie byt w moznosci poddaé krytyce prace wczedniejszych badaczy
(1886) i sam podaé swoje rozwigzania (1890). Rozwiazan tych
bynajmniej nie nalezy uwazaé za jedynie mozliwe, bo problemat
jest w ogéle nieokreslony. Podstawa dwu rozwigzan Liego sa
naprzod zalozenia nastepujace: 1) Przestrzen jest ciagla, trzywy-
miarowa rozmaitoscia liczb, t. j. punkty tej przestrzeni moga byé
okreslone za pomocsg trzech spéirzednych, zmieniajacych si¢ w spo-
séb ciagty. 2) Skupienie wszystkich mozliwych ruchéw ciata
sztywnego w tej przestrzeni jest ciagla rzeczywistqa grupg prze-
ksztalcen, wytworzona przez przeksztalcenia nieskoriczenie mate.
Procz tego w pierwszem rozwigzaniu, bardziej zbliZonem do badan
Riemanna, Lie zaklada, ze, gdy zatrzymamy jakikolwiek
punkt rzeczywisty P i przechodzacy przezen rzeczywisty element
liniowy, to ruch jeszcze jest mozliwy; gdy jednakowoz zatrzymamy
i rzeczywisty element powierzchniowy, zawierajacy i ten punkt P
i powyzszy element ljniowy, to ruch juz jest niemozliwy. W dru-
giej metodzie, bardziej zblizonej do badan Helmholtza, za-
miast tego ostatniego zalezenia, wystepuje nastepujgce. Jezeli
ustalimy jakikolwiek punkt rzeczywisty x,, ¥,, 2, 0golnego potoze-
nia, to z jednej strony wszystkie rzeczywiste punkty, w ktére moze
jeszcze przechodzi¢ inny punkt rzeczywisty x,,y,, 2, leza na po-
wierzchni, ktéra nie przechodzi przez punkt x =y, y = ¥,, 2 = 2,;
z drugiej za$ mozna zawsze znale$¢ taki trzywymiarowy obszar
naokoto punktu z,, y,, Z,, ze kazdy inny punkt rzeczywisty @,,¥%,,2,
zupelnie swobodnie porusza si¢ na wspomnianej powierzchni.
W obu przypadkach Lie dochodzi do grupy ruchéw euklideso-
wych i do obu grup ruchéw nieeuklidesowych i oczywiscie do
wszystkich grup im podobnych. Lie wykazuje, ze jego ukiady
aksyomatéow sg doskonalsze od ukladéw aksyomatow jego po-
przednikéw, bo wymagania w nich postawione sa mniejsze.
Nalezy zauwazy¢, Ze do ptaszczyzny i do przestrzeni wielo-
wy.miarowych twierdzenia powyzsze nie we wszystkich przy-
padkach mozna przenies¢ bez wszelkich zastrzezen. Lie. szcze-
gélowo omawia i te - przestrzenie; my jednak to pominiemy
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a przejdziemy do innych kwestyj, ktore tacza sie z ogolna teorya
grup ciagtych.

RozréznialiSmy rézne typy nieskonczenie matych przeksztalcen
rzutowych. Zagadnienie okreSlania réznych typoéw grup
przeksztatcen jest jednem z najwazniejszych w teoryi prze-
ksztalce. Mozna przytem albo szukaé typéw od siebie odmien-
nych wewnatrz danej skornczonej grupy przeksztalcen, albo tez
okresla¢ takie typy, ktore nie przechodza jedne w drugie za pomoca
zadnego przeksztalcenia. To drugie ogdlniejsze stanowisko wymaga
pewnego wyjasnienia. Mogloby sie zdawaé, Ze rozmaitosé wszy-
stkich typéw np. na plaszczyZnie jest (wyrazajac sie wedlug
G. Cantora) rozmaitoécig nieprzeliczalna, bo rozmaito§¢ wszy-
stkich grup skoficzonych jest rozmaitoscig nieprzeliczalna; tak
jednak nie jest, rozmaito$¢ wszystkich typow jest przeliczalna,
a wiec moze by¢ mowa o ich okre$laniu. Lie dokonal tej klasy-
fikacyi dla ptaszczyzny i przestrzeni trzywymiarowej. Zobaczymy
w dalszym ciagu, jakie korzys$ci wynikajg z tej klasyfikacyi dla
teoryi catkowania réwnan rézniczkowych.

Méwilismy o niezmiennikach i rGwnaniach niezmiennych grup
przeksztatcen. Te ogdlne definicye _wykazuja, ze wiele kwestyj
zZ teoryi form sa tylko szczegélnemi przypadkami ogolnych
zasad teoryj Liego. Uwazajmy forme dwdjkowsq stopnia n:

(29) ap 2" -+ (%) Gyt any
i czteroczeSciows liniowg grupe przeksztaicen:

(30) §=ax+by , Yy=cr+tdy.

Po wykonaniu tego przeksztatcenia na formie (29) otrzymamy nowg
forme:

n

@31 a7+ (T) a g+t anyr,
gdzie spétczynniki @, sa funkcyami liniowemi i jednorodnemi spét-
czynnikéw a;:
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(32) E;=ZA'A,~kak, (G=1,2,....n
1

gdzie 4, zalezg od a,b,c,d. Rownania te tworza znéw grupe
czteroczesciowsq z parametrami a, b, ¢, d. Wyrazenia, ktére w teo-
ryi form nazywajg sie¢ niezmiennikami, otrzymujg sie badZ z nie-
zmiennikéw, badZz z réwnan niezmiennych tej grupy (32); spot-
zmienniki sg niezmiennikami grupy okre$lonej przez rownania (30)
i (32), a najwazniejsze zagadnienie w teoryi form o réwnowaznosci
dwu form, moze by¢ rozwigzane na podstawie. ogdlnych zasad
teoryi grup przeksztatceri. Istotnie, uklad wartosci a,, a;,...,as
mozna uwazaé jako m + 1 spoéhzednych punktu w przestrzeni
on-+1 wymiarach; dwie formy sa ze soba réwnowazne, jezeli
punkt a; moze przej$¢ w punkt a; za pomoca przeksztalcenia grupy.
W teoryi przeksztalcen udowadnia sie twierdzenie, ze jest to mo-
zliwe wtedy i tylko wtedy. gdy punkt a, lezy na rozmaitosci nie-
zmiennej o mozliwie najmniejszej liczbie wymiaréw przechodzacej
przez punkt a;. Twierdzenie to jest rozwigzaniem problematu
o réwnowaznosci. Z tych uwag wynika, ze wiele ogolnych punktow
widzenia w teoryi form podporzadkowuje sie zasadom teoryi prze-
ksztatcen. Nie dotyczy to bynajmniej zagadnien algebraicznej
natury w teoryi form, ktére naleza do algebry.

" Pojecie niezmiennosci funkcyj i réwnan rozszerzyt Lie na
funkcye i réownania, zawierajace pochodne jednych ze zmiennych
wzgledem drugich. Uwazajmy r — cze$ciows ciagla grupe prze-
ksztatcen m - n zmiennych «; i y;:

39 :z:, = Qi &y ey Tiny Y1y Y} By oy &) (E=1,2 ..., ),
Ue=Pi(%y yores Xm3 Yy sy Yns Ay ooy @) (k=1,2,.. n).

Jezeli w tej grupie traktowa¢ bedziemy zmienne y, jako funk-
cye zmiennych x;, to mozna zapytaé sie, jak przeksztalcajg sie
pochodne zmiennych' y¥r wzgledem zmiennych &;. Dajmy na to,
ze uwzglednimy wszystkie pochodne az do rzedu N wiacznie.
Przeksztatcenia, ktérym podlegaja te pochodne, stanowig wraz
z przeksztatceniami (33) takze grupe r — czeSciowa, ktorg nazy-
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wamy grupa N —Kkrotnie uzupeitnions. Abydac przy-
ktad uzupetniania grupy, uwazajmy przypadek mozliwie najprostszy,
t. j. grupe jednoczesciowa w dwu zmiennych:

(34) Z=¢(@y.0) , Y=y@&y,a),
ktérej nieskoniczenie male przeksztatcenie jest:

= o
(35) OF =& (@) 5o+ (@) 2L
uzupelniajgc ja wzgledem ¥, pochodnej y wzgledem x, trzeba
bedzie do réwnan (34) dodac jeszcze réwnanie:

g - _ oz dy
(36) Yy = 9¢ aq’ y, ’

a nieé_kdﬁczen’ie male przeksztalcenie tej grupy -jednokrotnie uzu-
petnione;j jest:
é

@7) Tof=¢4L +aﬂ{z+@‘%V

% .1°f
ayy ay

Funkcya niezmienna przy grupie uzupelnionej nazywa sie nie-
zmiennikiem rézniczkowym, a ré6wnanie niezmienne
przy przeksztalceniach grupy uzupelnionej ré6wnaniem r6zni-
czkowem niezmiennem. Rzecz oczywista, ze dla wyzna-
czania tych utworéw niezmiennych istniejg takie same prawidla,
jak dla wyznaczania niezmiennikéw i réwnan niezmiennych przy
grupach nieuzupetnionych. Te nowe utwory niezmienne, odgry-
waja bardzo wazna role w wielu zagadnieniach, a w szczegé6lnosci
pozwalaja zupelnie ogoélnie wyznaczyé warunki Konieczne i dosta-
teczne, ktérym maja czynié zados¢ dwie formy matematyczne, aby
jedna mogta przechodzi¢ w druga za pomoca przeksztatcen danej
grupy.

Ten problemat réwnowaznos$ci traktuje Lie
w ogdlnych zarysach jak nastepuje. Réwnania:
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(38) yk:y’f(xhwﬂy'--$wm) (k=1’21"-'»~”)

okreslaja w przestrzeni o m 4+ n wymiarach pewna m wymiarowsa
rozmaitosé. Uwazajmy drugg taka rozmaitos$é:

(39) Vi = (X, Zg,...,%n) k=1,2,...,n),

i zapytajmy, przy jakich warunkach rozmaitosci te przechodzq je-
dna w druga za pomoca jakiegokolwiek przeksztalcenia grupy.
Wszystkie rozmaitosci, ktore otrzymujg si¢ z (38) przez przeksztal-
cenia grupy (33) okresli¢ mozna za pomoca uktadu réwnan czastko-
wych dla niewiadomych funkcyj ¥, zmiennych ;. Uktad ten musi
by¢ niezmiennym ukladem, bo okreSla niezmienne skupienie ro-
zmaito$ci. Mozna okazaé, ze — pomijajac przypadki wyjatkowe—
réwnania tego ukladu sa zwigzkami pomiedzy niezmiennikami
i niezmiennikami rézniczkowemi grupy. Zakladajac, ze mamy
nieskoniczony szereg niezmiennikow :

(40) LG .sImyInyary. .o Iy
obliczamy ich wartosci dla rozmaitosci (38) :
(41) L=a(x,%y,...,2n) (1=1,2,3,..)

i dla otrzymania rzeczonych zwigzkéw wystarcza wyrugowaé
z réwnan (41) wielkosci x,,%,,...,%m, co daje réwnania cza-
stkowe:

42) Li=ul,L,....In). (I=m+1m+42,.,4,..)

Tym réwnaniom czyni zado$¢ skupienie naszych rozmaitoéci. Mo-
zna okazaé, ze te rownania zawsze redukujg si¢ do skonczonej
liczby takich réwnan, t. j. ze np. z A—m pierwszych z tych réwnan
wszystkie inne otrzymuja si¢ przez rézniczkowanie. Wowczas
uktad niezmiennikéw:

(43) .11‘7 I2 )ty Il

nazywasi¢ petnym uktadem niezmiennikéw r6zni-
czkowych i za pomoca tych niezmiennikéw rozwigzuije si¢
Wiad. mat. II1. 1800 8
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w ogodle problemat o réwnowaznoéci. Jezeli mianowicie, obliczajac
wartoéci tych niezmiennikéw dla rozmaitosci (39), otrzymamy :

(44) L="oi(x,25,...,%m), (I=1,2,...,4)

to koniecznym i dostatecznym warunkiem réwnowaznosci jest to,
Zeby te wartoSci spetniaty pierwsze A—m réwnan ukladu (42).

Przykiadem tej teoryi moze by¢ zwykla teorya krzy-
wizny liniji powierzchni krzywych. Cechy krzy-
wiznowe sa to takie cechy, ktore okreslajg tylko ksztaltt utworéw
geometrycznych, a sa niezalezne od ich polozenia w przestrzeni.
Zatem cechy Kkrzywiznowe muszg by¢ niezmienne przy grupie ru-
chéw euklidesowych. Inaczej, teorya krzywizny jest teorya nie-
zmiennik6w grupy ruchéw euklidesowych. Mozna mianowicie
pytaé o warunki konieczne i dostateczne, aby dwie krzywe, dwie
powierzchnie przechodzity jedna w druga za pomoca grupy ruchéw
euklidesowych, t. j. aby byly do siebie przystajacemi. OdpowiedZ
na to zapytanie uzyskuje si¢ bezpo$redniem zastosowaniem po-
wyzszej metody. Niezmienniki rézniczkowe grupy ruchéw eukli-
desowych dla krzywych plaskich sa:

_ (Fy2yn dr dir

(45) r_TaEV@)-"
gdzie r oznacza promien krzywizny, a s dlugos¢ tuku linii krzywe;j.
dr
ds
przystajacemi, muszg obie czyni¢ zado$¢ jednemu i temu samemu
réwnaniu:

Alejuz ri tworzg uklad pelny, wiec aby dwie krzywe byly

(46) %=w(r).

To twierdzenie ma pewne wyjatki, ktdre pomijamy. Podobne ro-
zwazania, ale bardziej skomplikowane przeprowadzit Lie dla krzy-
wych przestrzennych i dla powierzchni.

Niemal wszystkie do teoryi grup nalezace rozwazania, o kt6-

rych byla mowa, mozna przenies¢ jeszcze na inng kategorye cia-
gtych grup przeksztatcenn. Dotychczas uwazaliSmy grupy, ktére
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mialy skoriczona liczbe dowolnych parametréw, t. j. grupy skon-
czone. Grupe ciagla, w ktorej znajduje sie nieskoriczona liczba
dowolnych parametrow, t. j. funkcye dowolne, nazywa Lie gru-
pa nieskonczong (1882). Mozna powiedzied, Ze takie grupy
maja nieskoriczenie wiele niezaleznych od siebie nieskoriczenie ma-
lych przeksztalcen, t. j. ze najogdlniejsze przeksztaicenie nieskon-
czenie mate takiej grupy zalezy od funkcyj dowolnych. Niezmien-
niki, ré6wnania niezmienne, niezmienne uklady réwnan, niezmien-
niki rézniczkowe i t. d., definiuja sie dla grup nieskoniczonych tak
samo jak dla grup skoniczonych. Tak samo jak dla grup skori-
czonych, okresla si¢ podobiefistwo grup i mozna przeprowadzaé
klasyfikacye grup nieskonczonych. Wreszcie w ten sam sposdb
mogna przedstawi¢ teorye réwnowaznosci form matematycznych
wewnatrz danej grupy. Nalezy zauwazyé, zZe w tych rozwaza-
niach, jak i we wszystkich innych, Lie ograniczat si¢ do grup,
ktorych przeksztatcenia moga byé okreslone w pewien sposéb przez
rownania rézniczkowe. Jakkolwiek zalozenie to bardzo jest wa-
Zne, nie bedziemy sie zajmowali blizszem jego omawianiem, a zau-
wazymy tylko, ze rzeczone r6wnania rézniczkowe mozna wziaé za
podstawe teoryi niezmiennikéw rézniczkowych zaréwno skonczo-
nych jak i nieskorficzonych grup przeksztalcen, i ze przy takiem
traktowaniu tej teoryi niema pomiedzy jedng idruga Kkategorya
grup zasadniczej réznicy. W ten sposob teorye niezmiennikow
rozniczkowych przeprowadzit pod kierunkiem Lie go jeden z jego
uczniéw Tresse. ‘

Klasycznym przyktadem nieskoniczonej ciaglej grupy prze-
ksztalceri jest grupa wszystkich zginan powierzchni.
Jezeli dwie powierzchnie mozna tak odwzorowaé jedne na druga
za pomocy jakiegokolwiek przeksztatcenia:

47 u=U(w,v) , v="V(uv),
ze element liniowy jedne;j:
(48) ds? = Edu?® + 2 Fdudv -+ Gdv?

przechodzi na mocy tego przeksztalcenia na element liniowy
drugiej :
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(49) ds? = Edu?® -+ 2 Fduds + Gdi?,

to powierzchnie te jedna z drugiej otrzymuja sie za pomoca giecia.
Z tej odpowiedniosci wynikaja pewne wyrazenia wielkosci &, F, G
przez u, v, E, F, G@. WyraZenia te lacznie z rownaniami (47) okre-
$laja przeksztatcenie zmiennych niekreskowanych na zmienne Kre-
skowane. Jezeli w tem przeksztatceniu funkcye Ui V uwazamy
jako dowolne, to mamy nieskoriczona mnogo$é przeksztalcen, ktére
wszystkie razem tworza grupe nieskoficzona. Teorya zginania
powierzchni jest teorya rownowazno$ci powierzchni wewnatrz tej
grupy nieskonczonej. Miara krzywizny Gaussa, parametry
rézniczkowe Beltrami'ego, krzywizna geodezyjna Mindinga,
sg to jej niezmienniki rozniczkowe najnizszych rzedéw. Wszystkie
te kwestye mozna traktowaé jako zastosowania teoryi przeksztat-
cen Liego.

Inny przyktad grupy nieskoniczonej daje teorya Laguer-
re’a (1879) przeksztatcania réwnan liniowych, ktéra po-
wstata niezaleznie od teoryi Liego. Jezeli uwazaé bedziemy grupe
przeksztalcen w dwu zmiennych:

(50) r=X(x) , y=y Y@,

gdzie X (z) i Y (x) sa funkcye dowolne i rownanie liniowe jedno-
rodne: '

(31) Yy +p @)y N+ 2 () y=0,

to tatwo dostrzedz, ze to rownanie, po wykonaniu jakiegokolwiek
przeksztalcenia (50), przechodzi w liniowe jednorodne tego samego
rzedu, tylko z innemi spéiczynnikami. Przeksztalcenia, ktérym
podlegaja te spéiczynniki, tworza grupe i mozna uwazaé niezmien-
niki tej grupy, a za pomoca tych niezmiennikow traktowaé zadanie
o przeksztalcalnosci jednych réwnan liniowych w drugie za pomoca
grupy Laguerre’a. Zagadnienie to i zagadnienia podobnej
tresci w zastosowaniu do innych kategoryj grup i réwnan rézni-
czkowych, traktowane byly przez uczonych francuskich, z ktérych



Sophus Lie, ‘ 105

nalezy przedewszystkiem wymieni¢ Halphena, Appella,
R. Liouville'ai Goursata.

Ale zwrécimy sie teraz do innej kategoryi zagadnieni z teoryi
réwnan rézniczkowych. Uwazajmy naprzéd réwnanie rézniczkowe
1-go rzedu:

(52) X@,y)dy — Y (x,y)dx =0

i zaldzmy, Ze to réwnanie jest niezmiennem réwnaniem
rézniczkowem grupy jednoczeSciowej z nieskoriczenie matem
przeksztalceniem: '

(3) Uf=£(0,9) 4k + 1 @) 5L

Pominiemy algorytmiczne Kkryteryum tego faktu, a nadmienimy
tylko, ze on oznacza, iz krzywe catkowe naszego réwnania prze-
chodza jedne w drugie przy przeksztalceniach jednoczeSciowej
grupy Uf. Otéz w tym przypadku Lie podaje wzér (1874) na
czynnik catkujacy réwnania (52) mianowicie:

54 —-—1
(54) T —TF
Na podstawie tego twierdzenia tatwo oddawna znane a nie powia-
zane ze soba zadna wspdlna nicia catkowania najprostszych kate-
goryj réwnan rzedu 1-go, przedstawi¢ metodycznie np. odrazu wi-
da¢, ze rébwnania jednorodne zezwalajg na grupe przeksztalcen
podobienistwa :

(55) Z=ux , Y=ay

i stad bezposrednio - wynika czynnik catkujacy réwnania jednoro-
dnego. Na mocy twierdzenia o czynniku caikujgcym Lie otrzy-
mal wiele réznych twierdzenh w zakresie geometryi réZzniczkowej,
np. znane jest jego twierdzeni¢: linie asymptotyczne i linie krzy-
wiznowe powierzchni o statej krzywiznie (Gaussa) mozna okre-
$li¢ za pomoca kwadratur. ’
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Twierdzenie o czynniku calkujgcym jest najelementarniejszem
w teoryi ré6wnan rdézniczkowych, zezwalajacych na
nieskonczenie male przeksztalcenia. Lie uogdlnit te
elementarne rozwaZania w réznych kierunkach.
Niechaj bedzie uktad rownan rézniczkowych zwy-
czajnych:
dzx, daxy : dz,

56 = = .=
( ) a,(a:l,...,a',.) a&(wla”"xﬂ) an(x17°",xn)

zezwalajacy na m—1 nieskoriczenie malych przeksztalcen:
d 9
(57) kazfmé-l'e.n 2 +.. +Eku f (k—l 2,..,n—1).

Pomijajac przypadki wyjatkowe, iloraz:

A4y Qg,eeeyCn

511: 512,' A ’Eln
(58) 1:

én—’, 1y fﬂ—l,Zaﬂ-y éu—l,n

jest mnoznikiem Jacobi'ego uktadu réwnan (56). Poniewaz
uklad réwnan (56) jest rownowazny z jednem réwnaniem czastko-
wem, wiec dalszych uogdlniert moznaby zadaé dla ukladow takich
rOwnan czastkowych. Taka jest teorya Liego catkowania
uktadéw zupeinych, zezwalajacych na przeksztaice-
nia grup ciagtych (1874). Teoryata podobniedoteoryi Galois’a
polega w znacznej mierze na stopniowem wyzyskaniu podgrup
rzeczonej grupy, a jest teoryg wielkiej wagi, bo w nauce o réwna-
niach roézniczkowych bardzo wiele zagadnienn sprowadza sie do
catkowania uktadéw zupetnych.

Inne uogdlnienia dotycza ré6wnan rézniczkowych zwy-
czajnych. Aby w krétkich wyrazach scharakteryzowa¢ te bada-
nia, przypomnimy, ze wszystkie grupy w dwu zmiennych mozna
zredukowaé do przeliczalnej ilosci odrebnych typéw i ze Lie do-
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konat tej klasyfikacyi. Przypuééniy tedy, ze pewna grupa G' w for-
mie kanonicznej (t. j. typowej) nie zmienia rGwnania réZniczkowego:

(59) 7(@,?7,5’,:&”,...,37"‘»:0.

Z jednej strony wynikajg stad uproszczenia catkowania tego réwna-
nia, np. gdy to réwnanie pozostaje bez zmiany przy grupie:

‘ of _of
(60) 5 U e 5 °

to mamy niezmiennik Z .=, ktory wprowadzony jako nowa

zmienna, zmniejsza rzad réwnania o dwie jednostki. W ten spo-
sOb otrzymuja sie poniekad metodycznie przytaczane w podreczni-
kach uproszczenia catkowania rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedow wyzszych. Ale mozna dla teoryi catkowania uzyskaé
o wiele wiecej. Jezeli w réwnanie (59) wprowadzimy nowe
zmienne:

(61) F=X@y) , 1=7Y(@9),

gdzie Xi ¥ sa funkcye dowolne, to otrzymamy réwnanie roZni-
czkowe:

(62) fly,y.y,. ...,y =0

pewnego ogolniejszego ksztaltu Gdyby nalezale calkowaé wia-
$nie jakie§ dane réwnanie ksztaltu (62), to moznaby to zadanie
traktowaé jako problemat redukcyi do postaci (59). Cala
trudno$é polegataby na wyznaczeniu przeksztatcenia (61), ktére
okres$la sie tu catkowaniem pewnego uktadu réwnan rézniczkowych
czastkowych. Ten ukiad jest niezmiennym ukiadem grupy @
i mozna okazaé, Ze r6wnania czgstkowe, nalezace do tego ukladu,
majq postac:

(63) L(X,Y)=%:(zy), ke=1,2,3,...)

gdzie I; (X, T) jest niezmiennikiem r6zniczkowym grupy @, uzu-
petnionej wzgledem pochodnych funkcyj X, ¥ wzgledem zmiennych
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x, 9, a Dy (x,y) jest dang funkcya zmiennych z, y. Lie udowadnia,
ze catkowanie takiego ukladu mozna w ogdle wykonaé¢ za pomoca
kwadratur i catkowania jednego réwnania liniowego jednorodnego
drugiego rzedu, a tylko w pewnych mniej dogodnych przypadkach
potrzebne jest catkowanie rdwnania liniowego wyzszego rzedu.

Nie ulega watpliwosci, Ze analogiczne teorye moga by¢ rozwi-
jane i dla rownan czastkowych, a wiec idee te sa w kazdym razie
tak ogoélnej natury, Ze samo przez sie nastrecza sie zapytanie, jak
okredli¢ ich warto$é naukowsa. W tym celu nalezy zauwazy¢,
Ze odnosza si¢ one tylko do tych przypadkéw, w ktérych réwnanie
lub uklad réwnan zezwalajg na przeksztalcenia grup ciagltych. To
bynajmniej nie Zawsze bywa; juz wsérdéd zwyczajnych réwnan
rzedu drugiego sg réwnania, ktére nie zezwalaja na zadne grupy
ciagle, a naturalnie te stosunki sa jeszcze mniej korzystne, gdy
przejdziemy do réwnan zwyczajnych rzedéw wyzszych, lub réwnaf
czgstkowych. Zatem teorye te jakkolwiek niezmiernie wielkiej
wagi, nie majg cechy zupetnej ogélnosci. Dalej, w.teoryach tych
chodzi o redukcye do kwadratur, wzglednie do catkowania réwnan
mozliwie najnizszych rzed6éw i najmniej skomplikowanej postaci,
t. j. o zredukowanie zadania do mozliwiec najprostszych dziatan,
a niema zadnych elementéw teoretyczno-funkcyjnych, t.j. wcale
nie stawia sie pytania, jakie kategorye funkcyj czynia zado$¢ danym
réwnaniom, tak jak np. w teoryi Fuchsa réwnan liniowych.
Stad jednakowoz bynajmniej nie wynika, by pojecia teoryi grup
ciagtych nie nadawaty sie do teoretyczno-funkcyjnego traktowania
réwnan rézniczkowych. Takie zastosowanie teoryi przeksztatcen
i — powiedzmy — zastosowanie bardzo wielkiej doniostosci podalj
Picard (1883) i Vessiot (1892) dla réwnan rézniczkowych
liniowych.

Uwazajmy r6wnanie liniowe z wymiernemi sp6t-
czynnikami:

(64) Y™ p, (@) YV 4. . S pa (@) y = O

i oznaczmy fundamentalny uktad rozwiazan przez Y1:Y3 5+ s Yn.
Rozwiazania te s w ogéle funkcyami, nie nalezacemi do funkcy;j
wymiernych. Réwnanie (64) moznaby uwazaé¢ za zcalkowane,
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jezelibySmy w ten sposéb zdolali rozszerzyé zakres znanych nam
funkcyj, t.j. obszar wymiernosci, aby rozwigzania y,, ¥y,...,Y»
nalezaty do tego obszaru. Do rozszerzenia obszaru wymiernosci,
mozemy dazy¢ w sposéb nastepujacy. Kazdemu réwnaniu linio-
wemu odpowiada pewna liniowa jednorodna, badZ ciggla, badz tez
sktadajaca sie ze skoriczonej liczby ciagltych gromad grupa @
przeksztatcen elementéw uktadu fundamentalnego y;
ktdra okresla sie wlasnoscia nastepujaca. Grupa @ jest taka grupa
liniowa, Ze kazde wymierne wyrazenie rézniczkowe rozwiazan:y;,
ktére dla danego réwnania jest funkcya wymierng zmiennej z,
pozostaje bez zmiany, gdy elementy y,; poddajemy przeksztatceniom
grupy G, i nawzajem; kazde wymierne wyrazenie rézniczkowe ele-
mentéw y;, ktére pozostaje bez zmiany przy przeksztatceniach
grupy @, jest dla danego réwnania funkcya wymierng zmiennej z.
Grupa G jest czem$ charakterystycznem dla réwnania rézniczko-
wego w danym obszarze wymiernosci. Zagadnienie calkowania
statoby sie prostszem, gdyby mozna bylo tak rozszerzy¢ obszar
wymierno$ci, Zeby grupa réwnania zredukowata si¢ do podgrupy
grupy @. Chodzi tedy o to, zeby rozwiazywaé takie réwna-
nia algebraiczne i catkowad takie réwnania rézniczkowe, izby grupa
stawala si¢ coraz mniejsza. Gdy nareszcie grupa zredukuje sie do
przeksztalcenia tozsamos$ciowego, woéwczas obszar wymiernosci
tak juz bedzie rozszerzony, zZe do niego naleze¢ beda wszystkie
elementy y,; rownanie bedzie juz zcatkowane.

Mamy tedy prawie doktadna kopie teoryi Galoisa. Te
rozwazania doprowadzity Vessiota doustawienia warunkéw cal-
kowalnoéci rownanliniowych za pomoca kwadratur i do wielu innych
rezultatow. Rozwazania te sg tak ogdlnej natury, Ze moga oczy-
wiscie byé stosowane i do innych kategoryj rownan rézniczkowych.
Ogodlniejsze punkty widzenia w tym wzgledzie rozwingt Drach
(1898) i w szczegolnosci zajat si¢ teorya réwnania:

) 3 3
(65) ay(x, ,...,w,,)%ﬁ—a,(w,,...,x,.) 3{1{2 +...—}—a,.(w,,...,w.)-37c=0.

Jezeli uklad niezaleznych od siebie rozwigzan tego réwnania na-
zwiemy 2y, 23 ,...,2s—1, to ukltad:
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(66)  Zi=Pi(z1,25,...,2u) G=12,...,m—1),

gdzie P; sa funkcye dowolne, przedstawiaé bedzie takze uktad ro-
zwigzan tego réwnania. Réwnania (66) okreélajg nieskoriczong
grupe wszystkich przeksztalcen m — 1 zmiennych. Calkowanie
réwnania (65) mozna za pomoca grupy (66) prowadzi¢ w podobny
sposob, jak calkowanie réwnania liniowego z pomocg grupy jedno-
rodnej liniowej. Widoczna, ze latwo przeprowadzi¢ uogélnienie
takich rozwazan dla uktadéw zupetnych.

Podstawa rozwazan, o ktérych moéwiliSmy dotychczas, sg
t.zw. przeksztalcenia punktowe. JezZeli w przestrzeni
o n - 1 wymiarach spélrzedne punktu z, ,...,&., 2z przeksztat-
camy na inne-sp6irzedne punktu na mocy réwnan:

5;=X;(Z1,...,$",Z) (i=1’2,"')n)
(67)
Z=Z (%, .,%n,2)

to takie przeksztalcenie nazywa si¢ punktowem. JezelibySmy przy-
tem z traktowali jako funkcye zmiennych x;, t. j. uwazali przeksztat-
cenie powierzchni, to moznaby zapyta¢ sie, jak zmienia sie kierunek
plaszczyzny stycznej do tej powierzchni w punkcie danym. Kie-

. . - oz .
runek ten okresla si¢ za pomoca spétczynnikow p; = —m ¢ WieC
¢

nalezatoby przeksztalcenie (67) uzupetni¢ do pochodnych funkcyi
z zmiennych a,. Jezeli punkt wraz z przechodzgca przezen pta-
szczyzna nazwiemy elementem powierzchniowym,
to spoirzednemi elementu powierzchniowego beda wlasnie «;, 2, p;
i przeksztalcenie uzupelnione okresli przeksztalcenie tego elementu.
Ale mozemy elementy powierzchniowe przeksztalcaé o wiele ogdl-
niej. Takie najogélniejsze przeksztalcenie mozna napisaé w postaci:

=Xy ooy Ly 2, P15 vyPn),
(68) E =Z(xl yerer Lmy z:l’l 1"°a7)n)’ (i=1927"'; n)
1_"=P"(wl ""awllaz)pl7"".p”)'

Z pomiedzy tych przeksztalcerr, méwi¢ bedziemy o takiej ich kate-
goryi, Kktoéra ma pewna ceche przeksztalcenn punktowych. Jezeli
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ciagle skupienie elementéw powierzchniowych ma te wlasnos¢, ze
punkty wszystkich sasiednich elementéw do danego elementu leza
na plaszczyZnie tego ostatniego, to skupienie nazywa sie zjed no-
czeniem elementdédw. Zjednoczenie elementéw spetnia ré-
wnanie Pfaffa:

(69) dz—p,dxl —]Izdx2——...—7),,d-c,.=,0.

Przeksztalcenie punktowe (67) zmienia kazde zjednoczenie elemen-
téw na zjednoczenie elementéw. Przeksztalcenia (68), ktore takze
majg te wlasnos¢, ze zmieniaja kazde zjednoczenie elementéw na
zjednoczenie elementéw, nazywajgq si¢ przeksztatceniami
styczno$ciowemi. Tedy przeksztalcenia stycznoéciowe czy-
nig zado$¢ tozsamosci :

d?—ﬁl (li:l T e e —ﬁ”dz,.
(70)
=0 (& yorey Tny 2y Py youey Pu) [B2 — Py A2y — ... — Padxs] .

Definicye te podat Lie w roku 1873. Przed nim znane byly
w nauce przyklady przeksztalcen tego typu, ale ogdlne pojecie
przeksztalcenia styczno$ciowego nie byto wyrobione.

Do tej kategoryi nalezg przeksztatcenia przez bie-
gunowe wzajemne, stosowane tak korzystnie w geometryi
syntetycznej przez Ponceleta (1822), Jezeli mianowicie jako
przecigcie stozkowe zasadnicze uwazaé bedziemy koto:

(71) ©+y'=1,

to odpowiednie przeksztalcenie przez biegunowe wzajemne mozna
bedzie napisa¢ w postaci:

= 14 — x
(72) = — z-—xp’e= z—-a:p’p=_7'
Latwo sprawdzi¢, Ze to przeksztalcenie elementéw liniowych na
plaszczyznie jest istotnie przeksztalceniem stycznosciowem.
Innym przykladem jest nie mniej wazne, podane przez
Liego (1870) przeksztalcenie stycznosciowe w tréjwymiarowej
przestrzeni:
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Ztig=—z —””L);_J%y iy =L F o 2w

. —x q—=
(73)
= qxe—1 _ . l4qx
p ——”” Y= i—*——q_l_x .

Ma ono t¢ szczeg6lng wtasnosé, ze przeksztalca linie proste na kule.
Aby zrozumieé waznos¢ tego przeksztalcenia, nalezy zauwazy¢,
ze, gdy w zwyklej geometryi traktuje si¢ punkt jako element prze-
strzeni, mozna takze jako elementy przestrzeni uwazaé inne utwory
geometryczne; widzieliémy to na przyktadzie elementu powierzchnio-
wego. Juz Pliicker w swych badaniach geometrycznych stat
na tem ogdlnem stanowisku i taka jest jego geometrya linij pro-
stych. Taka jest tez t. zw. geometrya kul Jezeli zwa-
zymy, Ze i linij prostych i kul jest w przestrzeni tréjwymiarowej
oot, to mozna powiedzie¢, ze przestrzen ta jest ze wzgledu na te
utwory jako elementy czterowymiarows. Przeksztalcenie (73)
ustanawia - zwigzek pomiedzy Kkulami i liniami prostemi, odgrywa
wiec podobna role, jak przeksztatcenie dualistyczne, ktére okreslaja
odpowiednio$é punktéw i ptaszczyzn.

Do przeksztalcen stycznosciowych mozna stosowaé wszystkie
pojecia teoryi grup przeksztatce. Przedewszystkiem z samej defi-
nicyi przeksztatcen stycznosciowych wynika, Ze wszystkie takie
przeksztalcenia razem wziete tworzg nieskonczong grupe
przeksztatcen. Grupe t¢ mozna okredli¢c jako grupe wszy-
stkich takich przeksztaicen punktowych przestrzeni o 2n+-1 wy-
miarach z; ,....%s, 2,9, ,:..,Ps, Ktore pozostawiaja bez zmiany
rownanie Pfaffa:

(74) dz—p de, — ... — padx,=0.

Ta grupa nieskoriczona moze mieé rozne podgrupy ciagte skon-
czone i nieskoriczone, z ktérych zwrécimy przedewszystkiem
uwage na grupy jednoczeéciowe. Jezeli majg miejsce
pewne warunki, przeksztatcenia tych grup mozna wytworzy¢, sto-
sujac nieskoniczong liczbe razy przeksztalcenia nieskorczenie mate.
Kazde nieskonczenie mate przeksztatcenie sty-
cznosSciowe:
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(75) +2 (8o + st

gdzie £, & im; sa funkcyamiilosci oy, z i p;, ma te charakterysty-
czng wilasno$é, Zze wprowadzajac oznaczenie:

(76) W=pé&—+...4+0é—2,

mozna je napisaé w postaci:
- E}
(77) (W, {1 — f

gdzie klamra oznacza symbol Poissona:

(18 [W.f1= Z {5 (et es)— o)

Nawzajem, jakkolwiek wybraliby$my funkcye W zmiennych x;, z
ip;, to wzoér (77) zawsze da nam przeksztalcenie stycznosciowe.

Jezeli dla przykladu wybierzemy:

(79) W=VI+r+¢,
to otrzymamy nieskoriczenie mate przeksztalcenie:

o ___ v w_ o s 1
o Vitete % Vipede % pte
(80)-

o _ o 8¢ __

w=% o =0,
gdzie ¢ oznacza czas. Odpowiednia grupa jednoczeSciowa prze-
prowadza. wszystkie elementy w punkcie danym w elementy do
pierwotnych réwnolegte, lezace na kulach, opisanych z danego
punktu jako $rodka. Zatem z danego punktu otrzymujemy po
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czasie ¢ kule a; elementy kazdego punktu tej kuli leza po nowym
przeciagu czasu f; na kulach o jednakowych promieniach; ale te
z tych elementoéw, ktére byly styczne do kuli a, leza na nowej kuli,
ktéra jest powiokg kul poprzednich. Mozna fakt ten traktowac
jako wynik pojecia grupy; z innej strony fakt ten znany jest pod
nazwg zasady Huygensa w teoryi rozchodzenia
sie fal w oSrodku jednorodnym. Stad wniosek o ré-
wnowazno$ci w tym przypadku pojecia grupy i zasady Huy-
gensa. Ale wniosek ten mozna uogdlni¢, mianowicie tatwo
dostrzedz, ze kazda grupe jednocze$ciowsa przeksztalcen styczno-
$ciowych mozng interpretowaé jako rozchodzenie si¢ fal, pomijajac
zreszta kwestye mozliwosci urzeczywistnienia takiego ruchu. Po-
jecie grupy bedzie wdéwczas réwnowazne z odpowiednig zasada
Huygensa.

Grupy przeksztalceri stycznoéciowych stosuje Lie w takim
samym sensie do teoryi catkowania réwnan rézniczkowych, jak
grupy przeksztatcen punktowych. Ale te badania pominiemy,
a zwrécimy si¢ jeszcze do oméwienia o gdlnej teoryi rownan
ré6zniczkowych czgstkowych 1-go rzedu z jedng funkcya
niewiadoma, ktérych catkowanie, dzigki nowym punktom widzenia,
znacznie przez Liego zostalo wydoskonalone (1874). W pra-
cach poprzednikéw Liego (Euler, Lagrange, Cauchy,
Jacobi, A. Mayer) pod rozwigzaniem ukladu réwnan cza-
stkowych:

(81) E(xl7"‘awﬂ’zypl""ap")=0 (i=1)21")m;’n§n+l)
rozumiano n»-wymiarowa rozmaito$¢ punktow :
(82) D(xy,...,n2) =0,

czynigcg zado$¢ temu uktadowi. Lie, pojmujac réwnanie rézni-
czkowe jako zwigzek, ktéry z posréd wszystkich co?*+! elementéw
powierzchniowych przestrzeni n-wymiarowej wyszczeg6lnia oo
tych elementéw, okreslit problemat catkowania jako zagadnienie
wyznaczenia n-wymiarowych rozmaito$ci elementéw powierzchnio-
wych, czynigcych zado$é danemu ukladowi réwnan i stano-
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wigcych zjednoczenie elementéw, t. j. spelniajacych réwnanie
Pfaffa:

(83) dz—pde, — ... —p,de,=0.

Mozna okazaé, Ze kazde zjednoczenie. elementéw o m-wymiarach
sktada sig ze wszystkich elementéw powierzchniowych stycznych
do pewnej rozmaitosci punktowej, przyczem ta rozmaito$¢ punkto-
wa moze mie¢ dowolng liczbe wymiaréw od O az do n. W prze-
strzeni zwyktej dwuwymiarowe zjednoczenie elementéw moze
sktada¢ si¢ albo ze wszystkich elementéw, przechodzacych przez
jeden i ten sam punkt, albo z elementéw, stycznych do jednej i tej
samej linii krzywej, lub tez z elementéw, lezacych na jednej i tej
samej powierzchni. Z definicyi catkowania przyjetej przez Liego
widzimy, zZe jego teorya obejmuje szerszy zakres zagadnien niz
teorye dawniejsze, bo gdy w dawniejszych teoryach rozmaito$é
punktowa jest koniecznie n-wymiarowa, w rozumieniu catkowania
Liego moze ona mie¢ i mniejsza liczbe wymiaréw. Nadto
uogolnienie to wprowadza do teoryi pewna prawidtowos¢, ktérej
nie byto poprzednio. Ta prawidlowosé uwydatnia si¢ np, w sto-
sowaniu przeksztatcenn stycznosciowych do réwnan czastkowych.
Uwazajmy np. réwnanie Clairauta:

(84) z=pr—+qy—+f(p9

i zastosujmy tu przeksztalcenie stycznosciowe :
(85) i::p,_@=q,?='z—px—qy, p=z,7=y

znane pod nazwg przeksztaicenia Legendre’a. Wtedy rowna-
nie czgstkowe przechodzi w réwnanie skornczone:

(86) T=f&79).

Rozwigzaniem tego réwnania jest kazde zjednoczenie co? elementéw
powierzchniowych, przechodzacych przez punkt powierzchni tego
ostatniego rownania. Odpowiadajgcem mu rozwigzaniem réwnania
Clairauta sg wszystkie elementy potozone na pewnej ptaszczyznie.
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W dawnych teoryach fakt ten przeksztalcenia réwnania rézniczko-
wego na skornczone stanowil co$ osobliwego; ze stanowiska ogél-
nych okreslen Liego jest on przeksztalceniem zjednoczen ele-
mentéw o rozmaltosciach punktowych, majacych odmienng liczbe
wymiaréw. Roéwnania, zawierajace i nie zawierajace pochodnych,
sg ze stanowiska tej teoryi zupetnie réwno uprawnione.

Przy catkowaniu chodzi tedy o wm-wymiarows rozmaito$¢
elementéw powierzchniowych, t. j. o rozmaitosé, okreslong uktadem
réwnan od siebie niezaleznych:

(87) Fi(#, ). Ty 2,0y . pn) =0, (i=1,2,...,u41)

ktéry ma obejmowaé uklad dany (81) i okreslaé zjednoczenie . ele-
mentéw. Mozna okazaé, Ze warunkiem koniecznym i dostatecznym,
aby m-wymiarowa rozmaitos¢ byta zjednoczeniem elementéw, jest
to, zeby réwnania:

(88) [Fo Fi] =0, (G k=12,... n+1)

byty wynikiem réwnan (87). Z tego twierdzenia wynika, Ze cal-
kowanie uktadéw réwnan czastkowych rzedu 1-go sprowadza sig
do catkowania uktadéw, ktdrych wszystkie wyraZenia klamrowe
znikaja dla warto$ci zmiennych, czyniacych zado$¢ réwnaniom
uktadu. Istotnie; gdyby dany uktad nie czynil zado$¢ temu wa-
runkowi, to nalezatoby dotacza¢ do niego tak dlugo wszystkie
réownania, wytwarzane z réwnan ukltadu za pomoca klamro-
wych symboli, pdki by$Smy nie doszli albo do réwnarn ze soba sprze-
cznych, t. j. takich, ktoére nie okresSlaja Zadnego m-wymiarowego
zjednoczenia elementow, albo do uktadu, ktéry ma powyzsza wia-
sno$¢. Kazdy taki uktad mozna doprowadzié do takiej postaci, ze
wszystkie jego symbole klamrowe znikajg tozsamo$ciowo i wowczas.
uklad nazywa sic uktadem inwolucyjnym. Mozna tedy
odrazu zatozy¢, ze uktad (81) jest uktadem inwolucyjnym, i wtedy
zagadnienie catkowania polegaé bedzie na tem, aby znale$¢ wszy-
stkie mozliwe takie uklady réwnan:

89) Fi(%y,...,&ny 2,01 ,.-.,P0) =0 (k=m—1,...,n41)
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niezaleznych od siebie i od réwnan danych (81), ktoreby wraz z temi
danemi réwnaniami tworzyly uklad inwolucyjny. Zagadnienie to
rozwigzuje si¢ zawsze za pomocs catkowania ukladéw réwnari
rozniczkowych zwyczajnych rzedu l-go. Poniewaz kazdy taki
uktad jest rbwnowazny z jednem réwnaniem zwyczajnem takiego
rzedu, ile jest réwnan w ukladzie, wiec mozna powiedzieé, ze dla
rozwigzania omawianego problematu nalezy wykonywa¢é¢ catkowa-
nia réznych rzedéw. Ot6z usilowania matematykéw skierowane
byly do tego, aby zredukowaé catkowania uktadéw inwolucyjnych
do mozliwie najmniejszej liczby catkowan mozliwie najnizszych
rzedéw. Lie uzyskat w tym wzgledzie najdalej siegajace upro-
szczenia, a zdaje sie nawet, ze w ogdélnych przypadkach, ktére
traktowal, dalsze uproszczenia sg juz niemozliwe. Rezultaty te
otrzymal przez rozwiniecie szczegélowej teoryi klamrowego wyra-
Zenia Poissona, t. j. przezt. zw. teorye grup funkcyj,
ktora mozna takze traktowaé jako teorye rownowaznosci funkcyj
elementéw powierzchniowych wewnatrz nieskonczonej grupy prze-
ksztalcen styczno$ciowych. Szczegoéty tej z wielu wzgledow wa-
znej teoryi pomijamy.

Powyzsze kartki nie stanowia ani sprawozdania o pracach
Liego, ani tembardziej oceny jego dzialalnosci naukowej. Jako
sprawczdanie bylyby one wigcej niz niekompletne, a jako ocena
jeszcze mniejszg posiadatyby warto$¢, bo pomijajac nawet znaczne
trudnosci, jakie nalezatoby przezwyciezy¢ przy ocenianiu dziatal-
noSci tak rozleglej, ocena bylaby dzi$ przedwczesna. Piszac to
wspomnienie po$miertne, staratem si¢ tylko w formie krétkiej, a je-
dnak, o ile umialem, przystepnej przedstawi¢ najwazniejsze pojecia
teoryi przeksztalcen Liego i wytknaé najwazniejsze jej punkty
styczne z innemi galeziami wiedzy matematycznej, a zauwazy¢
winienem, Ze nie chcac by¢ rozwlektym, musiatem czestokro¢ po-
przesta¢ na mniej $cistem formutowaniu omawianych teoryj. Cho-
dzito mi przedewszystkiem o wykazanie wazno$ci teoryi prze-
ksztalcen dla innych dziatéw matematyki, wiec pomingtem
wiele kwestyj teoretycznych, ktérych przytaczanie nie bylo

Wiad. mat. IIL. 1899, 9
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koniecznem do pobieznego zoryentowania sie w istocie zastosowan.
Do takich zupetnie pominietych dzialéw nalezy np. teorya zesta-
wienia ciaglych grup skofdczonych, ktéra wystepuje niemal w ka-
zdem zagadnieniu z tej dziedziny, a teoretycznie jest wagi pier-
wszorzednej. Ale t z pomiedzy zastosowan przebieglem nie wszy-
stkie, np. wcale nie wspomnialem o pracach Lie g o w dziedzinie
réwnan czastkowych wyzszych rzedéw, o jego niezmiernie poucza-
jacej dyskusyi zagadnienia Pfaffa na podstawie teoryi prze-
ksztatceri stycznosciowych i t.d. Czytelnik, ktérego wzmianki
moje zacheca do obznajmienia si¢ z teoryami Lie g o, znajdzie ich
wyktad szczegétowy w monografiach: 1) Theorie der Transfor-
mationsgruppen unter Mitwirkung von Prof. D-r Friedrich Engel,
bearteitet von So phus-Li e, in drei Abschnitten. Leipzig, Teubner.
1888, 1890, 1893. 2) Sophus Lie, Vorlesungen iiber Differen-
tialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen,
bearbeitet und . herausgegeben von D-r Georg Scheffers.
Leipzig, Teubner, 1891. 3) Sophus Lie, Vorlesungen tiber
continuierliche Gruppen mit geometrischen und anderen Anwen-
dungen, bearbeitet und herausgegeben von D-r Georg Schef-
fers. Leipzig, Teubner, 1893. 4) Sophus Lie, Geometrie der
Berlihrungstransformationen, dargestellt von Sophus Lie und
Georg Scheffers, Erster Band. Leipzig, Teubner. 1896,
i w szeregu rozpraw, ktore Lie w ciaggu ostatnich lat trzydziestu
oglaszat, przewaznie w czasopismach nastgpujacych: Christiania
Videnskabs Selskabet Forhandlingar, Archiv for Mathematik og Na-
turvidenskab, Mathematische Annalen i Leipziger Berichte. Dwie
z poprzednich monografij, stresz¢zone saw ,Pracach matematyczno-
fizycznych; jedna z rozpraw wyszta w tym czasopiSmie w pol-
skim przekladzie, a z czasem bedg tam zapewne omoéwione i nie-
ktére inne prace Liego. '

Nalezy wreszcie zauwazyé, Ze teorya przeksztaltcen i jej zasto-
sowania nie stanowig bynajmniej catoéci badan Liego. Juz w teoryi
réwnan czastkowych nie wszystkie jego badaniastoja w bezposrednim
zwiazku z teorya przeksztalcen. Jeszcze bardziej odrebne sg pewne
jego badania w geometryi rézniczkowej, z ktérych przedewszy -
stkiem nalezy wymieni¢ twierdzenia o tworzeniu powierzchni mini-
malnych za pomonca minimalnych krzywych i pewne poszukiwania
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w dziedzinie algebraicznych powierzchni minimalnych. Bardzo
interesujgcemi sa takze badania, dotyczace zwigzku powierzchni
trenslacyjnych z teoryg catek abelowych. Poprzestajemy jednak
na zanotowaniu tytutéw tych poszukiwan, a treéci ich omawiaé juz
nie bedziemy.

0 ROWNANIACH STOPNIA TRZECIEGO Y
napisat
J Sochocki.

1. Modut i mnozZnik rdwnania stopnia 3-go. Niechaj bedzie
réwnanie rzeczywiste postaci:

(1) 42 —gyx—g,=0;

oznaczmy pierwiastki jego przez ey, e,, €.
Rozwiazujaca, okreslona wzorem:

2 )
@ C=
nazywa¢é bedziemy modulem réwnania (1) i dla skrécenia ozna-
czaé przez k*.
Wskutek wszelkich przestawien ilosci e, e,, e, we wzorze (2)
modut przybiera szes¢ wartosci, z ktérych dos¢ jest mie¢ jedne, aby
znale$¢ pozostale'i to przy pomocy dziatafi bardzo prostych, wcale

niezaleznych od spéiczynnikoéw gy, gs.

‘)' Wyjatek 2z wiekszej rozprawy, ktéra bedzie ogloszona w calosci
w ,Pracach matematyczno-fizycznych®.



