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pozostaje stale“. Oczywiscie tak ogdlnie pojeta zasada zachowania
energii nic nam da¢ nie moze, ale co wiegcej, nie cechuje ona nawet
w najmniejszym stopniu zjawisk, zachodzacych w ukladach odosobnio-
nych, przez szukanie bowiem prawidlowosci rozciagamy te wlasnos¢ i na
uklady nieodosobnione. Np. uwazajac plyn jednorodny, przypuszczamy,
7e istuieje dla niego réwnanie charakterystyczne, t. j. ze dla wszelkich
przemian jest zachowany zwiazek:

fp,v,9=0.

I tutaj zatem — w ukladzie nieodosobnionym — istnieje co$, co
pozostaje stale, a mianowicie funkecya f. Biorac szczegdlne réwnania
charakterystyczne, np. Boyle'a, lub van der Waalsa, spostrze-
gamy nawet, Zze w nich funkcya f ma wymiary energii.

Krakdéw, w grudniu 1898 r.
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0 PEWNYCH PRADACH MATENATYKI SPOLCIES VA,

K. Zorawsk_i.'

Kto zastanawial si¢ nad kwestyami matematycznemi, ten nieza-
wodnie zauwazyl, Ze w wielu z nich nalezy odrézni¢ dwa momenty.
Zagadnienie badz analityczne badz geometryczne, mniej lub wigcej
ogolnie sformulowane, rozwigzuje sig za pomocs pewnych dzialan, ze sig
tak wyrazimy, formalnie, Aby jednakowoz zdaé sobie dokladnie sprawe
z rezultatu, naleiy to formalne rozwiazanie zanalizowaé; rozréznié
rozmaite rodzaje rezultatow; zbada¢, czy owo formalne rozwigzanie we
wszystkich przypadkach jest mozliwe, i w razie, gdyby. istnialy przy-
padki, w ktérych ogélne rozwazania nie moglyby mie¢ zastosowania,
poddaé je osobnemu badaniu, Przykladem takiego postepowania jest
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znane z elementarnej algebry rozwiazanie réwnan stopnia drugiego;
aie do$é wyprowadzi¢ wzér na pierwiastki takiego réwnania, trzeba
jeszcze odrozni¢ przypadki, w ktorych pierwiastki te sg rzeczywiste
i w ktorych sa urojone, oraz okreslic warunek istnienia jednego tylko
pierwiastka podwdjnego., Przykladem innym jest okreslenie . funkeyi
przez szereg potegowy; procz wyznaczenia spdlezynnikéw szeregu, trzeba
jeszeze okreslic jégo kolo zbieznosci, zbadaé zachowanie sig szeregu na
obwodzie kola, a takie zajac si¢ wyznaczeniem i badaniem szeregéw,
ktére okreslalyby wartosci funkeyi poza obwodem kola. Przykladem
jeszeze innym jest badanie krzywizny danej powierzchni; nicdo$¢ wy-
prowadzi¢ wzory na jej promienie, trzeba jeszcze okresli¢ okolice
w ktérych powierzchnia zakrzywiona jest eliptycznie, hyperbolicznie lub
parabolicznie, i w ogdle wzory te zanalizowac.

Przykladéw takich moznaby przytoczyé bardzo wiele, ale chodzi
nam o rzeczy wiekszej donioslosei, niz drobne przyklady. Skoro dwie
czedci rozumowania matematycznego, z ktorych pierwsza umoéwimy sig
nazywa¢ formalna, a drugg rzeczowa, sa tak czestym obja-
wem w tej nauce, to latwo dojé¢ do przypuszczenia, Ze musialy one
odbi¢ sig na jej metodach, musialy wytworzy¢ dzialy nauki, w ktérych
wigcej przewaza jeden lub drugi ze sposobéw badania, W dzisiejszych
pradach matematyki nie trudno odrézni¢ takie dzialy; omdwieniem
pewnych z nich zajmiemy si¢ wlasciwie w tym artykule.

‘Whprowadzenie pojecia ilosci nieskonczenie malych do badania
zaleZznodci pomiedzy wielko$ciami popcthIo matematyke na nowe tory.
Przedewszystkiem pozwolilo ono badaé takie cechy tych zaleinosci,
ktérych badanie poprzednio bylo w ogéle niedostepne. . Do tych naleza
np. badanie przebiegu funkeyj, badanie ksztaltu ciaglych form geome-
trycznych w okolicy danego punktu. Dalej — za pomoca pojeé¢ rachunku
calkowego i réwnan rézniczkowych pozwolilo rozwigzaé wiele innych
zagadnien z geometryi, mechaniki, astronomii i fizyki. Rozwinely sie
zastosowania rachunku rézniczkowego do geometryi oraz metody wyko-
nywania pewnych kwadratur i calkowania (t. j. redukeyi do kwadratur)
pewnych réwnan rézniczkowych. Wszelako wszystkie te badania nie
byly w stanie odpowiedzie¢ na liczne zapytania nie tylko ze strony
teoryi,.ale i ze strony coraz liczniejszych, zastosowan. Ogolne metody
rachunku rézniczkowego nie wystarczaly do badania ksataltu krzywych
i powierzchni algebraicznych, a kwadratury i calkowania réwnan
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rézniczkowyeh w Dardzo wielu przypadkach nie daly si¢ wykonat.
Potrzeba bylo tedy nowych metod, ktoreby pozwolily traktowaé te
zadania. Tych metod dostarezyla nowsza teorya tunkeyj. Jej zada-
niem jest z jednej strony bada¢ formy analityczne lub przestrzenne
w takich miejscach, w ktorych nie stosuja sig ogélne wzory rachunku
rozniczkowego, z drugiej— badaé funkcye, okredlone przez kwadratury
lub takie réwnania rézniczkowe, ktorych nie mozna zcalkowaé za pomocs
znanych funkeyj. Te zowe metody bynajmniej jednak nie oslabiaja
dawniejszych punktéw widzenia. Tak samo, jak dawniej, wiele nowych
zagadniefl geometrycznych traktujemy za pomoca elementarnych pojeé
rachunkdéw rézniczkowego i calkowego. a redukeva calkowania réwnan
rézniczkowych do kwadratur bynajmniej nie moze byé uwazana jako
anachronizm. Owszem, w ostatnich czasach i te teorye dzialan znacznie
si¢ posunely, a metody teoretyczno-funkeyjne pozwolily ich rezultaty
formulowa¢ dokladniej.

Streszczajac sig, powiemy, ze w zagadnieniach matematycznych
moze chodzié albo przewaZnie o to, zeby okreslaé i badaé¢ dzialania, za
pomocs ktérych doj$¢ mozna do rozwigzania, albo tez o to, aby studyo-
wa¢ nature form matematycznych, bedacyeh rozwigzaniami. Mied:
mozna zatem na widoku albo cel bardziej formalny, albo tez har-
dziej rzeczowy. Rzecz jasna, Ze do celow odmiennych prowadzi¢
musza i Srodki mniej lab wiecej odmienne; wydaje sig tedy, ze nie
popelnimy bledu, odrézniajac w matematyce dwie wielkie kategorye
metod: metody formalne i metody rzeczowe,

Rozejrzyjmy si¢ najprzod, jak wystepuja te metody w geometryi
Niechaj bedzie dana ogdlna ciagla forma geometryezna, a wiee np.
krzywa lub powierzchnia, kompleks, kongruencya i t. d. Zagadnienia
formalne daza do wyrobienia sposobéw badania nieskonczenie malych
czgsci tej formy geometrycznej. Taka jest np. teorya zginania powie-
rzchni, taka zwiazana z nia teorya krzywizny krzywych i powierzchni,
takiemi w znacznej mierze sa badania podstaw geometryi. Jezeli cho-
dzi o ksztalt calej formy geometrycznej, np. o ksztalt danej powierzchni
algebraicznej, to musza jus przewazaé metody rzeczowe, metody odno-
szgce sig specyalnie do powierzchni algebraicznych, a wiec traktujace
przedewszystkiem osobliwoéci takich powierzchni. Druga zatem kate-
gorya metod przewaza tam, gdzie mamy do czynienia z pewnemi mniej
lub wigeej wyspecyalizowanemi gatunkami form geometryeznych i z tego
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puliktu widzenia zadania elementarne geometryi analitycznej winny by¢
zaliczone do tej drugiej kategoryi. Typowa przedstawicielka metod
formalnych w geometrvi jest t. zw. geometrya réiniczkowa. a 1etod
rzeczowych teorya krzywych i powierzchni algebraicznych.

Ale w 7adnej dziedzinie nie mozna pomiedzy jednym i drugim
punktem widzenia przeprowadzi¢ tak wyraznej granicy, jak w teoryi
-catkowania réwnan rézniczkowycl.

W tej teoryi zagadnienia formalne maja na celu wskazanie takich
dzialan mozliwie najmniej zawilych, za pomoca ktérych dane réwnanie
lub dany uklad réwnan moze byé zcalkowany. Jezeli zastosowanie
tych dzialan w pewnym szezegdlnym przypadku prowadzi wprost do
funkeyj elementarnych, te zagadnienie juz jest w zupelnosci rozwig-
zane. l.ecz najprzod sa to bardzo wyjatkowe przypadki, a powtére
metody formalne stosuja sie w teoryi nie do szczegdlnych przypadkow,
a do obszernych kategoryj réwnan, w ktérych natura tunkcyj wia-
domych bynajmniej nie jest okreslona. Takiemi sa calkowania réwnan
liniowych 1-go rzedu i innych 1-go rzedu za pomocs kwadratur; takiemi
réine uproszezenia w calkowaniu réwnan zwyczajnych rzedéw wyzszych,
dalej — teorya calkowania ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych, redukeya calkowania rdwnan rézniczkowych czastkowych 1-go
1z¢du do ukladéw réwnan zwyeczajnych, teorye Mon ge’a i Amp é-
T e'a w zakresie rownan czastkowych 2-go rz¢du, wreszcie calkowanie
réownan Pfafta, rownanh Monge'a i ukladéw takich rownan,
Niemal wszystkie z wyszczegdlnionych teoryj rozpoczete sa u Eulera,
@ pozniejszy ich rozwéj zawdzigezamy pracom wielu uczonych, z ktérych
najwybitniejsi: Bernoulli, Lagrange, Pfaff, Jacobi
Teorye te jednak w tej epoce ich rozwoju mialy w znacznej mierze
charakter zhioru luzno dostrzezonych twierdzen, niepowiazanych ze
sobg, zadna, wspdlna nicig, a pewne z nich, jak np. calkowanie réwnan
czastkowych 1-go rzedu, wymagaly o wiele wigkszej liczby dzialan,
niz koniecznie potrzeba dla rozwiazania tego zadania. A, Mayer
i Lie znacznie uprodcili to postepowanie, a ostatni przez zastosowanie
przeksztalcen styeznodciowych przedstawil rzecz w postaci o wiele
doskonalszej. Nadto Lie przez wprowadzenie pojecia nieskon-
czenie malego przeksstalcenia i ciaglej grupy prazeksztalcen uzyskal
dawne teorye w zakresie réwnan rézniczkowych zwyczajnych droga
systematycznego badania i wskazal ogdlne metody redukevi do calke-
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wan mozliwie prostych w zakresie wszelkich réwnan rézniczkowych,
Wizystkie te metody, ktore byly i sa rozwijane w wielu publikacyach,
dazg do tego, aby calkowanie réwnan za pomoca kwadratur i dzialan
algebraicznych sprowadzi¢ do calkowan mozliwie najprostszych typéw.
Metody zatem te bynajmniej nie sluza do badania natury funkeyj, czy-
nigeych zado$é réwnaniom rézniczkowym. To jest wlasnie zadaniem
drugiej kategoryi metod, metod rzeczowych.

Poczatek tych metod nalezy takze odnies¢ do Eulera, bo
z funkeyj nieelementarnych t. zw. calki Eulerowe najwezeéniej
szczegolowo badane byly przez matematykéw. Ale istotny rozwdj tych
metod rozpoczyna sig dopiero od chwili, kiedy wprowadzono uwazanie
funkeyj zmiennej zespolonej, t.j. od prac Cauchy'ego z jednej,
a prac Abela i Jacobi'ego z zakresu funkeyj eliptycznych z dru-
giej strony. Studya nad calkami i funkcyami eliptycznemi sg pierwszem
teoretyczno funkcyjnem badaniem z zakresu réwnan ‘rézniczkowych;
wprawdzie juz Fourier calkowal za pomocy szeregéw trygonome-
ti‘ycznych pewne rownania roézniczkowe, badania te jednak ‘aja cha-
rakter bardziej formalny. Gdy nastepnie dzigki geometrycznym: pé-
mystom Riemanna z jednej strony a analitycznym Weierstrassa
z drugiej, teorya funkecyj zyskala i niewzruszone podstawy logiczne
i nowe drogi badania, poprzednie teorye calek eliptycznych, hyperelip-
tycznyeh i w ogdle abelowych znacznie wydoskonalone zostaly. Oprécz
tego podjeto nowe zadania : Fuchs dal poczatek analitycznym me-
todom calkowamnia rownan rézniczkowych liniowych za pomoca, szeregéw
nieskonczonych,a S ch w a r z—geometrycznemu badaniu t, zw. funkeyj
automorficznych, ktore takze stoja w zwigzku z calkowaniem pewnych
réwnan liniowych 2-go rzedu. Badania te, ktérych najwainiejsze
zdobycze zawdzieczamy Kleinowi i Poincarému; stanowis
dzisiaj jeden z najbardziej interesujacych przedmiotéw wyzszej matema-
tyki. Niemmniejszy interes wzbudzaja nowsze badania teoretyczno-
funkeyjne réwnan rzedu 1-go i badania ksztaltu krzywych, czynigeych
zado$é tym réwnaniom; a na szczegdlng uwage zaslugujg teoretyczno-
funkcyjne prace Brunsa i Poincarégo 'z zakresu zagadnienia
3.ch cial. Wreszcie oprécz tych dzialdw, dotyczacych réwnan rézni-
czkowych zwyczajnych, nalezy tu zanotowaé te badania w zakresie
réwnan ezastkowych rzedu 2-go, ktérych najmniej zawilym przypad-
kiem jest problemat Dirichleta.
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Mogliby$Smy metody formalne i rzeczowe odrézni¢ i w innych
dzialach matematyki, np. bardzo wyraznie, chociaz pod pewnym wzgle-
dem odmiennie, odgraniczy¢ je mozna w teoryi rozwiazywania réwnan
algebraicznych; wybitnym przykladem réznicy pogladéw formalnych
i rzeczowych jest dawniejsze zapatrywanie, ze kazda funkcya ciagla ma
pochodna i tegoczesne badania w tej dziedzinie i t. d. Takich zesta-
wien mozna przeprowadzi¢ jeszcze bardzo wiele, ale na tem poprzesta-
niemy, dodajac, ze celem naszvm bylo tylkoe zaznaczenie ogélnego tla
w dziedzinach, o ktérych byla mowa. W kazdej z nich moZnaby zna-
le$¢ elementy i jednej i drugiej kategoryi rozumowann., Ze za$ przewa-
7ajycemi sy wlasnie te, ktére wskazaliSmy, widaé i z uwagi nastepujg-
cej. Résmiczkowanie i calkowanie, wprowadzone o ilosciowego stu-
dyowania zjawisk w zaluzeniu, ze te zjawiska odbywajy sie w sposoly
ciagly, metody oparte zatem na stosowaniu tych dzialan przewazaja tam,
gdzie panuje ciaglosé; to tez jej istnienie zakladamy w wie}kszoé;ci kwe-
styj ogolnych zaréwno w zakresie geometryi, jak i teorvi réwnain ro-
zniczkowych., Gdy przechodzimy do szezegolnyeh form gesmetry-
cznych lub analitveznych, to tam musza wejs¢ w gre przedewszystkiem
metody inne, ho kazdy szezegolny gatunek form charakteryzuje sig
wlasnie natury swych osobliwosel, t. j. tyveh miejse, w ktérych przerywa
sie cigglos¢. W tem tez thwi przyczyna taktu, Ze metody formalne s
bardziej jednolite, a metody rzeczowe bardziej réznorodne i urozmaicone.
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