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M. Feldblum. Teorya réwnania Riccati’ego (Spra-
wozdanie wlasne autora rozprawy, ogloszonej w jezyku rosyjskim) 1).

Rozprawa sklada si¢ ze wstegpu i 3-ch czedci.

W step zawiera przeglad historyczno-krytyczny prac o réwnania
Riccati'ego, od odezwy samego Riccati'ego w 1724 r. w ,Acta
Eruditoram“ az do ostatniej chwili. Badania, odnoszace sig do wlasci~
wego rownania Ricca ti'ego: '

dy ,
@ T =",

dzielg na dwa okresy. W pierwszym okresie zajmowano si¢ niemal
wylacznie poszukiwaniem warunkéw, jakim powinna zado8¢ eczynié
liczba m, aby réwnanie bylo calkowalne w postaci skonczonej; wa-
runek dostateczny na to, a mianowicie:

m=2i—::l; (i=0,1,2,8,...),
znano wprawdzie oddawna, szukano jednak innych jeszcze warunkéw.
Dopiero gdy Liouville dowiédl, Ze powyiszy warunek jest zarazem
konieczny, a wige jedyny, zwrécono badania w inng strong i zaczqto
poszukiwaé rozmaitych sposobéw calkowania powyZszego réwnania R.,
a takZe zaczeto zajmowaé sig réwnaniem ogolniejszem:

Yy Pt et k=0,

gdde P, @, H — sg funkcyami zmiennej . Obecnie pod nazwg rd-
wnama. Ricoatiego rozumie si¢ wlaénie to ostatnie réwnanie.

1} ,Teopin ypasmemin Pukxarx u csoficTsa ¢yuxnifi, emy yxzoszeTsopam-
mux3* w wydawnictwie ,Bapmasckiz Ymsepcarercxia Maseria“ 1898 r.
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W ostatnich czasach zajeto sig badaniem wlasnodci funkeyj, czynigcych
zadosé témn mogdlnionertu réwnaniu Riccati'ego, z punktu widzenia
ogdlnej teoryi funkeyj (Picard, Anisimow). W koncu wstgpu
podany jest wykaz rozpraw, majacych za przedmiot row-name Ricca-
t1 ego (str 9—13). , :

Pierw sza czgdé rozprawy zaJmuJe mq sama, teorys, réwnama
Riccati ego tak wladciwego, jak i uogdlnionego. Podano tu: sposoby
(Eulera i Bool e "a), wyznaczenia warunku calkowalnoécl wlasei-
wego réwnania R; wyrazeuie calki ogdlnej w przypadku calkowalnodci;
rozmaite sposoby calkowania wlasciwego réwnania R, kfedy nie spel-
nia sig warunek calkowalnoécl. a wige: calkowanie za pomocg szeregéw
nieskoniczonych (Euler), za pomoca calek okreslonych, w ktore
zmienna niezalezna wchodzi jako parametr (Kummer, Lobatto,
Konigsberger), oraz za pomocs funkcyj Bessela (Lommel).
Drugi rozdzial zawiera systematyczny wyklad wspomnianych badan
Liouville'a,. Tu usunigto pewien brak zasadniczy w jego rozumo-
waniu. Dowpdzi najprzéd Liouville ze, aby réwnanie:

d*u 44 B

=4+

do ktérego sprowadza si¢ réwnanie Riccati'ego, posiadalo calke
algebraiczna, koniecznem jest, by pewien uklad réwnan (réwnania (12)
na str. 58) okreslal funkeyg wymierng v argumentu z; nastgpnie stara
sig dowxeéé %e to jest niemozliwe dlatego, Ze- gdyby taka funkcya
wymlema istniala, to po. oddz1elen1n czgbei calkowite] i po rozkladzw
czqéol wlamkowej na ulamki proste muslalaby mieé ona postad:

v=cz*F 2V .. @ e,

gdzie liczba calkowita » jest dodatnia, ujemna albo zero, co jak stara
sig udowodnié, byé nie moze. Lecz z rozumowania Liouville'a jest
jasnem, Ze mial on na uwadze tylko przypadek » >> 0. Z nieznaczng
zmiang da;e sig jego rozumowanie rozcla,gna,é ina przypadek v < 6,
lecz nie obejmuje przypadku y = 0, tak %e rozumowanie to nie usuwa
mozliwosci nastepujacego ksztaltu funkeyi v:

vemoA e e T

v
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Brak ten spostrzegl Genocchi i staral sig omingé go, zmie-
niajac zupelnie cale rozumowanie, lecz ta, préba byla nieudans;
W rozprawie niniejszej przypadek » =— O rozpatruje sig oddzielnie, tak
jak przypadek » == 0 i otrzymuje sig rezultat zadawalajacy. :

W koficu méwi sig: o uogélnionem réwnaniu Ricca ti'ego;
o charakterze ogélnym badan nad jego calkowalnoscia za pomoos kwa-
dratur; o. braku kryteryum calkowalnosci; o otrzymywaniu calki ogdlnej
z jednej, dwu, trzech calek szczegélnych, przy pemocy odpawiednio:
dwéch kwadratur, . jednej kwadratury, lub bez kwadratur; - wreszeie
o0 odkrytej przez Konigsbergera wlasnosci rownania R. (nogol-
nionego) polegajacej na tem, ze réwnanie to, jako te# pochodzgee z niego
przez przeksztalcenia algebraiczne, sg jedynemi réwnaniami pierwszego
rzedu, ktérych calka ogdlna wyraza sig jako funkeya wymierna
pewnej liczby niezaleznych calek szczegdlnych przestgpnych. (K b-
nigsberger dowiddl takse, Ze oprécz réwnania R.niema innych
réwnan 1-go rzedu, ktorych calka ogélna bylaby funkcya algebrai-
¢ 1 g pewnej liczby culek szczegdlnych i stalej dowolnej).

W czefei drugiej rosprawy badajg si¢ wlasnosei funkeyj R,
t. j. funkeyj, czynigeych zadosé rownaniu R (uogdlnionemuy. Dowedzi
sie charakterystyczne dla tych funkeyj twierdzenie o stalodci stosunku
anharmonicznego erterech calek réwnania R., ktére to twierdzenie wy-
rafa sig wzorém:

Y= Y TYs . const ,

Yo=Y Yo Y

gidme Y Yiy Yz Us 58 do'wolnemi"_l céll:ia;ﬁii 'r<.5Wria_alZnia.v]E:!,‘. Wj?PrOngzq
siq i druga postaé tego twierdzenia charakterystycznego, polegajaca na
tem, Ze catka oglna réwnania R. jest funkcya wymierng liniows, stale]
dowolnej, t.3.° o a -
' X, + 0,
TR FOR

gdzie X,, X,, X,; X, sa funkcyami zmiennej x, a € - stalg dow.c')lna,,

Nastgpnie badaja sig punkty osobliwe funkeyj 3.iccat1ego.
Wiréd punktéw. osobliwyeh ruchomych (k. j. zmieniajacych, swe po-
logenie wraz ze zmiana .stalej dowolnej) funkeye R, nie magy posiadad
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punktéw istotnie osobliwych, co wynika z ogélnych badan P ain-
levé'go. Picard dowodzi, ze funkcye R. nie maja takZe ruchomych
punktéw rozgalezienia, tak Ze punkty osobliwe ruchome funkeyj
R s3 tylko biegunami. Anisimow odkryl,-%e owe ruchome
bieguny sa wszystkie 1-go rzedu; na str. 99 referowanej rozprawy
autor podaje ‘nader proste dowodzenie tego twierdzenia. Przez spro-
wadzenie réwnania R. do liniowego okreélaja si¢ réwnania, ktérym
czynig zadoéé punkty osobliwe nieruchome funkcyj Ric-cati'ego.
Dalej podane sg badania Anisimowa nad wlasnoéciami funkeyj R.
w poblizu punktéw osobliwych nieruchomych; w dziedzinie kazdego
takiego punktu istnieja dwa okreslenia funkcyj R jednowartosciowe.
Okresla siq zaleZno$¢ miedzy spéleczynnikami punktu osobliwego, przy
istnieniu ktérej wszystkie okreslenia funkcyi R. (oprécz dwdch jedno-
wartoSciowych) sa ¢— wartosciowe, t. j. maja ¢ galezi, z ktérych kazda
przechodzi peryodycznie na nastgpng, kiedy zmienna niezalezna okraza
punkt osobliwy weiaz w jednym kierunku. Jezeli podobna zaleinosé nie
zachodzi dla zadnego ¢, to wszystkie okreslenia funkeyi R (znéw oprocz
dwéch jednowartosciowych) s nieskonczenie wielowartodciowe; kiedy
zmienna niezalena okraza weigz w jednym kierunku punkt osobliwy,
to jedna galez funkeyi przechodzi na inna; otrzymuje si¢ w ten sposéb
nieskonczenie wiele r6znych galgzi, datacych asymptotycznie
do jednej lub drugiej z powyzszych galezi jednowartosciowych, zaleznie
od kierunku, w jakim zmienna niezaleZzna okraza punkt osobliwy.

Cze8é trzecia rozprawy zawiera szereg zastosowan réwnah
Riccati’ego do analizy, geometryi i mechaniki. Z warunku calko-
walnosci w skoniczonej formie wladciwego roéwnenia R. otrzymujemy
z latwoécig warunki calkowalnosci kazdego réwnania, sprowadzajgcego
sig do réwnania R. przez przeksztalcenie skonczone; wyjasnia sig to na
kilku przykladach, podanych przez Malmsténa. Pokazuje si¢ dalej
wedlug Besguea, Ze do ogdlnego réwnania R. sprowadza sig
rownanie:

W p@).siny+y(@) sy + @) =0

Nastgpuje wyklad metody Darboux’a calkowania ukladu’ 2-eh
réwnah z pochodnemi czgstkowemi typu Riccati'ego:
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w . ,
u + 1,0+ ¢ w—1r =0,

gdzie py, py, 91y 93, 7y, 5 88 danemi funkeyami zmiennych. u i v; cal-
kowanie tego ukladu réwnar sprowadza sig do calkowania jednego zwy-
‘czajnego réwnania R. Do calkowania réwnie jednego zwyczajnego
réwnania R. sprowadza si¢ calkowanie podlug metody d’Alemberta
ukladu 2-ch réwnai zwyczajnych liniowych 1-go rzedu:

dx
_Zu_+Xlx+X2y=X!

“y +Yz+T,y=7,

gdzie X, X,, X, T, Y,, Y sa funkcyami zmiennej¢. Calkowanie ukladu
trzech réwnan zwyczajnych liniowych, posiadajacego calke szezegdlng
w postaci funkeyi jednorodnej drugiego stopnia, sprowadza sig przy
pomocy teoryi réwnania R. do wykonania jednej kwadratury. Calko-
wanie ukladu szeéciu réwnan liniowych o pochodnych czastkowyeh 1-go
rzedu, zawierajgcych 8 funkcye niewiadome dwdch zmiennych nieza-
leznych, daje sig, jak pokazal Darboux, sprowadzi¢ do calkowania
jednego zwyczajnego réwnania R, jedeli znang jest calka szczegdlna
danego ukladu w formie funkeyi jednorodnej drugiego stopnia. Dzial
zastosowania rdwnania R do analizy konezy podany przez Eulera
Scisly zwigzek pomiedzy sumowaniem ulamka eiaglego postaci:

1
a—1
atn + 1
Pt
a calkowaniem réwnania:
n—2e
dy 1, 1 .
—2 L yt=—1
at + G y a
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Sumowanie podanego ulamka okazuje si@ wykonalnem przy
istnieniu zaleznoéci: '

+2a

"=

(6=0,1,2,3...).

W dziale zastosowan réwnania R. do geometryi rozpatrujs sig
nastepujace zagadnienia: okreslenie trajektoryj prostokgtnych ukladu
okregéw (x — a)? - (y — b)* =12, gdzie a, 0, » sg funkcyami jakie-
go8 parametru; wyznaczenie krzywych, majacych te wlasnodé, Ze punkty
stycznosei stycznych, poprowadzonych do nich z dowolnego punktu
danej krzywej, lezg na jednej prostej; wyznaczenie rozwinietej krzywej
skosnej; okreslenie linij asymptotycznych (Haupttangentencurven) po-
wierzchni prostoliniowych; wyznaczenie na danej powierzchni rozwijalne;
krzywych, ktérych styczne przecinajg jake$ dang w przestrzeni
krzyws, i inne. ‘

‘W dziale zastosowan teoryi réwnania R do mechaniki rozwazajg
si¢ nastgpujace 3 zagadnienia: zbadaé ruch (t.j. znaleé skonczone
réwnania ruchu) ciala stalego okolo punktu nieruchomego, 1) jezeli
znane sy rzuty predkoéci katowej, jako funkcye czasu, 2) jezeli sg dane
dwie zaleznoSci migdzy rzutami predkosci katowej, 3) jeZeli ruch ¢iala
odbywa sig¢ w zaleznoSci od dwéch parametréw zmiennych.

¥.. E. Bdttcher. Przyczynki do teoryi rachunku
iteracyjnego. (Sprawozdanie wlasne autora rozprawy ,Beitrtige
zu der Theorie der Iterationsrechnung“ 1898)1).

‘W pracy tej, staram sig przedstawié pojecie iteracyi o dowolnym
wykladniku i dowolnej podstawie, tak ze wzgledu na donioslod¢ jego
analityczna, jak i ze wzgledu na metody rachunku, ‘

Drzieli sig ona na trzy czefci: w pierwssej ezedci staram siq wy-
jaénié donioslodé analityczng iteracyj o danej podstawie i dowolnym
wykladniku; w drugiej-zbadaé warunki, jakim czyni¢ winna pod-
stawa iteracyi, by iteracye jej, w miare nieograniczonego wzrastania

1) Jest to rozprawa doktoryzaeyjna, majaea wyjéé w Lipsku nakladem
Oswalda Schmidta. Autor przygotowal réwnoczesnie i obszerniejsze wydanie
jej w jezyku polskim. (Przyp. Red.) y
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wykladnika rzeczywistego dodatniego i calkowitego, dazyly do oznaczo-
nej wartosci, t. j. przedstawié. teorye zbieinodci iteracyi; w trzeciej
czesci stosuje teoryg zbieznosci iteracyj do rachunku iteracyj o wykla-
dniku dowolnym,

‘W czelei I-ej (str. 1—32) traktuje iteracyq ze stanowiska mnaj-
og61n1933zego méwig nie tylko o ,iterowaniu® funkeyj, aleio ,itero-
waniu® przeksztalcen.,

Jak szereg wzordw: M = (2); 2® = f(2W); 2@ = (z(g))

.M = f(z#-V) okresla iteracyeg funkecyi f(2) o wykla—
dniku n, t. j. utwér, ktéry oznaczamy symbolem

1),

v
podobnie szereg wzoréw 2,V = fi (2, ... 2,); 2:® = f: (5, V... 2, V);
2;® =fi(2,®@...2,®)...... 2N =[;(2,¥V...2,¥V); (i=1,2,...n)
okresla iteracye przeksztalcenia 7'(2,...2,) o wykladniku
N, t. j. utwér, ktéry oznaczamy przez

v N
I(z,...24)1ub I(z,...24):
AT )) T(...t)
i=12..n

Przeksztalcenie T'(#,...2,) streszczamy we wzorach 2, = [i(2..
g (i=1,2,...n). .
Whprowadziwszy pojecie iteracyi (str. 1—3), stawiamy trzy zasa-
dnicze prawa iteracyj: zasade dodawniczg:

b4 ¥ MAN
I I(2y..-22)= I(z,l";z)");
T .. t) Tt T ...,
zasade mnozniczyg:
M My
I(z...22)= I(2.-.2a)
N Tty t)

I .. .t")
T(ny. .. u")

i zasade tacznoéei iteracyjnej
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I(z,.. z,.)—S IS(z, . 2a)

s 2 T S(h.. -1 ")

poczem przystepujemy do wykladu pojecia iteracyi o wykladniku cal-
kowitym ujemnym (str. 7—9), i iteracyi o wykladniku wymiernym
dowolnego znaku (str. 9—18),

Iteracya o wykladniku ujemnym calkowitym jest rozwigzaniem
réwnania

Ty oo Yn) =(2y-..20) , (Y- Yu)=T"(z...24),
ktére moze by¢ algebraicznem lub przestgpnem.
Iteracya o wykladniku ulamkowym (%—) jest calka réwnania
tunkeyjnego
s

N R N
I(Zl...z,.)=1(zl.-.2,._) 9 U(zl...Z”)=I(Z,-..Z,.)-

Uiti.t) T(t ..t T ...4)

Cheac wprowadzi¢ pojecie iteracyi o wykladniku dowolnym (nie
wylaczajac niewymiernego i urojonego) traktujemy iteracye ze stano-
wiska teoryi grup przeksztalcen (str. 18—32).

Précz réwnan réiniczkowych czastkowych rzedu drugiego, ktd-
remu czyni zado$é iteracya — jako funkeya wykladnika niezaleZnie
od podstawy (str. 29) — otrzymujemy prawa zasadnicze: Iteracya
o danej podstawie T'(z2;...2,) i dowolnej wartosei wy-
kladnika wtedy i tylko wtedy istnieje analitycznie, je-
zeli istnieje przynajmniej jedna jednoparametrowa cia-
gla grupa przekesztalcen, ktora dane przeksztalcenie za-
wiera jako przeksztalcenie szczegdélne. Parametr ka-
noniczny przeksztalcenia grupy identycznego z pewnsg
iteracysa przeksztalcenia 7'(z,...2,) réwna sig iloczy-
nowi wykladnika tejZe przez parametr kanoniczny prze-
ksztalcenia grupy identycznego z przeksztalceniem
Tz ...e).

Istnieje nieskonczenie wiele grup jednoparametrowych przeksztalcen
ciaglych, zgodnych w przeksztalceniu 7'(z, ...2,) i wszystkich jego
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iteracyach o wykladnikach calkowitych dowolnego znaku, a odmiennych,
wé wszystkich iteracyach o Wykladnikach niecatkowitych, a wiec
a fortiori w iteracyach o wykladnikach nieskonczenie malych,

Jezeli funkeya @(2) jest calka dowolng rdwnania
tfunkeyjnego @f(z) = Fg(2), . a funkcya A4(z) jest calks
dowolng réownania funkeyjnego AF(2)=4(z), woéwezas
iteracya o podstawie f(2) i wykladniku dowolnym y jest
rozwiagzaniem rownania przestepnego

Ao (7) y+ Ag(2),
IoiZ)y= 192 (str. 17).
F ¥

Jako gléwny moment naszej rozprawy sluzy prawo nastqpuja,cei

Jezelizachodzi toZsamo§é

“V
T(zy...2n) leim 1 (z, a2 Z4),
=0 (1+—¢ (...t ))
i N i "

i=12,...n

woéwezas zachodzi tez tozsamosé

v ) b'¢
I(z,...2zy)=lm I(z;...2,).
Th...t) N=o0 y
e by (ti+ 4 45‘(1....:”))

i=12,...7n

Do przeksztalcenia T (¢ ... 1) okreslonego
wzorami 2;'=[i(2, ...2,), mamy dolaczyé przeksztal
cenie O(f ...t.), okresdlone wzorami z2:/=®: (2, ...2.)
Zadanie to traktujemy w czesci trzeciej, kladac n = 1.

W czedoi Il-¢j traktujemy teoryg zbieznosci - iteracyi. Tutaj
rozrézniamy nastepujace przypadki: 1-o W szeregu 2f(2),[2),13(2) “e
zachodzi tozsamosé f,(2) = 2: iteracya jest peryodyczng o peryodzie
rzetelnym catkowitym m. 2-o Szereg 2, f(2), fa(2)fs(e),. .. dagy
do oznaczonej wartosci granicznej: iteracya jest zbieing w sposélb
regularny. 3-0 Szereg 2, (2), fa(v), f3(2) .- rozpada sig na fskon-
czong 'li‘csz szeregéw, z ktérych kazdy posiada wlasng wartoS¢ gra-
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niczng: iteracya jest zbieing w sposéb rytmiczny. 4-0 Szereg
2, f(2), fi(2): f;(2),... rozpada si¢ na nieskonczenie wielks liczbe
szeregdw, z ktdrych kazdy posiada wlasna wartosé graniczna — wszy-
stkie jednak wartosci graniczne, podobniez jak w Ne 2, 3 sa stalemi
od wartosci z niezaleznemi: iteracya jest zbiezng w sposéb przestepny.
6-0 Szereg z, f(2), f»(2), . . . rozpada si¢ na nieskonczenie wielks liczbe
szeregéw, z ktérych kazdy posiada wlasng warto$é graniczna — wszy-
stkie jednak wartosci graniczne zaleza od wartosci 2z, przyczem
jedna z nich jest r 6 wn a z: iteracya jest peryodyczna o peryodzie
rzetelnym niewymiernym.

Wyplywa stad klasyfikacya funkeyj na trzy typy: iteracyjnie
peryodyczne o peryodzie wymiernym; iteracyjnie okresowe o okresie nie-
wymiernym; iteracyjnie aperyodyczne (wlasciwie iteracyjnie peryodyczne
o peryodzie zespolonym) czyli zbiezne. W tym ostatnim przypadku pla-
szczyzna zmiennej zespolonej rozpada sie na obszary, z ktérych kaidy
posiada wlasna warto$é graniczny. Przytem réwnoczesnie wystepujg
obszary zbieznodci regularnej, rytmicznej i przestepnej. Wazny przy-
czynek stanowig tutaj punkty ,odosobnione“, t.j. punkty, ktérych
iteracye trafiaja w punkty graniczne, wprowadzone przez p. K. Z o-
rawskiego w pracy jego ,O zbieznosci iteracyj*.

W czedci IlI-ej (str. 64—78) rozwaZam zastosowanie teoryi
zbieznodci iteracyj do rachunku iteracyj, a mianowicie staram sig do
funkeyi f(z) dolaczyé funkeyq @ (z) tak dobrans, aby zachodzily
tozsamosci:

£(2) = lim' I'(z) Lioy=tm I().

N=co l++¢ll) S ‘N=o00 {+_$i_¢")

W tym celu rozpatrujq pokrétce teoryg przed chwilg postawio-
nych utworéw, ktérych legalnosé wymaga by | y | nie bylo zbyt zna-
czne, przyczem max. | i | stosuje si¢ do arg. y (str. 64 —69).
Nastepnie cytujac rezultaty, osiagniete przez p. G. Koenigsa (Annales
scientifiques de I'Ecole normale supérieare. Serya ITI. Tom I. 1884,
Dodatek) i dowodze, 2e na calym obszarze zbietnosci regularnej, o punk -
cie granicznym , dla ktérego 0 << | fV(x) | < 1, zachodzi zwigzek :



Przeglad literatury. Bibliografia. 229

. Clfa — s (2)] .
? (2) = lim [f""ffﬁ)) (z)f @l (atr. 73 .

Chodzi tylko o rachunek stalej ¢ ').

H. Burkhardt. Einfthrung in die Theorie der ana-
lytischen Functionen einer complexen Verinderlichen,
Lipsk, 1897. '

Od czaséw Cauchy'ego i Riemanna teorya funkeyj zajmuje
coraz wybitniejsze stanowisko. Niestety, obznajmienie si¢ z teorya
fankeyj nie tak dawno jeszcze bylo polgczone z wielkiemi trudnoéciami;
gdyZz brak odpowiednich podrecznikéw stawal temu na przeszkodzie 2).
Dopiero w ostatnich czasach Picard i Forsyth postarali si¢ daé
systematyczny wyklad teoryi funkeyj, uwzgledniajac tak metode
Cauchy'ego—Riemanna, jak i metodg Weierstrassa. Pigkny
wyklad teoryi funkcyj moZna znalesé w lekcyach Kleina ,Einleitung
in die geometrische Functionentheorie“, lecz jest to wydanie litogra-
fowane, juz wyczerpane i tylko w Getyndze moZna je przestudyowaé.
7 radoscia tedy witamy dzielo prof. H. Burkhardta, dajgce mo-
nosdé _ bznajmienia si¢ z terazniejszym stanem téoryi funkcyj nie-
jednostronnie. Oto w krdtkosci tres¢ tego dziela.

Autor zaczyna od wprowadzenia pojecia ,pary liczb“ (Zahlen-
paar) i dzialan z nia, stwierdzajac tem niejako poglad, ktéry sly-
szalem z ust prof. Hilberta w Getyndze, Ze ,nasza przestrzenn ma
tegy wymiary, czas— jeden, a liczba — dwa wymiary“. Od ,pary
liczb“ autor przechodzi z latwoscig do liczb urojonych, przedstawia je

1) W czgei trzeciej wydania polskiego wprowadzamy niejaks mody-
tikacye, gdyz jako @ (2) przyjeto

lim logﬁl)(z) . (fn (s) — ).
n=0c Sa®) (2):

’

preytem rachunek funkeyi @ (2).znacznie rozszerzono:

) Brakowi temu w. naszej literaturze za.rad?i t}zielo prof. Pu'zy'n.y,
pod tytutem: ,Teorya funkoyj analityeznych®, ktérej pierwszy zeszy.t swiezo
opudeit prasg. Patrz nizej, str. 252. (Przyp. Redakeyi).

Wiad. mat. II. 1868. 16
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geometrycznie i pokazuje dzialania anmalityczne i geometryczne na tych
liczbach. (Rozdzial I).
W Rozdziale II rozpatruje niektére funkcye wymierne (z - a,

az, az -+, —:— , 2" it. p.) zmiennej urojonej, przyczem daje .pojgcie

o przeksztalceniu wogédle, o grupie, o odwzorowaniu podobnem, o przed-
stawianiu liczb urojonych na kuli, o funkcyach automorficznych i t. p.

W Rozdziale ITT spotykamy sig z funkeyami zmiennych rzeczy-
wistych, liczbami niewymiernemi, szeregami nieskonczonemi, fankcyami
granicznemi i t. p., co wszystko potrzebne jest do pojmowania dalszego
wykladu i wehodzi tez w zakres teoryi funkcyj w ogdle.

Rozdzial IV poswigcony jest funkcyom analitycznym jednowarto-
fciowym zmiennej urojonej, tworzeniu pochodnych, calkowaniu tych
funkeyj, rozkladowi na szeregi, rozwijaniu funkeyj e, sin 2, cos z i t, p.
Tu autor daje pojecie o punktach osobliwych.,

Rozdzial V traktuje o funkcyach wielowartosciowych i ich przed-
stawianiu ns powierzchniach Riemanna, a w Rozdziale VI o prze-
prowadzaniu analitycznem,

Na tem konczy si¢ pierwsza czedé dziela; czeSé nastgpna bedzie
prawdopodobnie zawierala, jak to wyczyta¢ moZna z przedmowy autora,
teoryg tunkeyj eliptycznych. Co sig tyczy samego wylkladu, to nie jest
on, mojem zdaniem, Iatwy, chociaZ i przeznaczony jest dla poczatkujg-
cych (studentéw): za krotko, za abstrakeyjnie, Ze tak powiem, sa wylo-
fone niektére rzeczy; pobudza to, co prawda, do samodzielnego myslenia
i wyjaéniania sobie réznych pytan, dla poczatkujacego wszakse przed-
stawia pewne trudnosei. T. Friesendorff.

A. Vasgsilief. P, L. Thébychef et son oeuvre scientifique,
Tarin, Charles Clausen. 1898, 89, str. 54. Z portretem Czebyszewa.

‘W monografii niniejszej, stanowigcej odbitke z czasopisma , Bolletino
di bibliografia e storia delle scienze matematiche“, autor daje. tresci-
wag i dokladna charakterystyke umyslowosci, dzialalnosci naukowej,
odkry¢ i pomysléw Czebyszewa (1821—1891). Praca sklada sig
z dziewiqciu ustgpéw. W pierwszym (str. 5-—10) zawiera sig krétka
biografia i wiadomos¢ o pierwszych oryginalnych badaniach Czeby-
szewa w dziedzinie teoryi liczb, gléwnie nad zagadnieniem o rozmie-
szozeniu liczb pierwszych w szeregu liczb naturalnych; waZne wyniki



Przeglad literatury. Bibliografia, 231

tych badan odrazu zjednaly mlodemu uczonemu wysokie w $wiecie
naukowym uznanie. Od tych badan oderwanych zwrécil sig Cze-
byszew do pytan z waZnej dziedziny stosowanej, mianowicie z teoryi
mechanizméw, balistyki i kart geograficanych. Pytania te wymagaja,
rozstrzygniecia zagadnien natury tooretycznej o przyblizonych warto-
$ciach funkeyj, o maximach i minimach szczegdlnego rodzaju, o funk-
cyach, ktére mozliwie malo oddalaja si¢ od wartoSei zero. O tych
badaniach Czebyszewa i ich wynikach opowiada autor w ustgpie
I-gim, Ustep III podwiecony jest streszczeniu ciekawych wynikéw
prac nad teorya calkowania rézniczek niewymiernych, Teorya ta
skierowala czynny umys! Czebyszewa ku zagadnieniom z teoryi
alamkéw ciaglych, interpolacyi, przybliZonego obliczania calek it. p.
Te badania, scharakteryzowane w ustepie IV-ym, staly si¢ przedmiotem
calego szeregu prac pésniejszych uczonych: Andrejewa, Imsze-
nieckiego, Korkina, Possego, Sonina, Markowa,
ktrzy sig starali bgdz to udowodni¢ wzory, badz to uogdlni¢ metody
swojego poprzednika. W ustgpie V-ym mowa jest o pewnym gatunku
zagadnien, analogicznym do zagadnien rachunku waryacyjnego; w ustepie
VI-ym — o pracach nad znajdowaniem wartosci granicznej calek i sum.
‘Wiyniki badan w teoryi prawdopodobienstwa, pomiedzy ktéremi wymienié
nalezy twierdzenie, obejmujace w sobie jako wnioski: prawo wielkich
liczb i twierdzenie Bernoulli’ego, streszczone sg w nustgpie VII-ym.
Szereg Lia g ran g e'a, mechanika stosowana, geometrya powierzchni,
pomysly, narzedzia, machiny i modele mechaniczne Czebyszewa
stanowia przedmiot ustgpu VIII-go. Ostatni ‘ustegp IX-ty zawiera uwagi
ogdlne o calkowitej produkeyi umyslowej znakomitego matematyka:
Najwazniejszy wplyw jej widzi autor w wynikach pracy twérf:ze.)
Czebyszewa, ktére stworzyly nowe metody naukowe, majace
doniostosé dla badah w naukach stosowanych, na matematyce

opartych. .
Koticzy monografig lista zupelna wszystkich prac naukowych
Czebyszewa, wykazujaca 93 numery. S. D.

Verhandlungen des ersten internationalen Mathe-
matiker-Kongresses in Zurich vom 9 bis 11 August 1.897,
herausgegeben von D-r Ferdinand Rudio, Prctfess?r am Eidge-
nossischen Polytechnicum. Mit einem farbigen Titelbild und sechs
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in den Text gedruckten Figuren, Leipzig. Druck und Verlag von B. G.
Teubner, 1898. 8° w., VIII 2 n. 1., 306. '

‘W niespelna rok po zamknigciu pierwszego migdzynarodowego
kongresu matematykéw, odbytego w Zurychu od 9—11 sierpnia roku
1897 1), uczestnicy tegoz otrzymali ksiggqe pamigtkows, zloZong z dwu
czeSci. Pierwsza z nich obejmuje wiadomo&é historyczng o pracach
watepnych nad przygotowaniami do kongresu, druga streszcza, przebieg
jego obrad. Czesé dmga obejmuje wszystkie wyklady na posiedze-
niach ogélnych i sekeyjnych, calkowicie lub w streszczeniu.

A. Wyklady na pierwszem posiedzeniu ogélnem,

H. Poincaré. Sur les rapports de l'analyse pure et de la
physique mathématique (str. 81—90). Wyklad ten podalismy w prze-
kladzie polskim w niniejszym tomie , Wiadom. matemat.“ (str. 10—20).

A, Hurwitz Ueber die Entwickelung der allgemeinen Theorie
der analytischen Functionen in neuerer Zeit (str. 91—112).

Autor podaje charakterystyke dwu teoryj fankeyj: Cauchy’-
ego —Riemanna i Weierstrassa, wyjadnia znaczenie teoryi
mnogoéei G Cantora dla badanh funkeyjnych i poswigea sléw kilka
powstajacej obecnie teoryi funkcyj analitycznych wielu zmiennych.
W koticu podaje wyczerpujacs najnowsza literaturg przedmiotu.

B. Wyklady sekcyjne.
Sekeya I,  Arytmetyke i algebra.

H Weber. Ueber die Genera in algebraischen Zahlkrpern
(str. 113—122).

Autor podaje tu bez dowodéw gléwme rezultaty swoich badan
algebraicznych, ogloszonych czeécig w t. 48 i 49 dziennika ,Mathema-
tische Annalen“, a ktdérych ciag dalszy oglosil w tomie 50 tegoz cza-
sopisma,

C. Reuschle. Konstituententheorie, eine neue, prinzipielle und
genetische Methode zur Invariantentheorie (str. 128—140).

1) Poréwn. Sprawozdanie z kongresu w t.1 ,Wiadomoéei matematy-
cznych®, str. 183—192.



Przeglad literatury. Bibliografia. 233

Jezelif jest funkeys jednorodns, rzedu m-tego zmiennych x; , 2, xy,..
i jezeli poloZzymy, jak zwykle:

Loy 1w
0 m(m—1) ox;omy

m  Ax;

to f; nazywa autor pierwszemi konstytuantami, fix (={k)
drugiemi it. d. Wlasnosciom tych utworéw i ich zastosowaniom
do geometryi poSwiecony jest odezyt.

C. Stephanos, Sur les systémes associatifs de nombres
symboliques (str, 141—142)..

Badanie ukladéw liczb symbolicznych postaci e, =x, e, -} . . .
.+« = % em (gdzie x,, &, . . . ,Tm OZnaczajg zwykle liczby rzeczywiste
lub urojone), ktérych mnoZenie okresla wzdr

erey= Sagrx:Yiex ; (L4, k=1,2...m),

sprowadza sig do badania formy tréjliniowej
f@yuw)=Zagryu ; (G5 Ek=1,2...m),

gdzie ilodci % naleky uwazaé za zmienne przeciwpodstawieniowe wzgle-
dem zmiennych i y.

P. Gordan. Resultante ternirer Formen (str, 143—144).

Autor opisuje metodg obliczania wypadkowej R trzech form tréj-
kowyeh f,fp fe 2 ktérych pierwsza jest stopnia m, druga stopnia #,
trzecia stopnia p. ’

P. Enriques. Sur les problémes quise rapportent a la réso-
lution des équations algébriques renfermant plusieurs inconnues (str.
145-—146).

Autor streszeza przedmiot badan swych nastgpujacych: Mamy
dane réwnanie algebraiczne f(2,, %y , - . - ¥a) = 0; idzie o rozwigzanie
go w ten sposob, aby Ly, Ly 5. .., Tn byly fankeyami n—1 parametréw
Upy Ug ooy Un—ie Mozna to zagadnienie traktowat ze stanowiska
analitycznego, Zadajac, by funkeye X (uy, 2%, .. u,—1) byly
fankcyami holomorficznemi, lub ze stanowiska czysto algebrai-
cznego. W tym ostatnim przypadku ilosci x beda funkeyami wy-
miernemi ilosei 2, g, ..., Un— OTAZ pewnej funkeyi 'alg‘ebraiczgej
niewymiernej X (up,%..-s Uy—1). Idzie o taki wybér para-
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metrow, aby niewymiernosé X (uy,uq,...%s—1) (pojmowana
wedlug G alois'a) miala te lub inne z géry dane wlasnodci. Z za-
gadnieniem tem wigze sig wiele wainych pytan, w ktérych rozwaia sig¢
zaleznosé ilosci # od niewiadomych x, stopien lub grupa niewy-
miernosci funkeyi X i t. p.

E. Schrdder. Ueber Pasigraphie, ihren gegenwirtigen Stand
und die pasigraphische Bewegung in Italien (str. 147—162).

Celem ostatecznym pazygrafii jest ustalenie jezyka naukowego
powszechnego. Dotychczasowe usilowania jej tworcow, a gléwnie
mowey, data przedewszystkiem do utworzenia takiego jezyka dla
logiki, arytmetyki i geometryi. Jednoczesnie matematyk wloski
G. Peano pracuje nad udoskonaleniem logiki matematycznej i utwo-
rzeniem Formularza matematycznego, streszczajgcego
przy pomocy odpowiednich symboli logiki i matematyki caly dobytek
dotychczasowej wiedzy matematycznej, przy oparciu go naniewzruszonych
podstawach &cislego rozumowania, Méwca przedstawia zasady swojej
teoryi, starajac si¢ wykazaé jej niektére punkty styczne i zalety w pord-
wnaniu z metodami P ean a.

G. Rados. Zur Theorie der .adjungierten quadratischen
Formen (str. 163—165).

‘Spélezynniki formy !twadratowej

. n n
i=2 2Zcuxixx

=1 k=1

mozna uwazaé jako elementy macierzy
c= |ex|| (,,k=1,2...m).

Podwyznaczniki stopnia m-tego, z tej macierzy utworzone, ozna-
(m

czmy przez Ca , gdzie

(i,/:=1,2,3...y ) ,”’—( ) ml(n—”;)!

Przy pomocy tych podwyznacznikéw mozna utworzyé forme
kwadratows
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fn=2” 5‘0(”33“%3 N

.a=1 §=1 a8

ktéra nazywa sig forms dolaczons m-tg dla formy fi. Autor podaje
kilka twierdzen o tych wyzszych formach dolaczonych.

J. Pervouchine. Formules pour la détermination approxima-
tive des nombres premiers, de leur somme et de leur différence d’aprés
le numéro de ces nombres (traduit per A. Vassilief) (str. 166—167).

Autor proponuje matematykom sprawdzenie kilku wzoréw, ktére
podal byl w  Wiadomosciach Towarzystwa fizyko-matematycznego
w Kazaniu“ [(2), IV, zesz. 3].

Fr. Meyer. Ueber kettenbruchibnliche Algorithmen (str.
168—181).

Euler i Jacobi pierwsi starali si¢ uogdlnié, t.j. rozeiggnaé
na trzy i wigcej liczb algorytm Euklid e sa, sluZgcy do znajdowania
najwiekszego wspdlnego dzielnika dla dwu liczb. Autor upraszeza tu
i rozwija pomysl J aco b i'ego.

L. Stickelberger. Ueber eine neue Eigenschaft der Dis-
kriminanten algebraischer Zahlkdrper (str. 182—193).

Aator podaje tu nowy dowdd twierdzenia o czynnikach pierwszych
liczby zasadniczej (wyrdinika) ciala algebraicznego. Dowdd ten pro-
wadzi zarazem do nowej wlasnosei tej liczby, mianowicie do zwigzku
pomiedzy jej charakterem, jako reszty kwadratowej wzgledem jakiej-
kolwiek liczby pierwszej, a rozkladem tej ostatniej na idealy pierwsze
ciala danego.

Ch. de la Vallée Poussin. Surla théorie des nombres
premiers (str. 194—195).

Dla liczb pierwszych formy liniowej Mz} N zachodzg twierdze-
nia nastgpujace:

1-0 wyraZenie

_ﬂM.__)_E log QN 9
y <y .

gdzie suma rozeigga sig na liczby pierwsze <y i formy M + N, ma
granice 1, gdy y daZy do nieskonczonosci,
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2-0 réZnica

o (M) g qN —logy,

N

dazy do granicy skoriczonej i oznaczonej, gdy y dazy do nieskon-
czonosci,

8-0 liozba liczb pierwszych postaci Mx - N i mniejszych od y
daje sig przedstawi¢ za pomocs wyraZenia

14¢ y
(M) logy’

gdzie & dazy do zera, gdy'y dazy do nieskoriczonosei.

Analogiczne wnioski stosujg sig do liczb pierwszych, dajacyoh sie
przedstawié za pomocs formy kwadratowej o wyznaczniku ujemnym
(—.A). MoZna je takie rozciagnalina formy o wykladniku do-
datnim, lecz dowdd jest znacznie trudniejszy.

Sekcya 2. Analiza i teorya funkeyj.

F. Brioschi. Sur une classe d’équations du cinquiéme degré
résolubles algébriquement et la transformation du onziéme ordre des
fonctions elliptiques (str. 196-—199).

E. Picard. Surlesfonctions de plusieurs variables et en parti-
culier les fonctions algébriques (str. 200).

Jest to streszczenie w kilkunastu wierszach przemdéwienia P i-
carda, w ktérem przedstawil zarys historyi najnowszych badan nad
teoryg powierzchni algebraicznych.

J. Hadamard. Sur certaines applications possibles de la
théorie des ensembles (str. 200—202).

Autor zwraca uwage na pozytek rozwazania mnogoéci funkeyj
gdy dotad rozwazano przewaZnie mnogoéci liczb. W teoryi szeregéw,
a gléwnie w teoryi réwnan czastkowych, badania te moga mie¢ wielks
donioslosé,

S. Pincherle. Remarque relative -4 la communication de
M. Hadamard (str. 203).
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Méwea zwraca uwage na to, ze matematycy wloscy od pewnego
czasu zajmujg si¢ badaniami, o jakich méwi Hadamard.

E. Borel Remarque relative 4 la communication de M. H a-
damard (str. 204—205).

Méwca, nawiazujgc rzecz do komunikata Hadamarda, rzuca
kilka uwag o znaczeniu funkeyj dowolnych w fozwigzaniach réwnat
réZniczkowych,

N. Bougaiev. Les mathématiques et la conception du monde
au point de vue de la philosophie scientifique (str. 206—223).

Autor przeprowadza tu mysl, ze w stosowaniu matematyki do
wytworzenia pogladu filozoficzno-naukowego na &wiat opierano si¢
przewaznie na analizie, t.j. na teoryi funkcyj ciaglych, i w tym
kierunku opracowywano zasady tego pogladu, Tymczasem obok
analizy nie mniejszego znaczenia jest arytmologia, jako teorya
funkeyj nieciaglych. Punkt widzenia arytmologiczny powi-
nien odtad byé dopelnieniem pogladu analitycznego. Précz
tego filozof powinien poslugiwaé sig réwniez teorys prawdopodobien-
stwa, gdy analiza i arytmologia nie daja mu odpowiedzi na interesujgce
go pytania,

L. Autonne. Sur les poles des fonctions uniformes & plusiears
variables indépendantes (str. 224—226).

Z. de Galdeano. L'unification des concepts dans les mathé-
matiques (str. 227—231).

Autor, wymieniajgc najwazniejsze kierunki badan w rozmaitych
dziedzinach matematyki, dotyka kilkoma slowami ich wzajemnego
zwigzku i zaznacza daZenia unifikacyjoe w nauce spélezesneyj.

Sekcya 3. Geometrya.

Th. Reye. FEinige neue Eigenschaften des quadratischen
Strahlenkomplexes (str. 232—241).

Autor tu daje krétki zarys dotychczasowych rezultatéw w tej
dziedzinie, ktére zawdzigczamy przewainie badaniom Pliic kera,
Kleina Battagliniego, Liego, Schurai innych, W swo-
ith rozprawach, ogloszonych w r. 1876 w dzienniku Crellego
(t 82), autor zwrdcil byl na uwagg na zwiazek kwadratowego kom-
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pleksu promieni z pewnemi rozmaitosciami kwadratowemi oo® powie-
rzchni stopnia drugiego, Te to wlaénie . powierzchnie, spélzmienne
z kompleksem i odpowiednie jego wlasnosci stanowig tresé komu-
nikatu, '

F. Gerbaldi. Sul gruppe semplice di 360 collineazioni
piane (str. 242—246),

Uklady szedciu stozkowych, parami - harmonicznie wpisanych
i opisanych, maja wazne znaczenie w badaniu grupy pojedynczej
G440 360 kolineacyj plaskich. Autor od dluzszego czasu zajmowal sig
badaniem tej grupy, a ostatnio podjgte poszukiwania nad zwiazkiem jej
z.réwnaniem ogdlnem szdstego stopnia wedlug metody Kleina, do-
prowadzily go do niektérych rezultatéw, ktére w komunikacie niniej-
szym przedstawia, .

C. Burali-Forti. Les postulats pour la Géométrie d'Euclide
et de Lobatschewsky (str, 247—250).

Autor stara si¢ wykazaé, ze za pomocg niewielkich zmian w zna-
nych rezultatach naukowych mozZna otrzymaé zupelny uklad pewnikéw
dla geemetryi euklidesowej, pod formg tak prosts i jasng, Ze potrzeba
tylko rozwinigcia ich, by pozyskaé calkowity traktat geometryi, odpo-
wiadajacy wymaganiom naukowym i dydaktycznym.

J. Andrade. Statique non—euclidienne (str. 2561—253).

Autor wykazuje, Ze niektére twierdzenia statyki s wspdlnemi
wszystkim trzem geometryom, inne zas$ sg w nich réZznemi. Wogdle
pojecie grupy réwnowaznosci daje w sposéb intuicyjny wlasnodei me-
tryczne wszystkich trzech geometryj.

G. Fano. Ube Gruppen, insbesondere kontinuierliche Gruppen
von Cremona — Transformationen der Ebene und des Raumes (str.
264—255).

Mowca wspomina o zwiazku pomiedzy skladem grupy przeksztal-
cei Cremony, a pewnemi grupami rzutowemi i wyjaénia twierdze-
nie: kazda grupa ciggla Cremonowskich przeksztalcen dowolnej prze-
strzeni R, jest réwnowazna grupie przeksztalcen rzutowych mnogosci
wymiernej M, , nalezgcej do przestrzeni R, (n > k).

H. Brunn. Uber verknotete Kurven (str. 266—268).

Moéwea podaje niektdére spostrzezenia, dotyczace przedstawiania
i opisywania wezléw w krzywych wiazanych.
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Sekcya 4. Mechanika i fizyka matematyczna.

A, Stodola. Uber die Beziechungen der Technik zur Mathe-
matik (str, 260—271).

Technike okreSlamy w ogdlnosci jako dzialalnoé¢ ludzks,
skierowans ku spozytkowaniu w celach przemyslowych zapasu eilér:gii
i materyaléw surowych, znajdujacych si¢ w przyrodzie, Lecz poniewaz
okreélenie to obejmuje takze i rgkodziela, wigc nalezy je dopelnié za-
strzezeniem, ze technika stosuje do swych zagadnien rezultaty nauko-
wego poznania i metod naukowych.

Geniusz, wiedza i praca wytrwala stanowia zrédla postepu techniki.
Wielki postgp zawdzigeza ona odkryciu zasady stalosci energii,
zasadzie Carnota—Clausiusa (prl'ace Hirna, Otto’a, Die-
sela), dalej pracom Culmanna, Maxwella, Castigliano,
Mohra.

Zwiazek techniki z matematyka tkwi w jej stosunku do wiedzy
w ogéle. Technik spozytkowuje wprawdzie gléwnie zastosowania
matematyki, ale w tych musi byé pewnym i samodzielnym. Stosowa-
nie matematyki nie ma jedynie polega¢ na podstawianiu wartesci liczbo-
wych w gotowe wzory. Postulaty swoje (gléwnie odnosnie do inZynieréw
budowy machin i elektrotechnikéw), streszcza méwea w ten sposéb:

1-o Matematyka jest dla technika nauks podstawows (grund-
legend).

9-0 Srodek cigzkosci wykladu matematyki stosowanej przypada
na mechanike techniczng i fizyke techniczng, ktére Iacza w sobie mate-
matyczne wyszkolenie ze stosowalnoscig praktyczna,.

Rozwingwszy te postulaty, dodaje szereg uwag i przestrog, doty-
czgcych prowadzenia wykladéw matematyki w instytutach technicznych.

N. Joukovsky. Ein neuer gyroskopischer Apparat (str.
272—273).

Sekeya 5. Historya i bibliografia.

H. & Zeuthen. Issac Barrow et la méthode inverse des tan-
gentes (str. 274—280). o

Odczyt podnosi znaczenie Izaaka Barrowa, nauczyciela i przy-
jaciela Newtona, W historyi rachunku wyZszego. Zdaniem moéwey,
matematyk ten nie tylko uzywal metod, ktére pézniej Wyflaly .rachunek
fuksyj* Newtona i rachunek roéZniczkowy Leibniza, ale
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nadto z zupélng Swiadomoseia stosowal metode ,odwrotng stycznych®,
tak Ze w jego lekeyach znales¢ moZna poczatek rachunku calkowego.

G. Enestrdm, Ueber die neuesten mathematisch-bibliographi-
schen Untersuchungen (str. 281-—288).

Odezyt ten podalismy calkowicie w ,Wiadomoéciach matema-
tycznych*, t. I, str. 192—198,

G. Loria. Apergu sur le développement historique de la théo-
rie des courbes planes (str. 289—298).

Odeczyt ten podajemy calkowicie w niniejszym zeszycie ,Wiado-
modci matematycznych®.

\ -
C. Wyklady na drugiem zebraniunogélnem.

G. Peano. Logica matematica (str. 299).

Méwea na podstawie swego dzielka: ,Logique mathématique®
(stenowigcego § 1 tomu 2sgo wydawnictwa ,Formulaire des mathéma-
tiques*“), objasnil sluchaczom zasady swego znakowania i stosowania go
w logice matematycznej.

F. Klein. Zur Frage des htheren mathematischen Unterrichts
(str. 300—306).

Méwea rozwija przed sluchaczami niektére mysli o ksztalceniu
adeptéw nauki matematycznej, takich mianowicie, ktérzy majg staé sig
z czasem wladciwymi badaczami.

Najprzdd uwasa za niezbedne pewne urzadzenia zewnetrzne,
do jakich zalicza przedewszystkiem dostepne i zasobne biblioteki
matematyczne, oraz blizki stosunek osobisty stu-
dentéw z profesorami i studentéw pomiedzy sobs,. ?rzechodze,c do
wlaéciwego tematn, kladzie nacisk na koniecznosé ulatwiania adeptom
pojmowania istoty pomysléw i metod pracy, panujacych w rozmaitych
dzialach umiejgtnosci,

‘W poczatkach swego zawodu uwaZzal za niezbedne do wyksztal-
¢enia matematycznego trzy nauki: geometrye nows, teorye funkcy)
zmienne;j zespolonej i teorye grup. Do pierwszej z nich zalicza nietylko
metody szkoly rzutowej (poczawszy od Ponceleta), lecz i pézniej-
sze teorye: przestrzeni n-wymiarowych, nowoczesns geometrye prze-
ksztalcern w zastosowaniu do tworéw algebraicznych oraz do pytan
geometryi réZniczkowej.
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Teorya funkeyj zmiennej zespolonej, moze by¢ pojeta dwojako.
Jeieli powierzchni¢ Riemannowskg przyjmiemy za podscielisko
teoryi funkeyj. to idzie w niej najprzéd o przypadek specyalny pewnych
konstrukeyj przestrzennych. Lecz stanowi to tylko wstep do rozwaza-
nia ogdlnicjszego, dzigki ktéremu wszystko, co dzieje sig w otaczajacej
nas zwyklej rzeczywistosci, wydaje sig jakoby ,przecieciem“ doskonal-
szego $wiata o podwdjnej liczbie wymiaréw. W tym drugim $wiecie
uskuteczniamy badania nasze, a stad dopiero wnioskujemy o Swiecie
pierwszym; jest to pewien rodzaj filozofii platoniskiej na podstawie
matematycznej.

Teorya grup stanowi zasade Iaczacy i porzadkujaca systema-
tycznie mnogos¢ pojedyrnczych szezegoléw, ktora potem staje si¢ przed-
miotem badania samodzielnego, Prowadzac do poznania tego, co jest
trwalem w przemianie zjawisk, staje si¢ ona teorya, niezmiennikéw
W pojeciu najrozleglejszem.

Waznos¢ tych trzech nauk dzis, zdaniem K1leina, w zupelnosci
si¢ utrzymuje, lecz do nich dolacza on obecnie dwie umiejetnosei,
ktorym Weierstrass i Kronecker nadali formy typowe,
a mianowicie: 0 gélng nauke o wielkosciachiteoryg
liczb. ‘

Ogdélngnaukyg o wielkosciach nazywamyrozwazania,
dotyczace uzasadnienia logicznego naszej nauki. Nalezy tu przedewszy-
stkiem $cisle okreslenie pojecia granicy, przy najogdlniejszej zaleznosci
funkeyjnej jakichkolwiek wielkosci. .

Teorya liczb zajmuje oddawna w matematyce miejsce
szczegllne. Jej zwiazek z innemi czeSciami matematyki jest dotad
hardziej przypadkowy, ale z dniem kazdym staje sig bardziej organi-
czny. Z jednej strony wplywa na to polaczenie pojecie grupy,
z drugiej strony fakt, ze liczby algebraiczne mozna badaé z tego
samego stanowiska jak funkcye algebraiczne zmiennej.

Do tych pigciu nauk nalezy dolaczyé jeszeze matematyke
stosowana. Matematyk czysty winien mie¢ pewne Lczucie“ z ma-
tematyks, stosowana, aby rozumial, o co w niej idzie. Od matematyki
stosowanej oczekuje Klein zbawiennego skutku w studyach mate-
matycznych; ona to bowiem rozwija poczucie prostego. i natural?e‘go
pojmowania oraz ogdlnie zrozumialego wyslawiania sig, wzmacniajac
réwnoczednie ,egzekutywe“ matematyczna, 8. D.
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Przeglad nowszych dziel i rozpraw z dzie-
dziny mechaniki.

I

P, Appell. Traité de Mécanique rationelle (Cours de Mécanique
de la Faeulté des sciences). Tom I. Statique, Dynamique du point.
1893. Tome II. Dynamique des systémes. Mécanique analytique. 1895.
Tome III. Hydrostatique. Hydrodynamique (en préparation). Gauthier-
Villars, Paris,
F. Klein u, A. Sommerfeld. Ueber die Theorie des Kreisels.
Heft I. Die kinematischen und kinetischen Grundlagen der Theorie.
1897. B. G. Teubner. Leipzig.

P. Mieszczerskij. Dynamika punktu o masie zmiennej !),
Petersburg. 1897. 89, str, 160.

- Tom I i II Mechaniki Appella obejmuja?): cynematyke,
dynamike punktu, ukladu punktéw i cial stalych. W Rozdziale I-ym
Tomu I-go wylozona jest teorya wektoréw, tresciwie wprawdzie, ale
w zakresie, zupelnie wystarczajacym do zrozumienia dalszego ciagu.
Wprowadzenie wektoréw bardzo ulatwia wyklad, wyslowienie twier-
dzen i pogladowe przedstawienie praw rachu, Wyklad cynematyki jest
réwniez zwiezly i wystarczajacy. Zasadnicze prawa mechaniki, okre-
slenia sily,” masy i pracy sa wyloZone jasno, przyczem uwzglednione
8y jednostki miary, tak teoretyczne jak i praktyczne. Rozdzial IT obej-
muje statyke punktu materyalnego, ukladu punktéw, ciala stalego,
ukladéw odksztalcajacych sie oraz poczatki statyki graficznej. Wyklad
zasady predkosci przygotowanych jest bardzo szczegélowy i opatrzony
zarysem historycznym; stanowi on przejscie od statyki do kinetyki,
W konicu podane sg pojgcia o tarciu. Rozdzial ITI obejmuje dynamike
punktu swobodnego i nieswobodnego, wylozong bardzo szczegdélowo
z zastosowaniem do astronomii i mechaniki nieba. Réwnania L a-
grange'a (wpostaci drugiej). zasady d'Alemberta, Hamiltona

1) Poréwn. ,,Wiadomoéci matematyezne®, Tom 1, str, 125.
%) IL. Memepcrif. HAnnammka Toukn mepemEimmofl Maccil. Rozprawa
na stopiefi magistra.
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i najmniejszego dzialania podane sg dla Jednego punktu materyalnego
czego nie znajdujemy w innych podrecznikach, a co ulatwia zrozumienie
rzeczy, skutkiem dzialan prostszych i wigkszej przejraystodei
‘Wyklad wtym tomie jest latwy, jasny i Scisly; a e nadto w ka-
zdym rozdziale mamy sporo przykladéw i zadan, calkowicie w tekécie
_przerobionych, ‘wigc czytelnik . moZe z latwodcig poznaé . metylko
teorye ale i wyjasni¢ sobie rozmaite punkty i skontrolowaé nabyte
wiadomosci. A
Co powiedziano o tomie I-ym, stosuje sig i do druglego wyklad
Jest wprost przesliczny, a przyklady i zadania jeszcze piekniejsze i cie-
kawsze. W Rozdziale I-ym znajdujemy réwnania kanoniczne H a-
miltona i teoryg Jacobiego, przeprowadzone najprzéd dla je-
dnego punktu materyalnego, co stanowi niezmierne ulatwienie dla
poczatkujacego. Klasyczne zagadnienia wyjasniaja nalezycie ten tru-
dny rozdzial mechaniki analitycznej. Rozdzial II rozpoczyna sie od
okreslenia momentu i elipsojdy bezwladnosci; dalej w mechanice ukladu
punktéw znajdujemy prosty i jasny wyklad zasad: ruchu $rodka bez-
wladnoéci, - momentéw ilogci ruchu, sit Zywych i zachowania energii,
przyczem teorya wektorow stanowi - wazne ulatwienie. Wyklad ruchu
eiala stalego jest obszerny; jest to trudny dzial dynamiki, majacy naj-
wigeej zastosowan w praktyce; Appell wykazuje tu prawdziwy
talent dydaktyczny; jasno$é i prostote, na pozostawiajace nic do zycze-
nia; dobér za$ zadan wybornych (z uwzglednieniem prac nowych K o-
walewskiej, R. Liouville'a), dajac dokladne pojgcie o stanie
dzisiejszym tej teoryi, przygotowu]e zarazem do studyowania prac spe-
cyalnych (Hessego, Zukowskiego Appelrotha Boby-
lewa, Kolosowa it p). Osobno sa traktowane réwnowaga
i ruch wzgledny cial stalych; jako przyklady sluZa: jazda na welocy-
pedzie, ruch na ziemi i t. p. Czytelnik, obznajmiony juz z wyloZonemi
w tomie I-ym rownaniami Lagrangeza (w postaci drugiej), z zasa-
dami d’'Alemberta, Hamiltona i najmniejszego dzialania,
2 réwnaniami kanonicznemi Hamiltona i teorya Jacobi'ego,
spotyka je znéw tu, ale wylofone ogdlniej, w zastosowaniu do ukladu
punktow i cial stalych; a dosé obszerny zarys teoryi réwnan rézniczko-
wych mechaniki, z uwzglednieniem prac Mayera, Painleve'go,
Poincarégo, Koenigsa i t. d., wprowadza go W mnajcie-
kawszy dzial dynamiki, interesujacy zaréwno osoby, oddajace sig studyom
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mechanicznym, jak i matematykéw czystych. Teorya uderzania sig cial
Jest wyloZona nieco za krétko, jakkolwiek znajdujemy tu najnowsze
prace z tej dziedziny samego Appella (1896).

Jezeli i tora ITII omawianego dziela bedzie zawieral rownies dosko-
naly, jasny i pelny wyklad hydrostatyki i hydrodynamiki — ezego spo-
dziewaé sig moina, sadzac z krétkiej zeszlorocznej notatki Appella
w jednym z dziennikéw francuskich — i jezeli nadto z pod piéra tego
autora wyjdzie i teorya sprefystosci, to otrzymamy -calkowite dzielo,
ktore stanie si¢ waZznem i wielce pozytecznem dla matematyka, fizyka
i specyalisty — mechanika.

Ksiazka F, Kleina i A. Sommerfelda stanowi opraco-
wanie wykladéow Kleina r. 1893/4 w uniwersytecie w Getyndze.
Lekcye te byly pouczajgce i porywajace. Mialy one na celu pokaza¢
na przykladzie konkretnym zastosowanie i przeprowadzenie zasad me-
chaniki, by tym sposobem ulatwié sluchaczom naleyte zrozumienio
jej poje¢ i metod. Gdy sig sluchelo wykladu prof. Kleina, to
zdawalo si¢, Ze metody te zZyja: najbardziej skomplikowane ruchy,
_praswa ruchu i zwiazki pomigdzy jego elementami wystgpowaly przed
umyslami sluchaczy, jakby Zywe ucielesnione postaci.

Rozdzial I obejmuje cynematyke krazka. Spotykamy tu odrebny,
z poczatku dziwny sposob okreslenia ciala. stalego: zamiast ketdéw
Eulera wprowadza Klein catery nowe spélrzedne a, §, y, 6, pree-~
jete z teoryi funkeyj, przy uzyciu kulistej powierzchni Riem anna.
Spélrzedne te grajg w calym wykladzie wazng role i ulatwiaja naste-
puie przedstawienie teoryi. Ciekawym w tym rozdziale jest wylkdad.
o kwaternionach i ich interpretacyi mechaniczne;j.

Rozdzial II p. t.: Wastep do kinetyki (statyka i teorya impulsu);
zawiera rozbidr filozoficany pojgcia sily. Klein rozpatruje jej pojecie
.antropomorficzne“, gdy mamy do spelnienia pewng pracgi w tym
celu musimy wykona¢ pewne nateéenie; miang sily jest w tym razie
praca wykonsna podzielona przez wywolane przesunigeie, Sile dzia-.
lajgca przez pewien przecigg czasu, moZemy przedstawit sobie albo:
jako dzialajacq sposobem naglym, albo tez jako zloZong z niezmier-
nie wielkiej liczby pchnigé¢ krétko trwajgcych, Klein zatrzymuje sig
nad tym drugim sposobem przedstawienia, jako bardziej odpowiadaja-
cym rzeczywistosci, i wprowadzajac pojecie ,impulsu“, tworzy odpo-
wiednie réwnania ruchu.
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W Rozdziale III wyprowadza réwnania Euler a, stosuje je do
krazka, rozpatruje ruch jego pod wplywem réznych sil i przy réznych
warunkach. Wyklad jest przewaZnie geometryczny; teorya analityezna
ruchu bedzie wylozona w zeszycie drugim, ktéry jest w druku '). Ale
i tu napotykamy rozmaite twierdzenia z teoryi funkeyj, ktérej znajo-
mo$é jest niezbgdna do zrozumienia wykladu i przewodnich my$li
Kleina.

Jacobi w swoich , Wykladach dynamiki“ wspomina o tem, Ze
i dla cial z masa zmienng mozna wyprowadzié réwnania rézniczkowe
ruchu, ale dodaje, Ze bylo to dotychczas niepotrzebne, bo nie mamy
$rodkéw obserwowania zmiany mas cial takich, jak planety lub komety,
o ktérych mozuaby przypuszczaé, ze zmieniaja swa masg. Pézniejsi
badacze: Cayley, Gyldén Seeliger i inni dotykali réwniez
tego pytania. Autor wspomniawszy o tych pracach, przechodzi do
wlasnych badah. Zmiang masy przedstawia sobie trojako: 1) do
ciala przybywaja czastki nowe, 2) cialo traci czastki, 3) przybywanie
jednych i odlaczanie sig innych czastek odbywa sig réwnoczesnie. Dla
tych zalozen otrzymuje on réwnania ruchu (Rozdzial I). Na poczatku
rozwaia przypadek, w ktorym owe przylaczajace lub odlaczajace sig
czastki przylaczaja sig lub odlaczajg od ciala przez okreslony prze-
ciag czasu, skutkiem czego i masa zmienia sig tylko przez czas pewien,
jak to np. zachodzi w ruchu balonu, z ktérego wysypuja piasek. Potem
przechodzi do zmiany ciaglej i wykazuje, ze w niektérych przy-
padkach rownania ruchu pozostajg takie same, jak i dla cial z masa
stala; w innych za$ przypadkach nalezy dolaczyt ,sily dodatkowe®,
ukazujace si¢ skutkiem uderzen, wywolanych przez zmieniajace sig
czastki. Wyklad mechaniki rozpoczyna sie zwykle od nauki o ruchu
punktu materyalnego, a potem przechodzi sig do ruchu ciala, a to dla-
tego, ze zasady stosowane w pierwszym przypadku przenoszg sig z la-
twoscig, przy odpowiednich zmianach i dopelnjeniach, na ruch ukladu
punktow i ciala; zgodnie z tem, autor rozwaza najprzéd ?unkt mate-
ryalny, ktérego masa moze Sig zmieniaé, ibafla. ruch ta,l.nego punktu
(Rozdzial I). Zmiang masy punktu przedstawia on sobie w ten spo-

1) Zeszyt ten &wiezo opuseil juz prasg. Podamy o nim spraweozdanie
W nastgpnym zeszyeie » WiadomoSei“. (Przyp. Redi)7.
Wiad. mat. IT 1808.
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86D, ge do punktu dolgcza zmieniajacy si¢ masg, skoncentrowans te
w jednym punkcie.

Réwnania ruchu v masie zmiennej w wielu przypadkach, np, gdy
predkosé punktu i predkos¢ punktu zmieniajacego mase sa jednakowe,
sg, takie same, jak dla punktu o masie stalej; w innych za$ przypadkach
trzeba dolaczyé ,sily dodatkowe“. Po otrzymaniu odpowiednich réwnan
i przedstawieniu ich w réznych postaciach, autor wprowadza rozmaite
przypuszezenia o wzglednej predkosci zmieniajacej si¢ masy i poswigca
reszte rozprawy (Rozdzialy III—VIII) rozwiazaniu rozmaitych zaga-
dnien o ruchu punktu, majacego masg¢ zmienna. Przy wyborze zadan
trzyma si¢ zasad nastepujacych: 1) zadania winny wyjasni¢ wplyw
zmiany masy punktu na ruch jego; 2) sily dzialajace na punkt po-
winny nalezeé do kategoryj sil, napotykanych w przyrodzie (sila cia-
Zenia, przycigganie wedlug prawa Newtona i t. p.); 3)rozwigzanie
zadan powinno prowadzi¢ do kwadratur lub do réwnan znanych jak
Riccatiego, Bessela i t.p. 1)),

‘W ogoéle rozprawa jest starannie i logicznie opracowana, Jest ona
wladciwie tylko poczatkiem wigkszej pracy, mianowicie dynamiki
(i w ogdle mechaniki) ciala o masie zmiennej; z ciekawoscig tedy
oczekujemy dalszego ciagu. T. Friesendorff.

Martin Brendel. Theorie der kleinen Plane-
ten. Berlin 1898.
‘W zasadniczych réwnaniach rézniczkowych teoryi zaburzen :

d*z M Q0
a + n u ox .’
d*y My R
dt? + o M dy
diz Mz o]
ar + = R M oz

1) Jeden z oponentéw, podezas obrony rozprawy, uczynil autorowi
uwage, iz niepotrzebunie unika tym sposobem trudnoici matematyeznyeh; zarzut
ten wszakie nie ma znaczenia wobee okolicznosei, ze praca autora jest pierwszg
probg tego rodzaju.
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N

gdzie Q oznacza t. zw. funkcyg perturbacyjna, w teoryi planet praJwa
strona zawsze jest ilosciy mala rzedu masy zaburzajacej. Z tego
tez powodu w przewaznej czesci dotychezasowych teoryj rozwiszanie
tych rownan polegalo na uprzedniém rozwinigciu prawych stron na
szeregi, postgpujace wedlug poteg mimosrodu, pochylosci i masy zabu-
rzajacej. W rzeczywistosci jednakze szeregi te postgpuja nie wedlug
poteg masy, ale wedlug poteg samych zaburzen, ktére niekiedy moga,
by¢ znacznie wigkszemi; skutkiem tego w wielu razach rachunki pro-
wadza do rezultatéw blednych.

Wyrazy, jakie w tych rozwinigciach wystepuja, sa 3-ch rodzajéw:
1) wyrazy zwyczajne czyli krétkookresowe, ktérych warto$¢ zawsze
jest tego ‘samego rzedu co masa zaburzajaca; 2) wyrazy (nieréwno-
$ci) dlugookresowe, ktérych wartos¢ z powodu malych dzielnikéw,
wystepujacych przy calkowaniu, moze sta¢ si¢ wigksza od samych za-
burzen. Wyrazy te pod wzgledem wartodci nie przekraczaja pewnej
granicy, jednakZe dla otrzymania rezultatéw Scistych, trzeba caesto
uwzgledniaé wielks ich liczbg; mianowicie wszystkie, ktore na rezultat
rachunku wplywaé moga, co niekiedy jest rzecza bardzo trudna;
8) wyrazy wiekowe (sekularne), w ktorych wystepuje czas, jako czyn-
nik, ktére zatem wzrastaja nieograniczenie wraz z czasem.

Wyrazy drugiego i trzeciego rodzaju nadaja wszystkim teoryom
zaburzen jaka$ cechg niepewnoSci, Szczegélnie za$ skutkiem wystgpo-
wania wyrazéw sekularnych zadna metoda nie mogla -da¢ odpowiedzi
w jednej z najwazniejszych kwestyj mechaniki nieba, kwestyi trwalosci
naszego ukladu slonecznego.

Juz Lagrange i Laplace prébowali zastapi¢ wyrazy
sekularne przez peryodyczne i uczynili to po czesci, wszakZe nie
uwzgledniajac wyrazéw 4-go stopnia wzgledem mimosrodéw i pochy-
losci. Pozbycie sig tych wyrazow jest tez jednym z gléwnych celéw
metody G yldéna. Azeby osiagnaé ten cel, bierze Gyldén za
podstawe rachunku nie elipsg keplerowska, ale t. zw. droge absolutng ).
Orbita absolatna G y1d éna otrzymuje sig, jezeli zcalkowat wysej
péjlane réwnania, uwzgledniajac w rozwiniefciul praweq' strony t}"lko
t. zw. wyrazy elementarne, t. j. nie zawierajace masy jako czynnika,

1) Patrz .Prace matematyezno-fizyezne®, t. VII, str. 150 i dalsze.
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Droga absolutna planety rézni sig od rzeczywistej tylko o ilodci, pomno-
%oue przez masq zaburzajacs lub jej potegi; te ilodci wszakze w przypad-
kach znacznych mimodrodéw i pochylodci moga mie¢ wartos¢ znaczng,
Z drugiej strony obrachowanie drogi absolutnej nie jest wcale rzecza
latwa. To tes metoda G yldéna w tej formie, w jakiej przez niego
zostala rozwinigta, przewaZnie stosowaé sig daje tylko w badaniach teo-
retycznych (kwestya trwalosci), do rachunkéw za$ praktycznych malo
si¢ nadaje. )

Teorya planet p. Brendela, ktéry nalezy do najwybitniej-
szych ucznidw Gyldéna, ma przeciwnie przewainie na widoku
cele praktyczne, opiera si¢ zas na podstawach podobnych, jak i teorya
Gyldéna. Brendel, podobnie jak Gyldén, juzw l-em przy-
blizeniu stara siq mozliwie zblizy¢é do prawdziwej drogi planety,
bardziej mianowicie niz droga absolutna Gyldéna. Daiy on do
tego, azeby ostateczna postaé rozwinigé wystapila juz w pierwszem
przybliZeniu; wyrazy zas, wystepujace w nastepnych przybliZeniach,
maja byé analogiczne (pod wzgledem okresu) do juZ istniejgeych.
‘W.tym celu uwzglednia on juz w 1-em przyblizeniu wyrazy, w ktérych
okresy zalezne sg od okresu obiegu masy zaburzajacej.

Ksztalt drogi, planety, podlegajacej zaburzeniu, oraz zaleznosé
pomiedzy dlugoscia planety w jej drodze v a czasem ¢ mofna wyrazié
za pomocs rownan :

Vad=g L, av  VEaO=p
T T 14 T T T8

gdzie g, 5, S, t. zw. spdlrzedne G yld énowskie, majg wogélnosci
wartoS¢ mals tego samego rzedu co mimosréd. Brendel wy-
prowadza réwnania rozniezkowe dla funkeyj §'i g, z ktérych po zcal-
kowaniu otrzymujg sie rozwinigcia postaci nastepujace;:

(1)

S:a,—z-a'—”oos(l,,v—B.)

b,

g=cos[(l—)v-I+2Z T—p—i7 cos (1, v — B,) .
Zaleznie od wartosci 4,, wystepuja tu wyrazy nastgpujacych ka-

tegoryj. "W rozwinieciu dla S: 1) wyrazy elementarne dlugookresowe
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2) dlugookresowe charakterystyczne, 3) zwyczajne. W rozwinigeiu za$
dla p: 1) krétkookresowe elementarne, 2) krétkookresowe charaktery-
styczne, 3) zwyczajne. Te trzy kategorye wzajemnie odpowiadaja sobie,
jak réwniez trzem kategoryom wyrazéw, wystgpujacych w dawniej-
szych teoryach zaburzen. Widzimy zatem, iz w tej teoryi wyrazy
sekularne zostaly zastgpione przez peryodyczne. Oprécz wyrazéw zwy-
czajnych, mamy tu zatem cztery rodzaje wyrazéw z nastepujacemi
argumentami:

A) e, v— A, C) 8.,v—C,
B) (1—o,)v—1TI, D) 1—é,)v—D,.
Przez g, oznaczong zostala wartos¢ ilosci 1, w 1-ej kategoryi

wyrazow, przez 8, wartosé tychze A, w drugiej kategoryi. Sg to
ilodci male, ale réznego rzedu. Wyrazy, zaleZne od powyzszych
argumentéw, nazywamy odpowiednio wyrazami typéw A, B, C, D.
Z tych wyrazy typu A, C sg dlugookresowe, typu zas B i D krétko-
okresowe; z drugiej strony wyrazy typu A i B sa elementarne, typu za$
C i D — charakterystyczne. Te ostatnie wystepuja wtedy, gdy éredni
ruch planety malej i zaburzajacej (Jowisza) zbliZajg si¢ do liczb spdl-
miernych.
‘ Funkeya 7 okresla si¢ w sposob nastgpujacy. JeZeli oznaczymy
cz¢sé elementarng funkeyi g (przez (o), to mamy:

(o) =l cos[(1 —¢) v—T"+ Zkn cos [(1—on)v—-T%).
Oznaczmy w = I'-} cv, wy = [y~ 640, Wige mamy:
(g)=lc<;os(v—w)—|— Sk, cos (v — w) .
Kladziemy teraz:
neos II=1F c.os w -+ Xk cos w,
ysin II =k sinw + Xk, sin w, ,
skad wyplywa jeszcze, iz

(Q):?] COS(U—; [I).
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Z wyrazen powyzszych widzimy, ze funkeye # i IT skladaja sig
7 wyrazéw elementarnych dlugookresowych, wyrazéw za$ nowych typéw
nie zawierajy.

Funkeye g, 8,7, I1 daja nam poloZenie planety w chwilowej
plaszczyznie jej drogi. Do obrachowania przestrzennych spélrzednych
heliocentrycznych nalezy dokladnie okresli¢ funkeye 3 — sin b, gdzie b
jest szerokoscig planety wzgledem plaszezyzny fundumentalnej. Pan
Brendel wyprowadza réwnanie réiniczkowe dla funkeyi 3, ktére
Jest tego samego typu, jak réwnanie dla g, skad wyplywa, iz wyrazy,
jakie wystepuja w rozwinigciu tej funkeyi, nalezg (oprécz zwyczajnych)
do typéw B i D.

Calkowanie réwnan dla g, §,7,3 i niektérych innych, wystgpu-
jacych w teoryi, oraz rozwinigcie funkeyi perturbacyjnej £ i jej po-
chodnych czastkowych P, Q. Z wedlug poteg funkeyj o, % etc. zajmuje
wigksza czs¢ pracy p. Brendela.

Teorya p. Brendela zasluguje na szezegélne wyréznienie
z tego gléwnie powodn, Ze znajduje ona zastosowanie nawet w t. zw.
przypadkach krytycznych, &.j. gdy stosunek sredniego ruchu planety
badanej do sredniego ruchu Jowisza zbliza si¢ bardzo do ulamka z ma-

lym licznikiem i mianownikiem, np, -—:— ’% etc. jak réwniez i dlatego,

e forma rozwinig¢ w pierwszem przybliZeniu prawie juz jest ostateczna,
dalsze przybliZenia zas sluzg jedynie do dokladniejszego okreslenia
spélezynnikéw wyrazéw. Same te spélezynniki zaé sy funkcyami ruchu
éredniego planety, co daje moZznos¢ obrachowaé tablice, z ktorych,
biorac za argument sredni ruch planety, bedzie mozna otrzymaé przy-
najmniej najwazniejsze wyrazy, sluZzace do obrachowania jej polozenia.
Tego rodzaju tablice dla planet z érednig szybkoscig od 700" do 1200"
sg obecnie w przygotowaniu, a wykonaniem ich pod kierunkiem prof.
Bauschingera zajmuje sig Instytut rachunkowy obserwatoryum
Berlinskiego.

Dodaé winniémy, iz pomimo, Ze dazenie p. Brendela, bylo
natury czysto praktycznej, mianowicie podanie spélrzednych sferycznych
drobnych planet w okresie 100 lat i dokladnoscig 1’, metoda jego do-
prowadzila do wnioskéw teoretycznych nader ciekawych o lukach
w chmurze drobnych planet w pewnych odleglosciach od slonca.
Luki, faktycznie dostrzeZone, znajdujg zupelnie dokladne objasSnienie;
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o innych za$, dotychezas niedostrzeZonych przewiduje teorya, Ze one
istniejs w istocie. Przyszlo&é to pokaZe. M. Ernst.

Rozprawy Akademii Umiejetnodei. Wydzial mate-
matyezno-przyrodniezy. SeryaIl. Tom XIII. Ogélnego zbioru tom
trzydziesty trzeci. W Krakowie 1898.

Tom ten zawiora 18 rozpraw, z pomiedzy ktérych wymieniamy nastepu-
jace z dziedziny nauk matematyezno-fizyeznych: S. Dickstein, Wiadomosé
o korespondeneyi Kochanskiego z Leibnizem (str.1—9); T. Estreicher,
Zachowanic si¢ chlorewodoreéw w nizkich temperaturach (str. 27—32); K. Z o-
rawski, O pewnychzwigzkach w teoryi powierzehni (str. 107—119); M. K o-
walskiiS. Niementowski, Oamidynach kwaséw antranilowych (str.
120—135); S. Niementowski, O nowych sposobach otrzymywania anhy-
drozwigzkéw (str.136—149); S. Niementow ski, O dzialaniu estréw na
aromatyezne aminy (str. 150—153); W1 Natanson, O teoryi kinetyeznej
ruchu wirowego (str. 154—170); K. Olearskii L. Silberstein, Kilka
uwag o parze przesyconej (str. 306—311); L. Birkenmajer, Wyniki po-
miaréw natezenia sily cigzkodei w kilku miejscowosciach Galicyi zachodniej
(str. 312—347); M. P. Rudzki, O rozehodzeniu si¢ drgaf podezas trzgsief
ziemi (str. 348—376); M. P. Rudzki, O ksztaleie fali sprezystej w pokladach
ziemskich; T. Estreicher, Przyezynki do znajomosei butylobenzolu drugo-
rzednego (str. 398—410).

Bulletin internationalde 'Académiedes sciences
de Cracovie. Comptesrendus des séances de 'année 1898

Avril. Zeszyt ten zawiera streszezenia prac pp. Browicza,
Rudzkiego, Wroblewskiego, Niezabitowskiego, Jawor-
skiego, Bikelesa, Browiecza i Natansona, ktére przedstawiono
na posiedzeniach Wydzialu matemat.-przyrodn. dnia 4 i 25 kwietnia 1898
(patrz ,Kronikg“).

Mai. Streszezenia przedstawionych na posiedzenin dnia 2 maja 1898 r.
rozpraw: Browieza, Cybulskiego, Switalskiego (patrz ,Kro-
nike*).

Juin. Streszezenia prac pp. Browicza, Kepiliskiegoi Me-
reckiego, ktére przedstawiono na posiedzeniu dnia 6 ezerwea 1898 r.
(patrz ,Kronike*).

Juillet. Streszezenia rozpraw pp. Witkowskiego, Natan-
gsona, Strumpfa, Znatowicza, ktére przedstawiono na posiedzeniu
dnia 4 lipea r. b. (patrz ,Kronikg®).

Prace matematyczno-fizyczne, wydawane przez S. Dick-
steina, WL Gosiewskiego, E. i Wi Natansonéw, A Witkow-
skiego i K. Zorawskiego, t. IX, 80 wi¢k,, str. 275. Warszawa 1898.
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Tom ten obejmuje: S. Zaremba ,Zastosowanie metody Picarda do
rownai rozniezkowych czastkowyeh o trzeeh zmiennych® (str. 1—27); Fr. Mer-
tens ,O0 przestepnosei liczb e i n“ (str. 28—45); L. Podlaski ,O tlumieniu
sig drgain w osrodkach doskonale sprezystych“ (str. 46—60); C. Rusjan
nTeorya przeksztalcenia Pfaffa“. Dokoficzenie (str. 61—102); L. Silberstein
nTeorya molekunlarna przewodnikiw elektryeznyeh, pélprzewodnikéw i dielek-
trykow® (str. 103—116); Wi Gosiewski ,0 prawie prawdopodobierstwa
bledu“ (str. 117—130); S. Zaremba ,0 zasadzie Dirichleta® (str. 131—138);
8t. Kepifiski ,0 peryodach calek hypereliptyeznyech rodzaju p=2¢ (str.
139—163): W. Arvay ,Wyznaczenie paru granic w teoryi powierzehni (str.
164—169): E. Wierzbicki ,Streszezenie dziela Liego. Geometrya prze-
ksztalcei stycznodciowych® (str. 170—212): Z. Krygowski ,Przyczynek do
teoryi funkeyj o obszarach osobliwych“ (str. 213—221); Fr. Meyer .O stanie
obecnym teoryi niezmiennikow. Przekiad S. Dicksteina, cigg dalszy (str. 222—
241). Sprawozdania z piémiennictwa polskiego w dziedzinie nauk mate-
matyezno-flzyeznych za rok 1896 przez W. Biernackiego, S. Dicksteina,
E. Estreichera, Wi Gosiewskiego, S. Kepifiskiego, L. Klec-
kiego, WL Natansona, M. P. Rudzkiego, A. Witkowskiego
i K. Zérawskiego.

K. Zora wski. Przyezynek do teoryi nieskoiiczenie malych przeksztal-
cefi. W Krakowie, nakladem Akademii Umiejgtnoéci 1898 r. Osobne odbicie
z tomu XXXIV Rozpraw Wydz. mat.-przyr. Akademii Umiejgtnosei 8-ka wigk.
stron 15,

K. Zorawski. O calkowaniv pewnej kategoryi rownat rézniczko-
wyeh zwyczajoyeh rz¢du 3-go. W Krakowie, nakludem Akademii Uniejetnosei
1898. Osobne odbicie z tomu XXXIV Rozpraw Wydz. matem -przyr. Akademii
Umiejgtnoéei 8-ka wigk., stron 65.

M. P. Rudzki. O pewnem zjawisku podobnem do dyspersyi optyeznej
III. Studyum z teoryi trze¢sied ziemi. W Krakowie, nakladem Akademii Umie-
jetnoéei 1898. Osobne odbicie z tomu XXXVI Rozpraw Wydzialu matema-
tyezno-przyrodnioczego Akademii Umiejetnosei w Krakowie, stron 12 (patrz
Kronike, str. 261).

‘W tyech dniach opudeilo prase dzielo p. t.: Teorya funkeyj anali-
tycznyeh, napisat D-r Jozef kniaz Puzyna, prof. zw. ¢ k. Uniwersytetu
we Lwowie. Tom I, zeszyt 1, 8° wigk., str.288. Cena 2 zir. 50 cent. Lwoiw.
Nakladem autora, z zasitkiem Akademii Umiejetnoéci. Glowny sklad w ksig-
garni H. Altenberga we Lwowie.
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Zeszyt 2-gi (i ostatni) tomu I-go ukaze si¢ w kofieu r. b. Tom 1I
W opracowaniu,

Wydany zeszyt zawiera: Cze§é I. O liezbach, ilo§eiach zmiennyeh
i-mnogosciach. Rozdzial I. Z arytmetyki §§ 1—15. Rozdziat II. O liczbach
slozonych §§ 16—29. Rozdziat III. Z teoryi mnogoéei §§ 30—47. Czeéé 1L
O funkeyach wymiernych. Rozdzial1V. O wymiernych catkowityeh funkeyach
jednej zmiennej §§ 48—60. Rozdzial V. O wymiernyeh funkeyach utamko-
wyeh jednej zmiennej §§ 61—69. Rozdzial VI. O wymiernych funkeyach cal-
kowitych i ulamkowych wielu zmiennych §§ 70—86. Cz ¢ & ¢ ill. O funkeyach
symetryeznych i wielopostaciowyeh, o obrotach wielodcianéw umiarowyeh
i ich funkeyach. Rozdzial VII O funkeyach symetryeznych, grupach i o funk-
eyach wielopostaciowyeh §§ 87—104. Rozdziat VIII. O obrotach wielogeianow
umiarowyech i ich funkeyach §§ 105—114.

Po wyjseiu 2-go zeszytu Tomu I-go podamy obszerniejsze sprawozdanie
o tem dziele. '

Henryk Aretowski. Materyaly do bibliografii prac naukowych
polskich, zebrane przez . . . dla Komitetu bibliograficznego Towarzystwa kré-
lewskiego Londyiskiego. Warszawa 1897. Druk J. Sikorskiego, Warecka
14, 89, str. 76.

Matoryal utozony jest alfabetycznie wedlug nazwisk autoréw. Uwzgle-
dniono w nim nastgpujace czasopisma: 1) Kwartalnik navkowy, Krakow I—IV,
1835—1836. 2) Miscell Cracov. 1814—1815. 3) Miscell Crac. nov. 1829. 4) Nowy
Pamietnik Warszawski tomy 1—20, 180I—1805, 1809—1810. 5) Pamigtnik
Warszawski 1815—1821, toméw 21, 1822—1823 toméw 6. 6) Pamietnik War-
szawski umiejgtnoéei ezystych i stosowanyeh I—IV, 1829. 7) Pamigtnik far-
maceutyezny krakowski 1—III, 1834—1836. 8) Pamigtnik Towarzystwa Nauk
écistyeh w Paryzu I—XII, 1871—1882. 9) Przeglad polski, Krakow 1866—1895.
10) Roezniki Towarzystwa Przyjaciot Nauk, t. II—21, 1802—1830. 11) Roezniki
Towarzystwa naukowego krakowskiego 1817--1872, t. 1—42. 12) Roeczniki
Towarzystwa Przyjaciét nauk poznaiskiego 1860—1893. 13) Rocznik Wy-
dziatu lekarskiego Uniwersytetu Jagiellofiskiego I—VIII, 1838—1845. 14) Ro-
czniki gospodarstwa krajowego, wydawane przez Towarzystwo rolnicze w Kro-
lestwie Polskiem 1842—1862. 15) Rozmaitosei naukowe, Krakéw I (1828), 11
(1829), III (1830). 16) Rozprawy e. k. galieyjskiego Towarzystwa gospodar-
skiego 1846—1867, toméw 32.

Henryk Arctowski. Materyaly do bibliografii prac naukowyeh
polskich. Zestawienie treci 14-tu toméw ,Pami¢tnika fizyograficznego®
1891—1896. Bruksela.... Miedzynarodowy Instytut bibliograficzny, 4° str. 14
w dwie szpalty. W koficu spis przedmiotdw.

Henryk Arctowski. Le généalogie des sciences. Quelques re-
marques sur la bibliographie scientifique et le principe de la classification na-
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turelle des sciences. Extrait du Bulletin de I'Institut international de Biblio-
graphie. Bruxelles 1897, str. 19.

Biblioteka przemystowa. Swiatio elektr yezne. Urzgdzenie
i dzialanie instalacyj prywatnych o pradzie stalym. Przewodnik dla monteréw,
maszynistow i wladcicieli instalacyj elektryeznych przez Zygmunta Strasze-
wicza, 146 rysunkéw w tekscie. Cena w oprawie rub. 1 kop. 20. Warszawa.
Naktadem Hipolita Wawelberga 1898, 89, str. 295, VIII.

Biblioteka przemyslowa. Nauka rysunkéw. Wskazowki praktyczne
wykonywania rysunkéw technicznych, wedlug dzielek ,Instructions et conseils
sur 'execution des épures et sar le lavis“ i ,Die Anfertigung der Zeichnungen
fir Maschinenfabriken J. F. Weyde i A. Weickers, ulozy! Edward W a wry-
kiewiez, Z29rysunkami w tekécie i 9 tablicami chromolitografowanemi.
Warszawa. Nakiadem Hipolita Wawelberga 1898, 89, str. 100.

D-r Marcin Ernst. O kofien swiata i kometach. Z powodu przepowie;
dni koica §wiata na r. 1899. Lwéw 1898. Nakladem Towarzystwa wydawni-
czego we Lwowie. Warszawa. St. Sadowski 89, str. 98.

Granice poznania natury. Siedm zagadek wszech~
§wiatowyeh. Dwa odezyty Emila Dubois-Reymonda, z niemiee-
kiego przettumaczyt i wstepem opatrzyl! Maryan Massonins. Wydawni-
etwo . Przegladu Filozoficznego“. Warszawa 1898, 8°, str. XXVII, 54.

D-r M. Smoluchowski Ritter von Smolan. Ueber den Tem-
peratursprung bei Wirmeleitung in Gasen. Odbitka z ,,Sitzungsberichte d. k.
Akademie der Wissenschaften in Wien, Math. naturw, CL** Bd. CVII, Abl. 1l-a,
marzec 1848, stron 26.

Lord Kelvin @. C. Vo. F.R.S.ete. J.Carruthers Beatic D.Se,
F.R.S.E.ete. M. S. Smoluchowski de Smolan Ph. D ete. Experiments
on the Electrical Phenomena produced in Gases by Roéntgen Rays, by Ultra
Violet Light and by Uranium 1898

D-r M. Smoluchowski Ritter von Smolan. Ueber Wirme-
leitung in verdiinnten Gasen. Separat — Abdruck aus den Annalen der Physik
und Chemie. Neue Folge Bd 64 1898. str 101—130.
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D-r M. Smoluechowski de Smolan Ph, D. On conduction of
heat by rarefied gases. From the ,Philosophical Magazine“ for August 1898.
str. 192—205.

L.Grabowski. Einige Bemerkungen zur Erklirung der Polbewegung:
Aus den Sitzungsberichten d. k. Akademie der Wissenschaften in Wien.
Mathem. naturw. Classe Bd. CV1I. Abth. II-a, marzee 1898, 8 wigk., str. 8.

Guiseppe Peano. Analisi della teoria dei vettori. Extr. dagli Atti
della R. Accademia delle seienze di Torino. Vol. XXXIII 1898, 89, str. 24.

Mareo Pieri. Nuove modo di svolgere deduttivamente la geometria
projettiva. Extr. dai ,Rendineonti* di R. Ist. Lomb. di se. e lett. (21, XXXI, 1898.
8°, str. 19.

P. H. Schoute. Extension of the notion of Wave-surface to Space
of n dimeusions. Extr. from the Proceed. of the Edinb. Mathematical Society.
Vol. X VI, str. 6.

T. Cazzaniga. Sul teorema di Weierstrass nel compo ellitico. ,Ren-
dineonti“ del R. Ist. Lombardoe di se e lett. (2) XXXI, 1898, str. 7.

T. Cazzaniga. Funzioni olomorfe nel campo ellitico. Atti d. Aee. R.
delle scienze di Torino XXXIII, str. I7.

T. Cazzaniga. Sulle funzioni ‘olomorfe e meromorfe nel compo ra-
zionale e nel campo ellitico. Atti d. Ace. R. delle scienze di Torino XXXIII.

stron 21.

T.Levi Civita. Sulla integrazione dell’equazione A, Ay u=0. Atti
d. R. Accad. delle scienze di Torino XXXIII, str. 27.

T. Levi Civita. Sopra une transformazione in st stessa della
equazione 4, A, = 0. Atti del R. Ist. Veneto di sc.. let. ed ar. (9), VII, 1897—
1898, str. 1399 —1410.
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Z pubitkacy] Towarzystw ilaukowycib I z czasoplsm.

Wszechséwiat, tygodnik popularny, poéwigecony naukom przyrodni-
ezym, oglosit w Mo 21—44 r. b. migdzy innemi nastepujgce artykuty:

Prof. Ostwald. Zagadka czasn (321—324, 340—343), przektad L. Br.
Jan Bielecki. Geneza teoryi atomistycznej Jana Daltona (str.337—340,
356—360). St. Miklaszewski. O badanin skal drogg mikro-chemiczng
(str. 353—356, 376--379). w. w. Motor stoneczny Tesli (przekiad. str. 371—
372). K. Zakrzewski. Przewodnictwo gazéw pod dziataniem promieni
Réntgena (str. 379—381). L. Bruner. O niektorych zagadnieniach chemii
ogilnej (str. 385—391). S. St. O éwieceniu siatek Auera (str 391—395).
Fosforesceneya lodowedw (przekltad przez M. T., str. 394—-396). Kon. Zak.
Absorbeya promieni Rintgena (str.396--397). Zygm. Weyberg. Geolog
polski z przed lat siedmdziesi¢eiu (str. 401-—405). W. K. (przekiadj. Skrople-
nie wodora ¢str. $13—414). G. Tolwiniski. Zac¢wienie ksigzyca w dniu 3 lipca
r. b. (str. 4256—427). J. ko w alezyk. Obserwatoryum imienia Jedrzejowicza
(str. 428 - 429;. St. Stetkiewicz. Nowy materyal do lamp zarowo-elck-
tryeznyeh (str. 433—436). Z. Weyberg. Falszywe krysataly w przyrodzie
(str. 465—467). St. Miklaszewski (przekiad). Powietrze plynne w prze-
my&le (str. 475--477,, t.g (przektad). ,Slofice na wilnokregu i u zenitu“ (str.
488—489)., K. Zakrzewski. Promienie uranowe (str.490—491). Z. W.
(przekiad). Robaczek 8wigtojafiski i promienie Rontgena (str. 497—499).
8t. Miklaszewski. Opal (str. 501—503). St. Miklaszewski. Ciala
obce w krysztalaeh (str 515—518). Zofia Seidler. Ozigbianie sztuezne (str.
522—-524). Jan Lewifiski. Polonium wedlk ,,Comptes rendus* (str. 529 — 530).
St. Miklasze wski. Cotojest magma? (str. 533—535). y.y. (przekiad).
Swiatlo i niektére ciata lotne wobee plyty fotografieznej (str.537—539), t.g.
(z Comptes rendus). Najnowsze badania nad zawartodcig dwutlenku wegla
w atmosferze (str. 540—542). J. Morozewiez O pochodzenin nafty (str.
546—550). Z. Weyberg. Parowanic metali w temperaturze zwyklej (str.
567—569). WI M. Koztowski. Z dziedziny radiografii i radioskopii (str.
577—581, 601-603). L. Marchlewski. Indygo (str. 581—585). J. Le-
wifiski. Najwigkeza luneta (str. 585—587) St. Stetkiewicz O najno-
wszej maszynie termicznej w przemyéle (str. 595—598, 616--619, 632—-637).
WL Gorezyfiski. Promienie widma sloneeznego i t. zw. cieplo promieniste
(str. 657—659). S. Diekstein. Wiadystaw Zajaezkowski, wspomnienie
poémiertne (str. 673—674). J. Lewifiski. Nowa planetoida (str. 689—692),
B.Hryniewiecki Wegiel, grafit i dyament (str. 697—699).

Archivder Mathematik und Physik.., gegrindet von J, A.
Grunert, fortgesetzt von R. Hoppe (2), XVI, 2 Heft 1898, zawiera . pomigdzy
innemi rozprawe p. Stanistawa Chrzgszczewskiege, stud. matem,
w Monachium p. t.: ,Desargues’ Verdienste um die Begrliindung der projecti-
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vischen Geometrie® (str. 119—149). Stanowi ona wyecisg z pracy, uwieficzonej
nagrody przez Wydziat ogiélny Wyiszej Szkoly technicznej w Monachium,
W praecy tej stara sie autor na podstawie zbadania oryginalnych dziet D e-
sargues'a, azwlaszeza dziela ,Brounillon project“ nzupetnié dotychezasowe,
nie zawsze dokladne wiadomoSci o zasiugach naukowych stawnego matematyka
francuskiego. Rozprawa, ogloszona w Archiwie, sktada sie z szedciu para-
grafow, w ktérych jest mowa o pomyslach zasadniczych Desargues’a
w geometryi, o teoryi inwolueyi, o teoryi stozkowyeh, o stosunkn prac Desar-
gues’a do prae uezonyeh spélezesnyech. wreszeie o wrlywie jego odkryé na
rozwdj geometryi rzutowej w czasie poiniejszym.

»Astronomische Nachrichten N 3504 (t. 146, o 24) zawieraja artykul
p. Lueyana Grabowskiego p,t: Beobachtungen von kleinen Planeten am
5-z811. Refractor der kgl. Sternwarte in Miinchen

Czzasopismo ,Vierteljahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft*
w zeszycie III-im 33-go rocznika (Lipsk 1898), pomiescilo napisany przez
D-ra J. Kowalezyka nekrolog zmartego w dniu 2 lutego 1898 r. J. W o-
stokowa, prof. astronomii w Uniwersytecie warszawskim i zarzgdzajgeego
Obserwatoryum astronomieznem warszawskiem (str. 168—170).

W dwu ostatnich zeszytach czasopisma ,Bolletino di Biblio-
grafia e storia delle scienze matematichef, wydawanega
przez prof. Gino T,oria. mieszezg sig: monografia prof. A. Wasiljewa
o Czebyszewie (wyszia osobno, por. Sprawozdanie na str. 230—231 niniejszego
zeszytu Wiadomosei), rozbiory dzie: La g uerre'a (Oeuvres deLaguerre),
Nernsta i Schonfliessa(Einfihrungin die mathematische Behandlung
der Naturwissenchaften), L aisanta (La mathématique. Philosophie. Ensei-
gnement. Poréwn. , Wiad. mat., t. 11, str. 61—65), Vailati’ego (11 metodo de-
duttivo ete. Przekiad tej rozprawy podaliémy w zeszycie 3—4 niniejszego tomu
,Wiadom. matem.“), H. Brocarda (Notes de Bibliographie des courbes géo-
métriques), E. Picarda i G. Simarta (poréwn. ,Wiad. mat.“, II, str,
56—159), G. Riceci'ego (Lezioni sulla teoria delle superficie), Ferrarisa
(Teoria geometrica dei campi vettoriali ete.), Berteu (Vita dell’Abate Fran-
cesco Fad di Bruno ete.), Czubera (Vorlesungen Uber Differential—und In-
tegralrechnung), dalej Programaty kurséw uniwersyteckich, Nekrologig
(Briosehi, Sehapira) oraz Wiadomosei dr(_)bniejsze.
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