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wydawnictwa kart (fiches) bibliograficznych ) oraz publikacyi ,Revue
semestrielle“; druga znalazta juz zastosowanie w Spisie przedmiotéw
do 50 toméw powaznego dziennika naukowego (patrz wyzej przy-
pisek str. 197) i pozyska niejako prawo powszechnosci przez wyda-
wnictwo Encyklopedyi; trzecia wreszcie powotaé si¢ bedzie mogta-na
tatwos¢ wprowadzenia jej w zwigzek z ogélng klasyfikacya
wiedzy ludzkiej wediug uktadu dziesietnego. Wobec tych okoliczno-
§ci, porozumienie si¢ bedzie nielatwem. Byloby ono mozliwe tylko
wtedy, gdyby komisya migdzynarodowa zgodzi¢ si¢ chciala w zasa-
dzie na przyjecie jednego systemu przynajmniej dla klasyfikacyi
bibliograficznej wydawnictw, majacych charakter migdzynaro-
dowy. Dopiero po przyjeciu tej zasady, bedzie mozna wybraé
system najdogodniejszy lub najbardziej rozpowszechniony, zapro-
wadziwszy w nim uprzednio te zmiany, jakie wykazaly do$wiad-
czenia i krytyka.

—t———

G. Loria.

ZARYS ROZWOJU HISTORYCZNEGO TEORYI
KRZYWYCH PLASKICH?.

Poczatki teoryi krzywych ptaskich gubia si¢ w mroku czaséw:
rozwazanie ruchu cial niebieskich i spadku cial, droga prostoliniowa
$wiatla; cien, jaki rzucaja ciata nieprzezroczyste, oraz inne tego
rodzaju zjawiska zrodzily w umystach ludzi, umiejacych wi-
dzie¢ i pojmowaé, wyobrazenie linii, jako $ladu poruszajacego si¢
punktu lub czego$, co oddziela jedne cze$é powierzchni od innej
czesci przylegtej. W samej rzeczy, na $cianach wszystkich da-

1) Patrz Wiadomo$ci matematyczne, t I, str. 194—196
3) Referat ogloszony w Pracach 1-go Zjazdu migdzynarodowego matema

tykéw, przetozony za zgods sz. autora. S. D.
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wnych pomnikéw, szczatkéw zaginionych cywilizacyi, znajdujemy -
rysunki krzywych, albo tez na podstawie ich postaci wolno przy-
puszczaé, ze tych figur uzywano przy budowie. Nie ku$my sie
o wskazanie osoby lub Iludu, ktérym zawdzigczamy pojecie
linii; wielka ksiega historyi pozostalaby niemg dla kazdego, ktoryby
ja o to chciatl pytaé. Niechaj nam wystarczy uwaga, ze u wszystkich .
ludéw, ktére dosiegly pewnego stopnia rozwoju umystowego, spo-
tykamy nietylko pojecia linii prostej i okregu, ale nadto proby mie-
rzenia dlugosci okregu oraz pola czeSci ptaszczyzny przez nig
zamkniete;.

Pewniejszy grunt pod stopami ma juz ten, ktoéry pragnie do-
trzeé do Zrodet teoryi stozkowych; Menaechmuso wi, nauczy-
cielowi Aleksandra Wielkiego, zawdzieczamy odkrycie stawnej
trojcy krzywych. -Odtad przez dwadzieScia wiekéw byly one
przedmiotem gorliwego i prawie nieustajacego badania, ktore nie
zdotato przeciez wyczerpa¢ wszystkich ich wiasnosci. W jaki spo-
s6b doszedt Menaechmus do stozZkowych: czy przecinajac sto-
zek prosty kotowy, czy taczac $Slady punktowe w celu rozwigzania
zagadnienia o podwojeniu szeScianu? Pewnej odpowiedzi na to
niema; lecz tak czy owak geometrya pozyskata metode, ktora przy
odpowiedniem uogdlnieniu prowadzi do wielu krzywych nowych.
Metoda ta polega: albo na przecinaniu plaszczyznami znanych po-
wierzchni, albo na ustanawianiu jednoznacznej odpowiednioéci po-
miedzy krzywa dang a jej rzutem centralnym, albo wreszcie
sprowadza si¢ do udowodnienia zwigzku metrycznego, ktéremu
czynig zado$é wszystkie punkty krzywej odniesionej do pewnych
elementéw statych. Pierwsza z tych metod stosowat Perseus,
matematyk nalezacy do epoki Apolloniusa z Pergi; jemu to
zawdzieczamy odkrycie krzywych specyalnych. Metoda
druga zrodzita stawna klasyfikacye Newtonow sk g krzywych
trzeciego rzedu i moze by¢ uwazana za poczatek calej geometryi
rzutowej. Trzecia wreszcie metoda stanowi najodleglejszy zarodek
geometryi analityczne;j. .

Metody te stosuje, rozwija i przeksztalca juz Apollonius
w wielkiem swem dziele poswieconem stozkowym, lecz nadzwyczajna
ich ptodnos¢ ujawnia sig¢ dopiero w wiele wiekéw po Menaec h-
musie. Nie postugiwali si¢ niemi wprawdzie starozytni geome-
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trowie dla wzbogacenia zbioréw krzywych ptaskich, dajac raczej
pierwszenstwo metodzie cynematycznej. Nie powinno
to nas dziwi¢, gdyz ostatecznie, czyz mozna okreslaé linie, nie wy-
tuszczajac prawa, rzadzacego ruchem punktu tworzacego? Wiasnie,
skladajgc ruch obrotowy prostej z ruchem postepowym punktu lub
prostej, dochodzisiedo kwadratycy, ktorg odkryt Hippias
z Elidy !), sofista spétczesny Sokratesowi, do spiralnej,
wymyslonej przez Archimedesa, do konchojdy Niko-
medesa?). Ta ostatnia krzywa, jakkolwiek okreslona przy po-
mocy ruchu, byla pomyélana w celu rozwiazania zagadnienl o po-
dwojeniu sze$cianu i podziatu kata na trzy réwne czeSci; zagadnien,
ktére, jakby widma, budzity ze snu starozytnych geometréw. W po-
dobnym celu utworzona zostalta cysojda Dioklesa, ta krzy-
wa ciekawa, ktérej tworzenie organiczne odkryt pézniej Newton.
Nalezy zauwazy¢, Ze wynalezienie cysojdy, podobniez jak i kon-
chojdy, wzbogacito geometrye wyborna metoda wyprowadzania
krzywej z krzywej; metoda ktérej zawdzieczajg zycie nietylko takie
krzywe specyalne, jak §limakowa Et. Pascala i kardiojda
Castillona, lecz w ogole cale klasy krzywych cysojdalnych
i konchojd. Nadto cysojdaikonchojda sg pierwszemi elementami
diugich gromad krzywych, stuzacych do podziatu kata na trzy
réwne czesci oraz krzywych do podwajania szescianu.

Wedréwki ludéw, wojny zdobywcze, walki religijne, a naste-
pnie prace czystej erudycyi powstrzymuja na czas pewien spokojne
rozmyslania matematykéw i pochtaniajg przez pietnascie prawie
wiek6w calkowita dzialalnosé rodzaju ludzkiego. Z tego powodu
ziarna, rzucone przez geometréw okresu zlotego geometryi greckiej,
pozostaja bezptodnemi: dziedzictwo geometryi nietylko trwa
w. zastoju, lecz doznaje nawet strat powaznych. W epoce bowiem,
w ktérej sita brutalna zapanowata nad rozumem, gdy ludzkos¢

1) Jest to pierwsza krzywa, pomyslana przy badaniu zagadnienia o kwa-
draturze kola; z tego samego Zrédta wyptynely kwadratyca Tsch ir nhausena.
parabole ,przygotowane“ Gregoriusa a. S-to Vincentio; znang jest kwadratyca
hyperboli, majgca podobny poczatek. .

' %) Jest to pierwsza z krzywych, ktora ze wzgledu na swoja postaé otrzy-

maly nazwe konchojd.
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zdawata sig traci¢ 6w przywilej prawie boski rozumienia wzniostej
nauki oderwanej; w tej epoce zginely dzieta takie, jak ,Miejsca
plaskie* Apolloniusa, ,Poryzmy“ Euklidesa i Bog wie, wiele
innych, ktorych tytuty i nazwy autoréw nie doszly nas nawet.
Przeniesione do Europy przez arabéw szczatki wiedzy heleniskiej,
uratowane z niezmiernego zalewu, spowodowanego przez- panowa-
nie rzymian i najazd barbarzyricéw, budza na Zachodzie u$pionego
ducha poszukiwania prawdy. Badanie krzywych rychio wystepuje na
porzadek dzienny nauki, dajgc materyatrozmyslaniom matematykow;
przeksztalca si¢ onoi rozwija nadzwyczajnie, dzigki Descartes’owi
i Fermatowi. Metoda spdtrzednych oto czarodziejka, ktora
dokonata tej cudownej przemiany. W rzeczy samej, metoda ta
nietylko stwarza jednostajne postepowanie dla symbolicznego przed-
stawiania wszelkich krzywych, lecz nadto wiedzie do pomystu
ogollnej teoryi krzywych ptaskich. Ona to dala narzedzie
do tworzenia niezliczonych figur geometrycznych; ona zdemo-
kratyzowata geometrye. Gdy bowiem za dawnego rzeczy po-
rzadku najzywsza nawet wyobraznia postugiwaé si¢ musiata $rod-
kami bardzo ograniczonemi, to przy nowym stanie rzeczy kazdy,
kto chcial, mogt bada¢ nowe krzywe, albowiem réwnanie krzywej
jest kryjaca w sobie wszystkie wlasnosci krzywej skarbnica,
do ktorej kazdy geometra klucz posiada. Od tej chwili badanie
krzywej staje sie tem samem, co badanie funkcyi; caly postep
analizy odZiwierciedla si¢ w postepie geometryi; dwa strumienie,
ktére ptynely dotad réwnolegle, lacza si¢ i wytwarzaja majesta-
tyczng rzeke: teorye zmiennych ciagtych. Temu to pamigtnemu
zjednoczeniu zawdziecza zycie wiele krzywych ciekawych, jak 1is¢
Descartes’a (folium Cartesii), perty Sluzego, parabole
i hyperbole rzedu wyzszego, spiralne rzedu wyzszego i t. d,,
a takze krzywa logarytmowa, sinusojda, krzywa sty-
cznych, krzywa hypergeometryczna Eulera.

Moment ten powstawania teoryi krzywych ptaskich jest nie-
zwykle interesujgcy dla historyka, ktéry moze stwierdzi¢ z jednej
strony olbrzymig ptodnosé pojedyriczego, bardzo prostego pomystu,
z drugiej za$ wytworzy¢ sobie pojecie o licznych i waznych ule-
pszeniach, jakich teorya ta nastepnie doznata. My, wladajacy
dzi§ z takq pewnoscia tem nowem narzedziem, ktérem nawet
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uczniowie nasi postuguja sie z latwoscia juz po kilku miesigcachr
nauki, prawie nie potrafimy wyobrazi¢ sobie tych trudnosci, jakie
stosowanie spétrzednych sprawialo pierwszym geometrom peryodu
kartezyanskiego, ich niepewnosci w uzywaniu znakoéw odcigtej
i rzednej, ich obawy przed wielkoSciami nieskoniczonemi na x
inay/ Historya geometryi przedstawia kilka faktéw, $wiadczg-
cych o tym dziwnym stanie rzeczy; warto przytoczy¢ przynaj-
mniej kilka. Roberval mniemal, ze jeden z tytutéw jego do
stawy stanowito okreslenie postaci lifcia Descartes’a, a nie wi-
dzial wcale bledu, jaki popelnit, dodajac do zamknigtego pierécienia
trzy i}me i znoszac galezie nieskoriczone. Descartes dla wpro-
wadzenia w btad swych przeciwnikéw, kaze im wierzy¢, ze dwie
krzywe, przedstawione przez dwa pewne réwnania roznej postaci,
sg roznemi. W liscie F. de Verdus do Toricelli'ego do stro-
fojdy dotaczona jest jej symetryczna, ktorg autor uwazat za konie-
czne dopelnienie krzywej rozwazanej. Nawet w korespondencyi
Huygensa z takimi geometrami, jak Leibniz i R. de Sluze,
znajdujemy ustepy $wiadczace, ze nie znali oni dobrze postaci nie-
ktérych peret i mieli watpliwosci co do znaku podstycznej. Oko-
licznosci te, o ktérych zaledwie nawiasem mowi¢ tu mozemy, przy-
szly historyk metody spétrzednych powinien zebrac starannie i zba-
da¢ catkowicie.

W epoce Descartes’a iFermata rozpoczely tez wscho-
dzi¢ nasiona rachunku nieskoriczonostkowego, rzucone niegdys przez
Archimedesa i przechowane w gruncie bezptodnym przez setki
lat. W tejze epoce teorya pewnych krzywych specyalnych poczy-
nita wazne postepy, ktére w jezyku dzisiejszym okresli€ mozna,
jako wyznaczenie natury analitycznej pewnych funkcyj, napotyka-
nych w geometryi. Istotnie, ten rodzaj poszukiwania doprowadzit
Pascala do wniosku, ze kazdy tuk paraboli ma dlugos¢ réwng
diugosci odpowiednio dobranego iuku spiralnej Archimedesa,
i odwrotnie. Kilka wierszy rachunku wystarcza dzi$ do stwier-
dzenia tej prawdy, lecz jakiejze przenikliwosci umystu trzeba byto
wéweczas do spostrzezen tozsamosci tuk6w tak pozornie réznych;
zwlaszcza, ze zagadnienie o wyprostowywaniu krzywych jest jednem
z tych, o ktére rozbita sig¢ bron dawnych geometrow, jedpem
z tych, wobec ktérego sam ‘Archimedes musial byt uzna¢ si¢ za
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zwyciezonego. Nadspodziewany rezultat, osiagniety przez autora
~Mysli* (Pensées), zachecit matematykéw do préb wymierzania
dtugosci linij nieprostych, a przynajmniej do poréwnywania wza-
jemnego linij réznych. Zzaraztezpo Pascalu Fermat uogodlnia
twierdzenie powyzsze, dowodzac, ze kazdy tuk paraboli rzedu wy-
iszego rowna si¢ odpowiednio dobranemu tukowi jednej z tych
spiralnych, ktére otrzymano, uogélniajgc okreslenie spiralnej Archi-
medesa. WKkrdtce potem, prawie jednoczes$nie i niezaleznie francuz
Fermat, anglik Neil i holender van Heurat odkryli pierwsza
SciSle wyprostowalng krzyws algebraiczng i parabole potszeScienna ).
To pamietne odkrycie doprowadzito pdzniej hrabiego Fag nano
do innych parabol, gdzie pary tukéw majq dajaca sie wyprostowaé
réznice, oraz do wielkich badari nad wyprostowaniem elipsy i lemni-
skaty, stanowigcych wspaniatly wstep i doskonate przygotowanie
do teoryi funkcyj eliptycznych. Nalezy dodaé, ze liczne poszuki-
wania krzywych, ktorych rektyfikacya zalezy od funkcyj z géry
danych, sq natury analogicznej; pomiedzy owocami tych badan dos¢
wymieni¢ odkrycie krzywych Serreta i-spiralnych sinusoj-
dalnych.

Wskazany przez geometrye kartezyanska sposéb otrzymy-
wania nowych krzywych specyalnych nie pozwala dostrzedz bez-
posredniego zwigzku pomiedzy postacia réwnania i wygladem
krzywej, i wogble tylko z wielkim trudem prowadzi do tworzenia
organicznego krzywych. Nie nalezy przeto dziwi¢ sie, Ze geometra
Guido Grandi zajat sie badaniem pewnych krzywych (rho-
données), tylko na podstawie postaci z géry w ogoéle znanej, bez
wszelkich innych okre$leri 2); Ze niekt6érzy uczeni wracali do metod
starozytnych przy badaniu niektérych krzywych; ze inni wre-

') Przedtem E. Toricelli zauwazyt, Ze spiralna logarylmowa daje
si¢ $cisle wyprostowac.

%) Jakkolwiek pytanie takie jest nieco nieokreslonem, nie mniej jednak jest
ono interesujgcem, gdyz nale2y do dosérzadkiego typu zagadnien’ia, na ktére Comte
kiadzie nacisk w swojej ,Geometryi analitycznej*. Przypadek szczegdiny tego py-
tania doprowadzit Eulera do odkrycia krzywych tréjkatnych i kregoksztaltnych
(orbiformes); drugi przypadek szczegdiny prowadzido trifolium pratense
Brocarda i do krzywych botanicznych Habenichta.
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szcie powracali do metody cynematycznej. Na stwierdzenie tego
zwrotu, dos¢ przytoczyé pigkne, za malo dzi§ studyowane prace
Lahire’a, a przedewszystkiem te, ktérych przedmiotem sg kon-
chojdy w ogélnos$ci. Jako dowdd postugiwania sie znéw me-
toda cynematyczng, przytaczamy metode stycznych Robervala
i odkrycie niezliczonego szeregu krzywych takich, jak cyklojda
ze wszystkiemi krzywemi analogicznemi: epicyklojdami, hypo-
cyklojdami i cykloidami (ruletami) w ogélnoéci (utwe-
rzonemi ruchem punktu niezmiennie potaczonego z krzywa, toczaca
si¢ po krzywej stalej), glisetami (utworzonemi ruchem punktu
lub obwiedzionemi przez krzywa, zwiazana niezmiennie z krzywa,
dwoma punktami $lizgajaca sie na dwu krzywych statych !); de tego
dotaczy¢ mozna-pomyélane przez Clairauta krzywe ogdlniejsze
od spiralnej Archimedesa, t.zw. krzywe $cigania (courbes
du chien) i pewne inne mato znane linie (reptoires) Jana Bernoul-
lie go, utworzone ruchem krzywej, przemieszczajacej sie rownolegle
do siebie same;j i stale stycznej do innej krzywej dane;j.

Te poszukiwania doprowadzitly bezposrednio do nowych
whnioskéw i do nowych badan, majacych dzi§ wybitne znaczenie
w dziejach nauki geometrycznej. Pomijajac niezliczone twierdze-
nia, Ktére uprawiajacy analize stosowang do geometryi ustanowili
o stycznych, rachunku pol i mierze diugosci, twierdzenia, ktore
pieknoscig godne sa stanaé obok twierdzen, .jakie zapewnily
Archimedesowi nie$miertelna stawe i sa niestety zapomniane
przez wspéiczesnych nam, nie umiejacych pomyslec réwnie pie-
knych, pomijajac, powtarzamy, szczegély, wspomne O pewnej
kategoryi badai zupetnie nowych. Po’ odkryciu tautochronizmu
cyklojdy i po spostrzezeniu, ze ta krzywa jest zarazem brachysto-
chrona w prézni, starano si¢ znales¢ krzywe, ktore, zamiast pewnych
wiasciwosci geometrycznych (tych np. ktére zawdzieczaja swoje
istnienie stawnemu zagadnieniu Beaune’a), posiadaja pewne
wtasnoéci mechaniczne, dane z gory. Z tego pomystu zrodzily sig
zagadnienia o krzywej jednakiego 'spadku, rozwiazane przy: po-
mocy paraboli potszeéciennej, o krzywej- sznurowej, rozwigzane

1) Jako przyklad glisety wybieram krzywa Watta.
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przez linig¢ tanncuchowa, o krzywej sprezystej, ktéremu
czyni rowniez zado$¢ krzywa ,courbe lintéaire“, wreszcie zagadnie-
nie leibnizowskie 0 izochronie paracentrycznej. Nie
nalezy tez zapomnieé o pytaniu, prowadzacemdo krzywej o stycznych
réwnych (,tractrice“) i o ogdlniejszem przez Jana Bernoulli'ego
postawionem zadaniu, ktéremu czynig zado$¢ krzywe, dzi§ wedtug
B. Peirce’a nazwane toutobarydamii barytropami.
Do tych krzywych, ktore mozna by nazwa¢ fizyko-matema-
tycznemi, mozna dolaczyé owale Descartes’a, uwazane
za linie aplanatyczne, owale Cassini'ego, uwazane jako pozorne
trajektorye gwiazd, taficuchowa rownego oporu Coriolisa,
krzywe Lissajous’a, konchospiralna, krzywa, ktora Cor-
nu i Cesaro nazywajg elotojdg, dalej kochleojde, wreszcie
krzywe kaustyczne przy zatamaniu i odbiciu.

W tem miejscu nalezy zauwazy¢, ze metoda spdtrzednych
nietylko prowadzi wprost do nieskoriczonej mnogoéci krzywych
specyalnych, lecz nadto daje sposob przeksztalcania krzywej na
inna. Sposdb ten, pomys$lany przez Varignona, polega poprostu
na przemianie w réwnaniu dekartowskiem krzywej zmiennych na
spoirzedne biegunowe. Zastosowanie tego prostego sposobu daje
poczatek (ze przytocze tu krzywe najbardziej znane) spiralnej
logarytmowej, spiralnej hyperbolicznej i spiralnej
parabolicznej.

Metoda Descartes’a i Fermata, mimo swej niezaprzeczo-
nej uzyteczno$ci, ma tez niewatpliwe niedogodnosSci. Pierwsza
niedogodno$¢ tkwi w koniecznosci rozwazania stale osi spot-
rzednych, t. j. elementéw obcych i czesto klopotliwych. Juz
w korficu poprzedniego stulecia starano si¢ tej niedogodnosci zara-
dzic. Lacroix w przedmowie do swego wielkiego ,Traité du
calcul différentiel et du calcul intégral“ (Paryz 1797) pisat (str. XXV):
»Usuwajac starannie wszelkie konstrukcye geometryczne, chcialem
da¢ poczu¢ czytelnikowi, Ze istnieje metoda rozwazania geometryi,
ktéra moznaby nazwaé analityczna, a ktéra polega na wy-
prowadzeniu wlasnosSci rozcigglosci z najmniejszej liczby zasad
przy pomocy metod czysto-analitycznych, jak to uczynit w ,Me-
chanice“ swej Lagrange dla wtasnosci rownowagi i ruchu“. To
dazenie w geometryi, ktéremu hotdowali tacy mistrze, jak Hesse
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i Clebsch, doprowadzito do. utoZzsamienia badania krzywych
z teoryq algebraicznych form tréjkowych; temu to dazeniu zawdzie-
czamy prawie calg nowoczesng teorye ogoélng krzywych algebrai-
cznych, a nawet teorye pewnych krzywych specyalnych (np. krzy-
wych stopnia 4-go Clebscha — Liirotha, Brioschi'ego
i Caporali'ego'. Nie ma zatem potrzeby zatrzymywaé sie tu nad
jej znakomitemi zaletami. Zupelne wszakze zalgebraizowanie
geometryi nie zadawala pragnienia. by wyzwoli¢ sie z pod ciaglego
rozwazania osi spotrzednych i modz posigs¢ taka geometrye anali-
tyczna, ktéra operuje wylacznie na elementach samych krzywych.
Leibniz usitowal to uczyni¢ za pomocg swej ,Caracteristica geo-
metrica“, lecz dopiero Grassmann spelnit to w swym dzi$ tak
znanym ,Rachunku geometrycznym®, rozwingwszy i wydoskona-
liwszy niejasne pomysty spotzawodnika Newtona. Ten sam
cel stawiali sobie wszyscy usitujacy przedstawia¢ krzywsg za pomo-
cg rownania, ktore nie zawierajac w sobie nic sztucznego, obejmuje
tylko elementy, zalezne od natury samej krzywej. a wiec tuk, promien
krzywizny krzywej i jej rozwinietej. Poczatki tej metody sa bardzo
dawne: istotnie Lacroix, juz w roku 1798, wytozy\wszy pewne
zastosowanie, ktore zawdzieczamy Eulerowi, zauwazyl, ze ,ten
sposob przedstawiania réwnania krzywej jest godny uwagi z tego
wzgledu, iz uzywa jedynie wielkosci, tkwigcych bezwzglednie w krzy-
wej uwazanej, pozostawiajac tylko do woli wybdr pierwszego pun-
ktu (Traité du Calcul différ. t. II, str. 392). Tenze sposéb znajduje
sie¢ w pracy: ,Essai sur une nouvelle théorie des courbes, déduite de
la considération de leurs rayons de courbure succesifs* (Lille 1829),
oraz w dwu dzielach, ogtoszonych w 1835 roku, jednem A. Pe-
tersa, drugie C. C. F Krausego. Lecz dzieta te mialy tak mate
powodzenie, iZ mozna powiedzie¢, ze wpadtyby w zupeing niepa-
mieé, gdyby Pliicker nie wspomniat byt o nich w swojej , Theorie
der algebraischen Kurven* (Bonn 1839, str. 206). Na daleko wyz-
szym poziomie znajdujg si¢ analogiczne badania M. H. Onnera;
nie osiagnely one naleznego im wptywu jedynie z powodu matego
rozpowszechnienia dziennikoéw, w ktdrych zostaly ogtoszone. Geo-
metra, ktéremu nowa metoda geometryi analitycznej zawdzigcza
prawa, zapewniajace jej prawidtowe funkcyonowanie, jest Cesaro;
on to poswiecit tej galezi geometryi ogélnej, ktdra dzi$ nazywamy
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geometrysa wewnetrzng (intrinséque), wielka liczbe oddziel-
nych artykuléw i osobne wyborne dzieto. Uwazalimy za wila-
$ciwe zatrzymac si¢ na chwile nad fazami rozwoju tego nowego
punktu widzenia w geometryi analitycznej, dlatego, ze daje on nows
metode, przypominajgca sposéb Varignona w dochodzeniu do
nowych Kkrzywych i polegajacg wprost na podstawieniu spotrze-
dnych ,wewnetrznych®, za spéirzedne dekartowskie lub biegunowe
w réownaniu krzywej. Dodamy jeszcze, ze bardzo czesto po otrzy-
maniu réwnania ,wewnetrznego“ krzywej dochodzito si¢ do uogol-
nien, do ktérych bardzo trudno byloby doj$é na innej drodze. Tym
sposobem otrzymano kardiojdy gwiazZdziste i pseudo-
cyklojdy, krzywe, zwane ,pseudo-tractrices®
i pseudo-taincuchowemi.

Jezeli do tych procesow twadrczych lub uogoélniajacych natury
zasadniczo-analitycznej dotaczymy proces, polegajacy na stosowa-
niu do krzywej danej znanego przeksztalcenia geometrycznego !),
majacego za podstawe badanie krzywych, odpowiadajacych samym
sobie w przeksztalceniu danem (krzywe tréjkgtne, krzy-
we autopolarne, krzywe W. Kleina i Lie'go, krzy-
we analagmatyczne i t. d.), wreszcie proces, wyplywajacy
z przedstaw ienia analitycznego liczb zespolonych (krzy we ma-
jace Srodek, krzywe ,rhiziques“ stelojdy, kasy-
nojdy stopnia wyzszegoit.d.), to wyczerpiemy juz wyliczenie
wielkich drég, ktore przebiegli uczeni, wzbogacajacy zbiory krzy-
wych specyalnych. Drogami tam moga pdj$¢ nawet i dzisiaj ich
nasladowcy.

Lecz zwigkszajacy sie niemal z dniem kazdym zaséb i ro-
zmaito$¢é tych elementdw rodzii poteguje coraz bardziej zyczenie
zaprowadzenia w nim pewnego ladu oraz coraz bardziej naglaca po-
trzebe poddania go pod prawa ogolne. Klasyfikacye dotad jeszcze
klasyczne krzywych 3 go i 4-go rzedu sg prdébami tego Zyczenia,

') Pomigdzy témi przeksztalceniami klade i te, ktdre ustanawiajg odpo-
wiedniosé krzywej i jej rozwinietej, lub krzywej réwnolegtej spod-
kowej (podarnej), kaustyki it p.: inne metody tworzenia pochodnych pro-
wadzg do krzywych d’A ousta, do aksojd (osiowych) Résala i t.p.
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a wyklady metodyczne teoryi krzywych algebraicznych, napisane .
przed poéitora wiekami przez EuleraiCramera, dowodza
jak dawng jest ta potrzeba. ‘Do tych klasyfikacyj wiek dzisiejszy
dorzugit trzy wyberne: jedne analityczng P1ic ke r a, druga, ktéra
nazwaé mozna eklektyczng — Salmona i trzecig pdtsynte-
tyczng lub pseudosyntetyczng — Cre mony. : Elementy wykiadu.
czysto-geometrycznego przygotowali i zebrali R. Paolis i E. K6t-
ter i potrzeba tylko dalszego opracowania, by doj$¢ do pozadanego
rezultatu. E o '
Czego brak jeszcze zupelnie — to teoryi krzywych niealge-
braicznych, obejmujacej, jezeli nie wszystkie krzywe przestepne, to
przynajmniej znaczng ich liczbe wraz z innemi analogicznemi (np.
wszystkie krzywe, przedstawione przez réwnanie y = funkcyi cal-
kowitej przestgpnej zmiennej «), Niektore twierdzenia, podane $wiezo
przez Schoutego (,L'Intermédiaire des mathématiciens* II,
str. 7) sa moze pierwszemi prébami tego rodzaju. Oby wiek XX.
dodat inne twierdzenia jeszcze wazniejsze, i oby teorya krzywych
przestepnych nie pozostata jak dzisiaj Zyczeniem niespeinionem! ,

e ——

0 PEWNEM TWIERDZENIU STOKESA

napisat
Wi Gosiewski.

Twierdzenie Stok esa, ktére tu mamy na mysli, polega na
przeksztalceniu pewnej calki pojedynczej po obvypdzie zamkrfiqtym,
plaskim lub co najwyzej podwdjnie krzywym, na calke Podwé.]na, po
powierzehni tym obwodem ograniczonej, a zreszty dowo]ne];‘ w arty?m%e
za$ niniejszym zamierzamy to twierdzenie uogdlnié, t. j. wyrazié je
w przypadku, gdy obwéd zamkniety jest wielokrotnie krzywym. .

Ozoaezmy W tym, celu przez Xi, X,,..., Xu, ogélnic X;,
n funkeyj jednowartosciowych punktu (%, Ty« - - » Tu) W BPOIrzednych
prostokatnych i rozwaZajmy calke

15
Wiad. mat. II. 1898.



