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ego (1820—I827), Lorda R o 5 5 e (1848—1854), Sir. @ Air y’ego (1871—1873),
Spottiswoode'a (1878—1883), T. H. - Hu xle y’a (1883—1885), Sir G. G.
Stokes'a (1885—1890), lorda Kelvina (1890—895), Lorda Lister (od
1895). Sekretarzem (1885—1896) byt lord Rayleigh. Medalim. Copley'a
otrzymali: Regnault (1869), Joule (1870), J.R.Mayer (1871), W § h-
ler (1872), Helmholtz (1873), Pasteur (1874), Hoffmann (1875),
Clausius (1879), Sylvester (1880), Wiirtz (1831), Cayley (1882),
Kelvin (1883), Kékulé (1885, F. Neumann (1886), Salmon (1889),
Newcomb (1890), Cannizaro (1891), Stokes (1893), Weierstrass
(1895). Te nazwiska méwia tyle, ze nic do nich dodawaé niema potrzeby.

Medal imienia Sylvestera. Dla uczezenia pamigei i zastug
naukowych zmarlego w roku zeszlym matematyka angielskiego Syl v e-
stera!'), utworzony zostanie fundacya medalu jego imienia, ktérej celem
jest zacheta do badan matematycznych. Nad urzeczywistnieniem tego pro-
jektu pracuje Komitet migdzynarodowy ktérego czlonkami sg: Hermite,
Poincaré, Jordan i Darboux we Franeyi; Schwarz Klein,
Fuchs, Gordan i Lindemann w Niemezech, Brioschi (zmart 13
grudnia r. z 3) i Cremona we Wioszech; Mittag-Leffler w Szwecyi;
Lord Kelvin, Tait, Mac-Mahon, Forsyth, Greenhill i Henrici
w Anglii; Newcomb i Gibbs w Ameryece. Skarbnikiem jest lord Roth-
schild, sekretarzem Meldola.

Zebrano juz podpiséw na 15000 fr. Towarzystwo krélewskie w Lon-
dynie zarzgdzaé bedzie fundacys. Jest zamiar przyznawania co trzy lata
medalu za prace matematyczne autorom bez roznicy narodowosei.

——— P — —

ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA 6-go,
podanego przez
ksigdza Al. Dgbrowskiego (Kowno) 3).

Rozwigzanie Autora. Aby znaledé réwnanie krzywej szukanej,
oznaczmy spbirzedne punktu e (Fig. 1) wagledem osi KL i LX odpowiednio
przez @, 3, spéirzedne tegu punktu wzgledem osi EU i UR przez z,, yq; bedzie
wtedy na mocy znanego twierdzenia geometrycznego:

1) Patrz ,,Wiadomoéei matematyezne®, t. I, 1897, str. 176—177.
%) Patrz ,,Wiadomodci matematyezne®, t. II, 1898, str. 66—67.
%) Patrz ,,Wiadomoéei matematyezne®, T. II, str, 73.
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n=zQR —=), =202k —=),
stad rugujae R,, otrzymamy réwnanie:

o) miy? |z
¢ z, &y

Wyobraimy sobie przez punkt U poprowadzong prosty, prostopadia do
prostej UX, i oznaczmy spéirzedne punktu ¢ wzgledem tych dwoch prostych,
jako osi spéirzednych, przez =, y .

Zalezno§¢é pomiedzy spétrzednemi xy, ¥y a x, y wyraza sie, jak wiadomo,

23 POmMocy W2OTroWw: ‘

Fig. 1.

xy =2 sin ¥ — y cos ¥
yao=wxcos ¥+ ysind.

¥ jest kgt EUX; zaleinosé zad miedzy spéirzednenmi «,, y, a », y wyraia
sig tak:

y=n;z=a+a;
skad
= —a.
Zastgpujge we wzorze (1) spdirzedne xy, y, i =5, y3 Powyzszemi ich war-
todeiami, wyrazonemi za pomoeg spdirzednyeh x, y, otrzymamy réwnanie krzy-
wej szukanej:
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@ (a—a)+y _ 2y

x—a  xein® —yeosd

albo w spéirz¢dnych biégunowych:

\ g*—2 5 cos wt-o? ¢
3 =— A
¢ o8 w—u sin ($—w)
Z réwnania (2), redukujgcégo si¢ do rownania 3-go stopnia, widzimy, iz
krzywa szukana jest 3-go stopnia.
Krzywa ta sklada sig z dwich rozchodzgeych si¢ w nieskoficzonoéé
galezi z wygieciem w posrodku jak to widaé na figurze 2-iej

Y G2

Fig. 2.

Przy & = 0 réwnanie przyjmie postaé:

Bt z(z+y)(y—a)—ay(x+y—a)+y*=0;
krzywa bedzie miala ksztalt jak na figurze 3-ej.

Y,

'Fig. 3.
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Przy & = 90° rownanie zniza si¢ o jeden stopiefi i przeksztalea si¢ na
réwnanie hyperboli: N '

(%) Y=z (x —a).

Nadajge tu na = wartosei dodatnie od 4 a do 4 co i ujemne od 0 do
— 0o, otrzymamy dwie rozchodzace sie w nieskoficzono$é galezie tej krzy-
wej Galei pierwsza, odpowiadajaea wartodciom dodatnim z bedzie styezng
do prostej K/, w punkcie L: galez druga, odpowiadajgca wartodeiom ujemnym
x bedzie styczng do prostej EU w punkeie U.

W koticu zakiadajae, ze & jest statem,a zmiennem, znajdziemy, iz w miare
zblizania si¢ a do zera, krzywa bedzie sie wyprostowywala coraz bardziej
i przy a = 0 catkiem si¢ przeksztalei na prosts, przechodzayes przez poezgtek
spolrzednyeh. Jakoz, ezynige w rownaniu (5) a = 0, mamy:

zsind —ycos ==,
skad:
z (1—sin &)

3
= —————— = —gxtang| 45°— —| .
y cos & e g( 2)

Jezeli przytem i 4 = 0, otrzymujemy réwnanie:
y=—=x.

Kota styezne do prostych EUi KL jak widzimy na fig. 1, stykaja sie
z temi prostemi z prawej strony. Leez mozna tei oczywiseie nakreélié po-
dobne kota styczne do tych samych prostych i w tychze samych punktach ze
strony przeciwnej — lewej. Przy uwzglednieniu podwijnego poltozenia po-
wyzszych kol, jezeli promiei tuku Le, nalezgeego do kola, styeznego do prostej
KL w punkeie L z prawej strony, oznaczymy przez + R, to promien fuku L,
nalezgcego do kola, stycznego do tejie prostej, w tymze samym punkeie L,
tylko ze strony przeciwnej lewej, wypadnie oznaezyé przez — R. W podobnyi
sposéb promienie lukéw Ue, Uy oznaczmy przez + », — r. Luki Le, L i Uz, Dy,
przecinajac si¢ wzajemnie, wyznaezg trzy punkty: ¢, ¢ i« (fig. 6).
Punkt ¢ wykreéla sie tukami. Le, Us o promieniach + R, 4 »
” e ” ” L"l, Ue 2 - R, + r
M 9 ” L"l, U.q ” - Ry _-r,

Przy promieniu dosyé wielkim mozna otrzymaé tei czwarty punkt
z przeciecia si¢ tukdw Ls, U o promieniach 4- R, —r. Wiszystkie te cztery
punkta ¢, e, 7, o, W miarg jak promienie powyizszych hkéw dazg do oo, zbli-
Zajg si¢ nieograniezenie do punktu zoo. jako swej graniey.
Biorge pod uwzi.gg powyzsze rozréznienie kot i promieni, widzimy iz
krzywg mozna wykredlié dwojakim sposobem:
albo kombinujge kola o promieniach + R, 4+ r i — R, —r,
- " - " —R4ri+4+ R —r.
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Pierwszym sposobem krzywa ' nakreslong jest na fig. 2, mianowicie —
galei prawa do punktu eco przez kombinaeye kdt o promieniach 4 &, 4 r,
reszta za$ krzywej od punktn zoo W lewo — za pomocg kol o promieniach
— R, —r.

Fig. 4.

Y/ podobngi latwoscig wykresla sie tez krzywa sposobem drugim.
Jej réwnanie:
(a—2)' 1 y* 2t 4y

%) a—z T zsind—ycos ¥ )

otrzymuje sie drogs wskazang, albo wprost z rownania (2) zastepujge w niem
wyraz + (x—a) przez — (x—a) = a—w.
Postaé krzywej. okreslonej tem rownaniem (5), bedzie nastepujgea:

Y @
Eig 5.

Przy & = 90° réwnanie (b) rozpada sig na dwa:

22 —a=0;
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skad

a
r=—
2

y)==z(a—=x).

Pierwsze jest réwnaniem prostej, przechodzgcej przez $rodek linii
UL =a, i réwnoleglej do osi y, drugie jest rownaniem kola o promieniu
a
9 -
W koiicu przy ¢ = 0 otrzymujemy:

z (14-sin &) &
—_—— = 4'0-— - )
cos & ztang( ° 2 )
a gdy przytem ¥ = 0, rownanie redukuje si¢ do:
y==x.

W tym przypadku krzywa przeksztalea si¢ na prosta, przechodzgcs
przez poczgtek spotrzednyeh pod katem 45° wzgledem osi .

Rozwigzanie p. M. Feldbluma. Niech LX bgdzie o§ 2, & LK — of
v ukltadu spélrzednyeh (fig. 1); w innym ukladzie niech URQ bedzie osig /,
a UE—osig y'.

Réwnanie kola o w pierwszym ukladzie spélrzednyeh jest:

) 2?4+ y?'=2Rx,
za$ réwnania kola w w drugim ukladzie jest:
o+ y?=2Ra.

Aby réwnanie kola o odnie$é do poprzedniego ukiadu spéirzednyeh,
kladziemy:

o = (a 4 x) sin & — ycosd
¥ = (a4 x)cos &+ ysind,
wtedy réwnanie kola o przyjmie ksatalt:
(2 @+ 22+ =2R[a+x)sind—yecosd].
Wiad. mat. II. 1808, 12
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Réwnania (1) i (2) majg oczywiscie tylko dwie pary pierwiastkéw, ktére
s spblrzednemi punktéw e i A; aby otrzymaé réwnanie miejsca geometrycznego
tych punktéw, nalezy z rownan (1) i (2) wyrugowaé zmienny promiefi R: znaj-
dziemy wtedy:

(a+a:)’+yf _ _(a4=x)sin® —yeos?

z*4-y? z

Réwnanie to przedstawia krzywa 3-go rzedu. Jezeli sprowadzimy je do
ksztattu:

24+ y)[(1 —sind)ztcos?.y]+ a[222 —sin # (22 + y)] f-a?z =9,

to spostrzezemy, ze krzywa ta przechodzi przez urojone punkty kolowe w nie-
skoficzonoéei, oraz posiada asymptote rzeczywista, tworzaes z kierunkiem
X, X kat o:

1—sin ¢ r °
_— g

t = —
o cos &

3 °
4+2

¥

Ponizej okreslimy ezysto geometrycznie charakter krzywej szukanej.

Jezeli pewien punkt ruchomy M znajduje si¢ w jakiem$ swem polozeniu
na tej krzywej, to wyznaczywszy na prostych LX, UQ punkty Pi Q takie, ze
MP=I,Pi MQ=UQ, mieé bedziemy LP=.UQ (fig. 6). Zbadajmy w ilu punktach
dowolna prosta m przecina krzywg szukang (nazwijmy jg dla krétkosei krzyws
k). Niech powyzszy punkt M przebiega prosta m; dla kazdego ‘polozenia
punktu M na prostej m wyznaczajmy, jak wskazaliémy, punkt P na prostej
X, X i punkt Q na prostej URQ (bgdziemy te proste nazywali odpowiednio
Przez p i g); w ogélnosei nie bedzie przytem LP= UP; réwnosé ta zachodzi
tylko dla tych polozen punktu M na prostej m, w ktéryeh ta prosta prze-
cina krzywg k. Gdy punkt M przebiezy caly prostg m, otrzymamy na pro-
stych p i ¢ dwa szeregi punktéw. Wykazemy, ze te dwa szeregi punktéw
83 utworzone przez przecigeie prostych, na ktérych si¢ szeregi te znajdujg
(p resp. g), odpowiednio z dwoma pekami promieni 2-go rzedu, stycznych do
parabol. Prowadimy w tym celu z punktu L promienie do punktéw szeregu
m; otrzymamy pek promieni (Lm), perspektywiczny z tym szeregiem; przetnij-
my pek Lm prosts m’, réwnolegls do prostej m i jednakowo oddalong od
niej i od punktu L; prosta m’ przetnie kazdy z promieni pgku Lm poérodku,
na prostej m’ za$ otrzymamy szereg punktéw M’, réwniez perspektywiezny
z pekiem Lm, albo Lm’. W kazdym punkecie A’ wykredlmy prostopadia do
odpowiedniego promienia peku; ta prostopadla przetnie prosty p w odpowie-
dnim punkeie . Wszystkie tak wykre§lone prostopadle sg styczne do pewnej
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paraboli «. (Dowodzi si¢ bowiem w geometryi rzutowej, ze pPr ostopadle, spu-
szezone z punktow szeregu prostoliniowego na odpowiednie promienie jakiego-
kolwiek rzutowego z nim pgku 1-go rzedu, tworzg pek promieni 2-go 1zgdu
stycznych do pewnej paraboli). Tak samo punkty Q otrzymuja sie¢ w przeciecin
prostej q z promieniami peku 2-go rzedu, styeznemi do pewnej paraboli B.
Pgki o, B sg rzutowe odpowiednio z pgkami Lm, Un, a poniewai ostatnie dwa
peki sg perspektywiczne, to peki & i B s wzajemnie rzutowe.

L e

Y

Fig. 6.

Ilez jest polozer punktu A na prostej m, ktérym odpowiadajg takie
polozenia punktéw Pi Q, iz LP= UQ? Aby rozstrzygnaé to pytanie, prze-
ksztalémy figure w sposéb nastepujgey. Rozwaimy niezmienny w sobie uklad;
prostych UE, q, m, z szeregami punktéw m, ¢, pekiem 1-go rzedu Um i pekiem
2-go rzegdu B. Caly ten uktad przesufimy w jego plaszezyinie tak, azeby
proste UE i g zeszly si¢ odpowiednio z prostemi LK i p, co do polozenia
i kierunku. Niech B, bedzie nowe polozenie peku 8. Peki a i B, s3 wige para-
boliezne i rzutowe. Pe¢k B, wyznacza na prostej p szereg punktéw @, (ktéry
jest nowem polozeniem poprzedniego szeregu punktéw Q na prostej ¢). Jezeli
jaki§ punkt Q wyznaeza na g odeinek UQ réwny odeinkowi odpowiedniemu
LP, to odpowiedni punkt @, schodzi si¢ z odpowiednim punktem P; pozostaje
nam wige oznaczyé, ile odpowiednich punktéw wspolnych posiadajy szeregi
PiQ,. W geometryi rzutowej dowodzi si¢. ze punkty przecigeia promieni
odpowiednich dwéch pekéw rzutowych drugiego rzedu tworzg krzywsg 4-go
stopnia; wnioskujemy stgd, ze na prostej p znajdujg si¢ 4 punkty, przez ktére
przechodzg, pary promieni odpowiednich pekéw « i B, Latwo sig przekonaé
(z figury), e nieskoriczenie odlegla prosta, jako wspélny promied pekéw « i B,
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(wspolna styezna wszystkich parabol), odpowiada sama sobie podwdjnie,
a wiec jednym z powyzej wzmiankowanych 4-ch punktéw jest nieskoriczenie
daleki punkt prostej p, a ze punkt przeciecia odpowiednich promieni ygkéw
o i B,, prostych zlewajgceych sie z prosts w nieskoficzonosei, jest nieokreslony,
nie mozemy przeto z gory orzee, czy punkt w nieskoiiczonosei na prostej p od-
powiada zadaniu. Z drugiej strony widzimy, Ze kiedy punkt P jest w nie-
skoniczonosei, to R=o00, a wowezas kota o i w przeksztaleaja si¢ odpowiednio
na proste LK i UE, ktorych przeciecie S w ogoéle nie lezy na dowolnie obranej
prostej m. A wige, jezeli prosta m nie przechodzi przez punkt S, to na niej
znajdujg si¢ 3 polozenia punktu M, przy ktoryeh LP= UQ, czyli prosta m,
nie przechodzgca przez punkt S, przecina krzywg k w trzech punktach. Lecz
z tatwodeig przekonamy sie, Ze jezeli prosta m przechodzi przez punkt S, to
i wtedy przecina krzyws k tylko w trzech punktach; rzeczywiseie, w tym
razie punkt 8, jako nalezacy do prostej UE, po wyiej opisanem przeksatal-
ceniu figury, zajmie polozenie pewne S’ na prostej LK; peki wige Lm i Lm,
(Lm, jest nowem polozeniem peku Um po przeksztalceniu) maja wspilny
promiefi LK, odpowiednie wige promienie pekow a« i ?; sy rownolegle do
prostej p; w rozpatrywanym wiee przypadku punkt w nieskofiezonosei na
prostej p lezy nie tylko na wspdlnym promieniu pekéw a« i 3; w nieskori-
czonoiei, lecz i na przecigeiu dwoch odpewiednich promieni, znajdujgeych sie
na odlegloéei skoficzonej; punkt wige w nieskoriczono$ei na prostej p w tym
przypadku odpowiada zadaniu, leez oprocz tego znajdujg sie na prostej p je-
szeze tylko dwa inne punkty P, zlewajace si¢ z odpowiedniemi punktami Q.
Mozemy wige twierdzié, ze wszelka prosta przecina krzywg k w 3-ch pun-
ktach, krzywa ta jest przeto krzywa 3-go rzedu.

Jeszeze jedno rozwiazanie nadestat nam p. Z. C...ski z Warszawy.

A MM~ -

Nosnoaano llensyporo, Bapwasa 1 loua 189 r. Druk J. Sikorskiego, Warecka Nr. 14.



