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O POUNKTACH UROJONYCH

napisal

M. Feldblum-

Matematyka nowozZytna zawdziecza swoj rozwdj znakomity du-
chowi uogélniania, ktérego wplyw zauwazy¢ sie¢ juz daje w tworzeniu
pojeé elementéw zasadniczych, stuzacych za materyal do badania. Tak
w analizie uogélnia si¢ stopniowo pojecie o liczbie, o funkeyi, o calce
okreslonej; w geometryi rozwija si¢ pojecie o punktach urojonych i, co
za tem idzie, o liniach i powierzchniach urojonych. Gdy jednak w analizie
oddawna liczby ujemne, ulamkowe, niev‘c"ymierne, urojone weszly
w ugycie powszechne i przestaly budzi¢ powatpiewanie co do swego
uzasadnienia i uZytecznosci, w geometryi dlugo jeszeze, bo do polowy
biezacego stulecia, ograniczano si¢ uporczywie na rozwazaniu takich
tylko elementéw, ktére moglyby by¢ uplastycznione naocznie; wszelkie
uogélnienie uwaZano za obce naturze geometryi i wzdragano sig przed
niem 1),

Prace Ponceleta i Chasles’a (poniekad takZze Stei-
nera) wykazaly bezzasadno$é owego konserwatyzmu w geometryi;
w pracach tych rozwiniete sa ogdlne metody geometryczne; utworzyly
one réwniez grunt do systematycznego i scislego wprowadzenia do
czystej geometryi elementéw urojonych; teoryg tych elementéw zbudo-
wal von Staudt w ,Beitrige zur Geometrie der Lage“ (czesé I,

) Les imaginaires ,ont été constamment repoussées ‘du sanctuaire
étroit de la Géométrie rationelle“, — méwi Ponecelet we wstgpie do swego
dzieta: ,Traité des propriétés projectives des figures* (1822).
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1856), nie positkujac si¢ zgola rachunkiem, opierajac sig tylko na
rozwazaniach czysto geometrycznych 1),
Zobaczmy, jak w geometryi okreslamy punkty urojone.

~ Wezmy dowolna prosta [ i jakakolwiek krzywa drﬁgiego stopnia
k, przecinajaca prosta | w dwoch punktach rzeczywistych. Jezeli na
prostej | bedziemy. wyznaczali punkty sprzezone wzgledem kraywej k,
to pary punktéw sprzezonych utworzg inwolucye.- Punkty przecigeia
prostej | i krzywej k odpowiadaja samym sobie, sa wigc punktami
podwodjnemi inwolucyi; Srodek cigciwy, utworzonej przez prosta
likrzywa k, jest sprzgzony, oczywiscie, z nieskoniczenie odleglym
punktem prostej { i jest przeto $rodkiem inwolueyi; iloczyn odle-
glosci érodka od dwéch punktéw sprzezonych jest staly. dodatni i réwny
kwadratowi odleglosci $rodka od kazdego z punktéw podwdjnych
inwolucyi; iloczyn ten zwie si¢ poteggg inwolucyi. W tym wiec
przypadku podwdjne punkty inwolucyi wyznaczaja si¢ w zupelnosci
za pomocy Srodka i potegi inwolucyi.

Niech teraz prosta [ nie przecina krzywej k. Punkty prostej [,
sprzezone wzgledem krzywej k, znowu tworza inwolucye; inwolucya ta
wszakie rdézni si¢ od poprzedniej tem, Ze podczas gdy w poprzedniej
dwie pary punktéw odpowiednich znajdowaly sie bads calkowicie jedna
wewnatrz drugiej, badz calkowieie jedna zewn@trz drugiej, w obecnym
przypadku dwie pary punktow odpowledmch leza tak, Ze jeden punkt

) Reye, antor znanego dziela: .Die Geometrie der Lage®, tak sie
wyraza: ,L’un des plus grands services qu’ait rendus von Staudt c’est
d’avoir établi d’'une manitre purement géométrique la théorie des éléments ima-
ginaires et de I'avoir amnende & un trés haut dégré de perfection® (cytujemy we-
diug wydania francuskiego). Do uprzy stepnienia i rozpowszechnienia pomystéw
von Staudta przyezynili si¢, oproez R ey e’go, nastepujgey matematyey:
Liiroth (Math. Annalen VIII, 1875, XI,1877), Stolz Math, Annalen IV,
1871), Henri J. Stephen Smith (Annali di Matematica III (sér.2),
1869—1870), August (,Programm der Friedrichs-Realschule’,, Berlin 1872),
H. Wiener (.Rein g’eometnsche Theorie der Darstellung bindirer ‘Formen
durch Punktgrappen auf den Geraden“, Darmstadt 1885),'S e €T e ‘(Mamorie
dell’Academia’ reale delle Scienze di Torino XXXVIII (ser. 2), 1886, Journal
fur r. und ang. Mathematik C, 1886). (Cytowane wedlug dziela G.Loria:
I1 passato ed il presente delle principali teorie geometriche, wyd. 2-ie. Turyn
1896, str. 14).
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pierwszej pary lezy migdzy punktami drugiej pary, drugi za$ punkt
pierwszej pary leZy zewnatrz punktéw drugiej pary; inwolucya pier-
wszego rodzaju nazywa si¢ inwolucya hyperboliczn'a, drugiego
rodzaju — eliptyczng. W inwolucyi eliptycznej mozemy réwniez
wyznaczyé srodek, ktéry jest sprzezony z punktem w nieskoriczonodci
na prostej /, oraz potege, ktéra w tym przypadku jest ujemna. Dane,
wyznaczajace punkty podwdjne inwolucyi (Srodek i botqga), 88, rzeczy-
wiste, jednakie punkty te w rzeczywistosci nie istnieja; gdybysmy te
punkty wyznaczyli analitycznie, to na odleglosci tych punktéw od rze-
czywistego srodka inwolucyi otrzymaliby$émy wartosei urojone zespolone
sprzezone; méwimy przeto, ze inwolucya eliptyczna posiada dwa punkty
podwéjne urojone; nazywamy je punktami urojonemi sprze¢zonemi
prostej l. Dla zachowania analogii z poprzednim przypadkiem mowimy,
Ze te punkty urojone sa punktami przecigcia proétej l i kezywej I;
a wige krzywa drugiego stopnia i linia prosta zawsze maja dwa punkty
przeciecia, rzeczywiste albo urojone; srodek tych punktéw jest zawsze
rzeczywisty; kwadrat odleglosci srodka od kazdego z tych punktéw jest
réwniez zawsze rzeczywisty (dodatni albo ujemny).

Azeby geometrycznie odrézniaé punkty urojone sprzezZone,
rozumujemy w sposdb nastepujacy. JeZeli w inwolucyi hyperbolicznej
bedziemy rozpatrywali punkty, postgpujac od jakiego$ punktu 4 w kie-
runku do pewnego punktu B, to natrafimy najprzéd na jeden z punktéw
podwdjnych (rzeczywistych); postepujac od punktu 4 w kierunku prze-
ciwnym natrafimy na drugi punkt podwdjny. Analogicznie wigc mo-
zemy i w inwolucyi eliptycznej odréZzniaé jeden punkt podwdjny urojony
od drugiego przez oznaczenie kierunku, w jakim rozpatrujemy punkty
inwolucyi. Von Staudt oznacza na tej zasadzie punkty podwéjne
urojone inwolucyi eliptycznej AA; BB, ... przez symbole: ABA, B,
(albo: BA, B, A, A, B, AB, B, ABA,) resp. AB, A, B (albo: BAB, A,,
A, BAB,, B, 4, BA).

Punkty przecigcia prostej i powierzchni drugiego stopnia mozemy
okresli¢, badz to wyznaczajac inwolucye punktéw prostej, sprzeZzonych
wzgledem powierzchni, badz to przecinajac powierzchni¢ drugiego
stopnia dowolna, plaszezyzna, przechodzacg przez dang prosta, i wy-
znaczajac punkty wspélne prostej i krzywej drugiego stopnia, otrzy-
manej w przecieciu, Zawsze linia prosta i powierzchnia drngiego sto-
pnia przecinaja si¢ w dwéch punktach (rzeczywistych albo urojonych)
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z rzeczywistym $rodkiem i rzeczywistym kwadratem odleglosci kazdego
z tych punktéw od srodka.

Oczywiscie, Ze punkty przecigcia prostej z krzywa lub powie-
rzchnig drugiego stopnia mogg si¢ schodzi¢ w jednym punkcie rzeczy-
wistym; $rodek inwolucyi jest wtedy w tym samym punkcie, potega
jest ré6wna zeru.

Analitycznie punkty urojone oznaczamy za pomoca spdlrzednych
zespolonych; punktom urojonym sprzeZonym odpowiadaja spélrzedne
zespolone sprzeZone.

Sposoby oznaczania punktéw urojonych w geometryi czystej
i analitycznej sg zupelnie odpowiadajace sobie; albowiem, jezeli anali-
tycznie bedziemy szukali punktéw przecigcia prostej z krzywa albo
powierzchnia drugiego stopnia, to w samej rzeczy otrzymamy spdl-
rzedne zespolone sprzezone.

‘Wprowadzenie elementéw. urojonych do geometryi tak si¢ przy-
czynilo do jej rozwoju, Ze zbytecznem by bylo dowodzié ich znaczenia;
wskazemy dla przykladu: powstanie geometrycznej teoryi linij i powie-
rzchni ,geometrycznych“ (zwanych w geometryi analitycznej ,alge-
braicznemi“), ogdlnej teoryi podwdjnej stycznosei krzywych drugiego
stopnia (Poncelet), jednolitos¢ w teoryi utworéw jednokreslnych
(rzutowych), w teoryi inwolucyi i pokrewnych teoryach; nastgpnie —
znaczenie kola urojonego w nieskonczonosei, punktéw urojonych kolo-
wych na plaszczyznie, np. dla teoryi ukladéw kél, wreszcie przy bada-
niu zasad geometryi (patrz np. wyklady F. Kleina: ,Nicht-Eukli-
dische Geometrie*).

W artykule niniejszym mamy zamiar podaé zasadnicze zwiazki
geometryczne, istniejace migdzy punktami urojonemi i elementami
rzeczywistemi; badamy wige, jak wplywa na rozmieszczenie linij i po-
wierzchni rzeczywistych warunek, aby one posiadaly dane punkty
urojone, oraz jakim warunkom powinny zado$é czyni¢ punkty urojone,
aby znajdowaly si¢ na danej linii lub powierzchni rzeczywistej. Posil-
kujemy si¢ dla dogodnosci przewainie metoda analityczng, wszakie
doé¢é czesto nzupelniamy rozumowanie interpretacys czysto geometryezna,

Nim przejdziemy do zwiazkéw szczegélnych, ktére gléwnie mamy
na celu, poczynimy jeszeze kilka uwag natury ogélne;.
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Jezeli przy rozwiazywaniu jakiegos zagadnienia geometrycznego
szukamy punktu, wspolnego dwoém powierzchniom albo liniom, to
w przypadku, kiedy punkt ten w rzeczywistosci nie istnieje, méwimy,
Ze on jest urojony. Skoro napiszemy réwnania danych linij lub po-
wierzchni i rozwiazemy zagadnienie analitycznie, to otrzymamy w re-
zultacie spélrzedne zespolone punktu szukanego, i w ten sposéb otrzy-
mamy -analitycznie liczby zespolone, ktére tak samo odpowiadaja
punktom urojonym, jak w ogéle liczby rzeczywiste odpowiadaja punktom
rzeczywistym, Jezeli dane linie resp. powierzchnie byly algebraicznemi
(,geometrycznemi“), to szukane spélrzedne beda pierwiastkami réwnan
algebraicznych, a wige beda po dwa sprzezone migdzy soba (nie potra-
fimy wszakze oznaczyé, ktdremu z punktéw urojonych sprzeZonych
odpowiada ten lub 6w 2z pierwiastkow sprzeZonych réwnania alge-
braicznego). Mozemy dowie$¢ nastepujacego twierdzenia ogélnego:

Powierzchnia algebraiczna dowolnego rzedu, zawie-
rajacy dany punkt urojony, musi zawiera¢ réwniez punkt
urojony, sprzezony z danym.

Jakoz. niech F'(x, y, 2) = 0 przedstawia rdwnanie powierzchni
algebraicznej jakiegokolwiek rzedu w postaci ogélnej. Kladac w tem
réwnaniu na z, y, £ wartosei spélrzednych punktu urojonego:

(1 r=a-+pi,y=y + 6, 2=¢e—+ {1,

otrzymamy: P—+-4Q = 0, gdzie Pi Q sa funkcyami spélczynnikéw
réwnania F' == 0 i szeSciu parametréw: a, 8, y, 8, ¢ {. Ostatnie rd-
wnanie rozpada si¢ na dwa nastepujace:

(2) P=0, =0,

ktére sa tozsamosciami, jezeli przyjmujemy, Ze punkt (1) nalezy do
powierzchni F'= 0. MozZemy z latwoscia, spostrzedz, ze P jest sumg
algebraiczng wyrazéw ksztaltu Apg" " t», gdzie A jest funkeys spdl-
czynnikéw réwnania F =0 oraz parametréw: a, y, &, a liczby cal-
kowite dodatnie ms, 12, p sg takie, Ze m + n - p jest liczby calkowits
dodatnig parzysts (albo zerem), Q za$ jest sumg algebraiczng wyrazéw
takiegoz ksztaltu, w ktérych jednak suma m -+ n—p jest liczbg cal-
kowita, dodatnia nieparzysta. JezZeli tedy w réwnaniu F=0 damy
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na x, Y, ¢ wartoSci spélrzednych punktu urojonego, sprzezonego
z punktem (1):

r=a—pi, y=y—08,z2=¢— (i,

to réwnanie to przyjmie ksztalt P —4Q=—0 i bedzie toZsamoscia na
zasadzie tozsamosci (2).

Z dowiedzionego twierdzenia wynika, %e krzywa algebrai-
czna, dowolnego rzedu, plaska albo o krzywiznie podwéj-
nej, zawierajgca punkt urojony dany, musi zawieraé
punkt urojony, sprzezony z danym.

Dopdki wigc mamy do czynienia z liniami i powierzchniami alge-
braicznemi, powinnismy bra¢ pod uwage nie oddzielne punkty urojone,
ale pary punktéw urojonych sprzezonych. . ‘

Z YatwoScia mozemy twierdzenie powyZsze stwierdzié geome-
trycznie dla linij i powierzchni 1-go i 2-go rzedéw.

Wyznaczmy na prostej [ dwa punkty urojone, jako podwdjne
punkty inwolucyi. utworzonej na niej przez krzywa drugiego stopnia
k (krzywa I i prosta l znajduja si¢ w jednej plaszczyznie i nie przeci-
najg sie¢ w punktach rzeczywistych). Przekonamy si¢ poniZej, Ze oprdcz
prostej I, zadna inna prosta nie moze przejs¢ przez jakikolwiek z tych
dwoéch punktéw urojonych, czyli, Ze wszelka prosta, przechodzaca przez
jeden z tych punktéw urojonych, zlewa sig zupelnie z prosta ! i prze-
chodzi wige przez drugi z tych punktéw urojonych. Co sig tyczy
plaszezyzn, to przekohamy sig, Ze wszelka plaszezyzna, przechodzaca.
przez jeden z powyzszych punktéw urojonych, zawiera prosts [, a wige
i drugi z tych punktéw urojonych.

Przypusémy, Ze inna krzywa drugiego stopnia k' przechodzi przez
jeden z punktéw urojonych sprzezonych, bedacych punktami przecigcia
krzywej k i prostej I. Mamy tedy na prostej [ dwie inwolucye elip-
tyczne z jednym punktem podwéjoym (urojonym) wspélnym. Dowie-
dziemy, Ze i pozostale 2 punkty podwdjne urojone schodzg si¢ w jednym
punkcie (urojonym), tak Ze kaida z krzywych ik’ wyznacza na
prostej ! jedne i te samg inwolucye. W tym celu szukamy pary
punktéw sprzeZonych, wspdlnej obydwoém inwolucyom. (Niech punktom
a, b odpowiadajg w pierwszej inwolucyi punkty A, B, w drugiej —
punkty A4’, B. Obieramy dowolng krzyws drugiego stopnia, np.
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krzywa k, i dowelny jej punkt P laczymy z punktami a, b, 4, B, 4’, B’
promieniami Pa, Pb, PA it. d., ktére przetna krzywa k odpowiednio
w punktach m, n, M, N, M', N'; niech punkt przecigcia prostych mM
i nN bedzie O, a prostych mM’, nN' — O'. Wskutek tego, Ze obie
inwolucye sg eliptyczne, punkty m, n, M, N, M', N' tak sa rozmie-
szczone na krzywej %, ze punkty O i O’ musza znajdowaé si¢ wewnatrz
krzywej k 1); prosta OO’ przecina tedy krzywa k w dwoch punktach
rzeczywistych: Q, Q’; punkty X, X', w ktérych promienie PQ, PQ'
przecinajg prosta I, sa punktami szukanemi: punktowi X odpowiada
punkt X’ tak w jednej, jak w drugiej inwolucyi). Punkty te X, X’
w przypadku, kiedy obie inwolucye sg eliptyczne, jak to wlasnie mamy,
89 zawsze rzeczywiste; te dwa punkty sa wiec harmonicznie podzielone
przez punkty podwdjne (jakkolwiek urojone) ?) kazdej inwolucyi, a po-
niewa% dwie te inwolucye majg po jednym punkcie podwéjnym wspdl-
nym, wige i pozostale punkty podwdjne schodza si¢ w jednym punkcie
(urojonym), czego tez naleZalo dowies¢.

Zupelnie identycznem rozumowaniem mozemy dowiesé wlasnosei
omawianej i dla powierzchni drugiego stopnia.

Linia algebraiczna rzeczywista, plaska albo o krzy-
wiznie podwéjnej, zawiera oco? punktéw urojonych, po-
wierzchnia za$ algebraiczna rzeczywmta zawiera
oco* punktdw urojonych.

Rzeczywiscie, jezeli punkt:

(3) r=a+pi,y=1y-4 &

ms naleze¢ do krzywej algebraicznej plaskiej f(x, y) =0, to mamy
dwie zaleznosci warunkowe miedzy 4 parametrami: a, f,y,d, tak Ze
dwa z tych parametréw sa nieoznaczone.

1) (Ozytelnik zechee nakrefli¢ odpowiednig figure.

2) W grupie harmonicznej czterech punktéw dwa punkty sprzezone
moga byé urojone (sg tedy urojone sprzezone), pozostale dwa muszg wtedy byé
rzeczywiste. Patrz Chasles: ,Traité de géométrie supéricure ed. 11. 1880,
str. 58.
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‘Warunek, aby punkt:

4) r=a+ply=y+0i,z=¢c+

nalezal do powierzchni algebraicznej F(z,y,2) =0 wyraza sig przez
dwie zaleznosci miedzy szeSciu parametrami: - a, 8,7y, d, ¢, §, tak Ze
z tych szedoiu parametréw nieoznaczonemi zostaja cztery.

‘Wreszcie, wyraZajac warunek, aby punkt (4) nalezal do krzywej
algebraicznej o podwoéjnej kraywiznie:

F(xy,2)=0, Fy(x,9,2)=0,

otrzymamy 4 zaleznosci miedzy szesciu parametrami, dwa wige z nich
moga przyjmowaé¢ wartoSci dowolne.

Jako przypadek szczegdlny zaznaczymy, Ze prosta rzeczy-
wista posiada co? punktéw urojonych, plaszezyzna za$
rzeczywista co4 takich punktow.

Ostatni ten wynik mozemy 2z latwosdcia stwierdzi¢ -czysto-
geometrycznie.

Obierzmy na prostej dowolne dwa punkty stale: A4 i B, i naste-
punie dowolnie wyznaczajmy pary punktéw A’, B’, oznaczajac je lite-
rami A’, B’ tak, azeby para punktéw A, A’ przecinala pare punktéw
B, B’ (aby to bylo mozliwe, nalezy dowolng pare punktéw A', B’ wy-
bieraé tak, by obydwa te punkty lezaly badz wewnatrz, badz zewnatrz
odcinka A B). Kazda taka para punktéw A’, B’, lacznie z parg stalych
punktéw A, B wyznacza inwolucye eliptyczna, w ktérej punktom 4, B
odpowiadajg punkty A’, B’; tym sposobem otrzymamy wszystkie mo-
Zliwe na prostej inwolucye eliptyczne. Kazdej z tych inwolucyj odpo-
wiada para punktéw urojonych sprzeionych. Dwie réZne z tych inwo-
lucyj, np. okreélone przez pary punktéw A’, B’ i A", B", nie mogg daé
tych samych punktéw urojonych, albowiem mialyby wtedy obydwa
punkty podwdjne urojone wspdlne, i jezeli np. punkty 4’1 A" nie sg
identyczne, to zaréwno punkty A, 4’. jakoteZ punkty A, A" bylyby
harmonicznie podzielone przez te same dwa punkty urojone, co jest
niedorzecznem. Otrzymamy wigc na prostej tyle réznych par punktéw
urojonych sprzeZonych, ile inwolucyj eliptycznych otrzymamy w sposéb
wyzej wskazany; liczba ta jest réwna co 2.
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Na plaszezyznie istnieje co ? prostych, z ktérych kazda posiada oo ?
punktéw urojonych, a poniewaz, jak zobaczymy, dwie proste rzeczy-
wiste nie moga mieé wspélnego punktu urojonego, wigc mamy na
plaszezyznie rzeczywistej oo ¢ punktéw urojonych.

Latwo tez wyznaczyé geometrycznie liczbg punktéw urojonych na
krzywej drugiego stopnia. Istnieje na plaszezyznie tej krzywej co?
prostych, z ktérych kazda przecina krzywa w dwéch punktach urojo-
nych sprzezonych; dwie rézne proste nie mogg przecinaé¢ krzywej w tym
samym punkecie urojonym (mialyby bowiem ten punkt wspdlny, co, jak
zobaczymy dalej, jest niemozliwe), wiec krzywa drugiego stopnia po-
siada 0o ? punktéw urojonych.

Moznaby tez z latwoscig stwierdzié geometrycznie, Ze powierzchnia
drugiego stopnia posiada co ¢ punktéw urojonych.

PowolywaliSmy si¢ wyzej na twierdzenie, Ze dwie proste rze-
czywiste na plaszczyznie nie moga si¢ przecinaé
w punkcie urojonym. Geometrycznie jest to oczywiste, albo-
wiem dwie proste rzeczywiste na plaszczyznie przecinajg si¢ w okre-
glonym punkeie, znajdujacym si¢ badz na odleglosci skonczonej, bads
w nieskonezonosci, ale zawsze rzeczywistym; innej alternatywy pomy-
gleé nie moZzemy. Stwierdzimy to samo analitycznie.

Jezeli punkt urojony (3) ma. nalezeé do dwéch prostych rzeczy-
wistych:

y=ax+0b, y=az41¥,
to winno byé:
y—+ib=aa-+tiuf+0b,
y+id=daa~iaf+V,
czyli:
éd=ap, 6 =adp,

y=aa+b, y=da-+t1¥;
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stad za$ wynika:

tak, Ze obie proste zlewajg si¢ w jedne.

Przez kaidy punkt urojony przechodzi jedna (i, na
zasadzie poprzedniego, tylko jedna) prosta rzeczywista.

Jezeli bowiem prosta rzeczywista y ==ax -} 0 ma przechodzié
przez punkt urojony (3), to musi by¢ spelniony warunek:

y+1i6 =aa—+iap—+0b,
czyli:
d=af,y=aa-+0b,

skad otrzymujemy jedyne, zupelnie okreslone wartosci spélezynnikéw
aib:

a wige przez punkt:
z=a-4if, y=y-41
przechodzi prosta :
py — éx = fy — da,
t. j.

B )

(Geometrycznie wynika praytoczone tu twierdzenie z okreslenia
punktu urojonego i z twierdzenia poprzedniego).
Z réwnania (5) wyciggamy wniosek nastepujgcy:

) e
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. Prosta rzeczywista, przechodzaca przez punkt uro-
jony:
r=a-+if, y=y+4id,

przy dowolnych wartosciach parametréw §ié przechodzi
przez punkt rzeczywisty:

r=a, Yy=y.

ZnajdZzmy warunek analityczny aby dwa dane punkty
urojone znajdowaly si¢ na jednej prostej rzeczywistej.

Przez punkt (3) przechodzi prosta rzeczywista (5); podobnie% przez
punkt:

r=ad+if,y=y -+

przechodzi prosta rzeczywista:

r—a _ y—y'.
,B’ - 6: ’
te dwie proste zlewajg sig¢ w jedng, jezZeli zachodzi zaleZno$é:
B _ B __d—a
(6) 6 - 6' _,’1_7°

Przez punkt urojony w przestrzeni przechodzi je-
dna jedyna prosta rzeczywista.
Zalézmy, Ze prosta:

r=mz+mn, y=pz-t+q
ma przechodzié przez punkt urojony (4); wéwezas otrzymamy :
a-+if =me+timl+n,
1+id=pe+ipl +9q,
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czyli:
p=ml, 8=pl, a=me—+n, y=pe-+q
skad otrzymamy:

_B ,_8 . _at—pe __ yi—d
m—c,p C,n_. z ' Q z ;

a wiec prosta wyZej wymieniona jest:
{(—a)=p(z—2¢),
€(y\_' ?) =4d(z—5¢),

t. j.

L—a Y—y_ Z—¢

W i R

Ze przez punkt urojony nie moze w przestrzeni przechodzi¢ wig-
cej, jak jedna prosta rzeczywista, mozna stwierdzié geometrycznie
w sposdb nastepujecy. Przypusémy, e proste ! il posiadajg jeden
wspdlny punkt urojony, oznaczony na nich za pomocg pewnej powie-
rzehni drugiego stopnia. Biorge rzuty tych prostych z dowolnego
punktu, nie lezgcego na prostych ! i I, na dowolns plaszczyzne, otrzy-
mamy na tej ostatniej dwie inwolucye eliptyczne punktéw, lezace na
dwdch réZznych prostych i majace jeden podwéjny punkt urojony wspdl~
ny, co, jak wiemy, jest niemozliwe.

Z ksztaltu rownania (7) wyciaggamy whiosek nastepujacy:

Prosta, przechodzgca przez punkt urojony:

w=atip, y=y +id, 2=+,

przy dowolnych wartosciach parametréw g, 6, prze-
chodzi przez punkt rzeczywisty:

r=a, Y=y, E==¢.
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Przez punkt urojony przechodzi co! plaszezyzn
rzeczywistych; wszystkie te plaszczyzny przecinaja sig
wzdluz jednej linii prostej.

Jakoi, wszelka plaszezyzna, przechodzaca przez prosta rzeczy-
wista, zawierajaca dany punkt urojony, musi przechodzi¢ przez tenze
punkt, Zadna za$ inna plaszczyzna nie moZze zawiera¢ danego punktu
urojonego, albowiem wyznaczalaby ona na kazdej z poprzednich pla-
szezyzn prosta, rézng od wymienionej, i majaca z nig dany punkt
urojony wspdlny, co, jak wyzej stwierdziliSmy, jest niemozliwe.

Inaczej mozZemy o omawianej wlasnosci przekonaé sig w sposéb
nastgpujacy. Jezeli analitycznie wyrazimy warunek, aby plaszczyzna
przechodzila przez dany punkt urojony (4), to w réwnaniu plaszezyzny
jeden parametr zostanie nieoznaczony, i z latwoscia przekonamy sie, Ze
przy wszelkich dowolnych wartosciach tego parametru réwnaniu pla-
szezyzny czynig zadod¢ spélrzgdne punktéw prostej (7).

Znajdzmy warunek, aby dwa dane punkty urojone
znajdowaly sig¢ na jednej plaszczyznie rzeczywistej.

Oczywiscie, Ze warunek szukany jest identyczny z warunkiem,
aby proste rzeczywiste, zawierajace dane punkty urojone, przecinaly sig.

Punkty:

x=a-+1if, y=y+id, z=¢- i,
x=ad+if,y=9y+1, 2=¢ 4
naleza odpowiednio do prostych rzeczywistych :

x—a _ y—y 2—¢

Te dwie proste przecinajg si¢ wzajemnie przy istnieniu zaleznosci:

(- £ — L) — (1 — ) (e -2
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‘Warunek ten latwo sprowadza si¢ do ksztaltu nastepujacego:
a—a ,y—y ,e—¢
® g .6 , ¢ =0.
g .o, 7

Ten sam rezultat moZemy otrzymaé jeszcze w sposéb nastepujacy.
Jezeli punkty:

9 r=a+if, y=y+1, s=e¢+il,
(10) x=a +1if, y=y'+id, s=¢4,
nalezs, do plaszezyzny rzeczywistej:
z=ax-+by+c,

to mamy zaleznosci:

et =a(a+P)+bly+id)+c

¢ it =a(a +if) - b(y +i8)+c,
ozyli:
e=aa+tby+c¢; {=ap+bd
& = aa’+by’+c; I'=ap +bd.

»Rugujs,é z tych caterech réwnan: a, b, ¢, otrzymamy warunek
gadany:
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a—a' ,y—y , e—¢
B, 6 , ¢
Ig/ , &

0.

Znajdzmy jeszcze warunek, aby dwa dane w przestrzeni
punkty urojone znajdowaly si¢ na jednej prostej rze-

czywistej.
Proste :
r—a _ y—y __ &—¢
B é ¢’
r—a  y—y z2—¢
,8' =7y = T

na ktérych znajdujg si¢ punkty (9) i (10), zlewajg sig ze sobs, jeeli
majg miejsce zaleZnosci nastgpujgce :

-

b8 __¢
ﬂf 6’ CI
a—d __y—y' ¢ '
B 8 T ¢

Przez dany na plaszczyznie punkt urojony prze-

-—1—(;»+4) (m—1)
chodzi oo 2 rzeczywistych krzywych algebrai-

cznych m-go rzedu, gdyz ogdlne réwnanie takiej krzywej zawiera
—;— (m—-3)m parametrow niezaleznych, a warunek, aby krzywa ta
przechodzila przez dany punkt urojony, daje dwie zaleznodci migdzy

temi parametrami, zupelnie wigc nieoznaczonemi zostaje &";ﬂ —2,



O punktach urojonych. 145

. (m—+4) (m—1
t. j. -(ﬁlj%) parametréw. W szczegdlnosci, przez dany punkt

urojony przechodzi co? przecigé stozkowych; wiréd nich jest oo? parabol.
Réwnanie kola zawiera 3 parametry niezaleZne, wigc przez punkt
urojony na plaszezyznie przechodzi co! okregdédw koél. Jak-
%e rozmieszozone sa na plaszczyznie te kola?

Jezeli okrag:
(= %)+ —yo)?=1r?

przechodzi przez punkt urojony (3), to mamy:

(@—+ i)+ (r —yo + 8 =12,

skad otrzymujemy dwa réwnania :
(11) (wo—a)B+(Yo—7y)0=0,
(12) r=(z, —a) + (Y —y)} —p1—9.

Pierwsze z tych réwnan wskazuje, 2¢ §rodki kél rozpatry-
wanego ukladu znajduja sig na linii prostej; prosta ta
jest prostopadla do prostej(5), zawierajgcej dany punkt
urojony, i przecina ja w punkcie x —=a, y=p. Rdéwnanie
(12) wyznacza promien kazdego z kél ukladu.

Dowiedaiemy jeszcze nastgpujacej wlasnosci prostej (5) wazgledem
danego ukladu kél: prosta (5) jest wspélng osig pierwiastng
wszystkich k61 badanego ukladu.

Weimy w tym celu pod uwage dwa dowolne okregi kél po-
wy#szego ukladu; niech odpowiadajace im parametry beda: 2y, ¥y, ¥’
ia", 9", r". Roéwnanie osi pierwiastnej tych dwéch kel jest:

(13) 2(a"y — %) X+ 2(Y's — Yoy + &
_l__ yrol — :E"oﬂ —_ '!/"02 — ,’.12 _|__ rna —_ .

Leoz parametry dwoéch k6l wybranych powinny zado$¢ czynié
réwnaniom (11) i (12), otrzymujemy przeto :
Wiad. mat. II. 1898, 10
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r? = (a:'(, — a)ﬁ—l— (y’o — 7)2 _ﬂz — 8 }
r=(ay—ap @y — ) —p—8 |

@'y —a)f+(yy—y)d6=0
(13) -~ ' .
@ —a)f+ (s —7)0=0
Z réwnan (14) znajdujemy :
— " =a 2 —x P —2a (&, —2) + ¥ 'Y —2y (¥'—Yo) ;

kladge ten wzor na —#'? 4-r"? w réwnaniu (18), sprowadzimy réwna-
nie osi pierwiastnej do ksztaltu :

@' — 'y (@ —a)+ "y —¥,) (y —y)=0.
Z réwnan za$ (156) otrzymujemy :
(@ — ) B+ (¥o—y.)8=0,

tak Ze rownanie osi pierwiastnej przyjmuje ksztalt:

r—a _ Yy—y

p s '

i widzimy, Ze ta o8 pierwiastna jest wlasnie prosta (5) i nie zalezy od
parametréw dwdch dowolnie wybranych okregéw ukladu kol.
Rezultaty, tu otrzymane, latwo teZ otrzymaé na drodze geome-
trycznej. Niech na prostej I kolo () (oznaczamy ta litera sSrodek kola)
wyznacza dwa punkty urojone sprzeZone (punkty podwdjne odnosnej
inwolucyi eliptycznej). Srodkiem tych punktéw, czyli srodkiem inwo-
lucyi jest pewien punkt rzeczywisty M, ktéremu w inwolucyi odpowiada
nieskonczenie daleki punkt prostej [; ozmaczmy ten nieskoriczenie odle-
gly punkt przez L,, Srednica wiec CM jest sprzezona ze S$rednicq
CL , skad wynika, Ze prosta CM jest prostopadla do prostej I. Jezeli
inne kolo C’ przechodzi przes jeden z poprzednich punktéw urojonych,
to ono przechodzi i przez drugi z tych punktéw, wyznacza wigc na pro-
stej tg samg inwolucye, a wiec znowu C”M jest prostopadla do I. Wi-
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dzimy wige, Ze srodki wszystkich kol, przechodzacych przez dane dwa
punkty sprzeZone, leZa na jednej linii prostej, prostopadlej do prostej,
zawierajacej te punkty, oraz Ze dwie te proste przecinaja si¢ w srodku
inwoludyi eliptycznej, ktérej dane punkty urojone sg punktami podwéj-
nemi. Prosta ] jest osia pierwiastna wszystkich tych kél, poniewaz
przecina je w tych samych dwdch punktach urojonych (jest ich wspdlng
n8ieczng idealna“ podlug terminologii Ponceleta); posiada ona
wszystkie te wlasnosci osi pierwiastnych, ktére nie sy zaleine od tego,
czy punkty przeciecia z okregami kél sa - rzeczywiste, czy urojone,
a wige np. styczne, poprowadzone z dowolnego punktu prostej I do
wszystkich k6! ukladu, majg jednakows dlugosé, biegunowe dowolnego
punktu prostej ! wzgledem wszystkich kél ukladu przecinajg si¢ w je-
dnym punkeie na tej prostej, i t. p.

Punkt M w rozumowanin geometrycznem jest identyczny
z punktem:

r=a, Y=y
W rozumowaniu analitycznem; rzeczywiscie, z punktem danym:
By=atfi, gy =y + &
sprzezony jest punkt:
ay=a—Bi, y=y—8,

a $rodek migdzy niemi jest:

= =a,;(/=

s -
9 -

1y
2

Znajdzmy jeszcze warunek analityczny, aby dwa pun-
kty urojone nalezaly do jednego rzeczywistego okrggu
kola.

Jezeli okrag kola:

(@ —xo)? +(y — 9o)* = 1*

ma zawiera¢ dwa dane punkty urojone:
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z=a i, y=y+
w=a'+ 1, y=y'401,
to parametry kola musza zados¢ czynié¢ nastepujacym czterem réwnaniom :
@ —a)p +@—r)d =0
@ —a' )+ (Yo —¢)¥ =0,
r=(@—a)y+Y—y)—p — &
P (2o — &) (o — ¥ — B — O

Rugujac z tych réwnah parametry r, x,, ¢,, otrzymamy warunek
szukany :

Aa—d), 2y—7), a'— -y~ B—(a"— -y — ")
ﬁ 2 é ’ aﬁ+}'6 =0,
ﬂ' ’ .4 ’ a’ﬂ'+}"¢"

Réwnanie kuli zawiera 4 parametry niezaleine, 'dla tego przez
dany punkt urojony w przestrzeni przechodzi oo? po-
wierzehni kulistych. Zbadajmy, jakie polozenie zajmujg te kule.

Jezeli powierzchnia kuli

(16) x— )+ (Y — YY)+ (2 —2) =1?

zawiera¢ ma punkt urojony:

z=atif, y=y+is, s=e+4,
to powinno byé:

(@a—2+iB) 4+ (y — yo +98)" + (e — 2o + &)? = 1,
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ozyli:
A7) r=(@—a)+ Y—1)P+ (20— — 1 — & —{?
(18) B(@y—a)+ 8o —r)+ (5 —e)=0.

Na zasadzie réwnania (18) twierdzimy, e $rodki wszystkich
tych kul znajduja sie¢ w plaszczyznie rzeczywistej,
ktéora jest prostopadla do prostej, zawierajacej dany
punkt urojony, i przecina ja w punkecie:

r=a, Y=y, 2=c.

Réwnanie (17) wyznacza dlugodé promienia kazdej kuli w funkeyi
spélrzednych jej srodka.

Rezultat powyZszy moglibyémy z latwoscia otrzymaé geometry-
cznie zupelnie tak samo rozumujace, jak w przypadku ukladu kél na
p'taszczyznie.

Wizelka plaszezyzna rzeczywista, przechodzaca przez dany punkt
urojony, przecina uklad kul wedlug ukladu ké! (w liczbie ool), wzgle-
dem ktérych prosta rzeczywista, zawierajgca punkt dany, jest wspdlng
osig pierwiastng.

Jezeli dane dwa punkty urojone (9) i (10) nie leZg
na jednej plaszczyznie rzeczywistej, t. j. jeZeli dla nich nie
spelnia si¢ warunek (8), to przez nie moZna poprowadzié je-
dne, zupelnie oznaczong powierzchnig kulista rzeczy-
wistg,

Jakoz, zalézmy, Ze powierzchnia (16) przechodzi przez punkty
(9) i (10); wtedy parametry: &y, Yo, %o,  CzZynig zadosé czterem na-
stepujacym réwnaniom, analogicznym z réwnaniami (17) i (18):

) ﬂ<wo—a>+o<yo—y>+c<zo—e>=o}
B (m— )+ 8 @ — 1)L (5 — =0

R e e } |
P (g —a )Yy VH2o— P *— 8L
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Rugujae 7? z réwnan (20), otrzymamy :
?21) 2(a—d)¥+ 2',.(7'—'7')310'1‘2 (e—&2p=0a*—p'+y*—3"
+ P — (a?— f1 -y — 82— L)

Trzy réwnania pierwszego stopnia: (19) i (21) wyznaczajg zupel-
nie okreslone wartosci parametréw x,, ¥,, 2,, jezeli tylko wyznacznik
tych réwnan jest réZny od zera, t. j. jeZeli nie spelnia si¢ warunek (8).
Kazde z réwnan (20) daje wéwcezas wartos¢ czwartego parametru 7.

R SiTrT T

0 WZORZE KEUCHELA
NA OBLIGZANIE REZERWY PREMIOWE) W UBBZPIEGEENIACH ZYCIOWYCH.

Podat

B. Danielewicz.

Do obliczania rezerwy od ubezpieczen zZyciowych uZzywa sig
WZOréw :

(1) Res (v) = Pyiy — "po . * " Rogy , lub
(2) ’ Res (v) = ("""Poty — "Pa) - i T IS

gdzie x oznacza wiek osoby w chwili zawierania umowy; 7 czas pla-
cenia premij za dane ubezpieczenie; » liczbe lat, po uplywie ktérej
obliczamy rezerweg; Py, premiq jednorazows, jaks ubezpieczony mu-
siatby jednokrotnie zaplacié, gdyby zawieral to samo ubezpieczenie
w chwili obliczania rezerwy; *p, oznacza premi¢ oplacang rocznie przez

_ n-v Rw v
') 'W niektéryeh przypadkach Res (n=1— R,



