Praykdady oblicsania catek eliptycanjoh pierwszego gatunku 2 pomocy Speduich
arytmetyczno - geometryoznyeh,
rodat

J- Kowalczyk.

1. Poprzedzimy te przyklady przypomnieniem znanej wlasnesci
calek eliptycznych pierwszego gatunku, polegajacej na tem, Ze kazda
z nich daje si¢ przeksrtalcié na inna calke tegoz gatunku o module
dowolnie mniejszym lub wigkszym od modutu calki danej ?).

Jezeli polozymy

k=sina,k, = tg? —g— , tg (py — @) = cosa tgyp , -
bedzie:
R4 , L4

/‘; de _ 1 f de,
1) J V1T 5Tosin? g 1 Vi1—k’sin? @,

0 2 cos? 5

2. Wiadomo, ze z ilosci m i n, ktére sa liczbami danemi, otrzy-
mujemy :

—%- (m + n), jako Srednia arytmetyczna,

V'mn , jako érednia geometryczna,
Jezeli utworzymy kolejno:

1 -
5 (m4n) =m V mn=n,

1) Poréwn. J. Bertrand. Traité de caleul différentiel et de ealeul
intégral. T. II. Calcul intégral, str. 660.
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1 . S .
5 (o + n)=m, , Vommn, =n,

1 S
?(m? F+n)=m; , V mn, =mn,

1 P
5 (M1 Fn_)==m, , V m_1me .3 = 0;,
przekonamy sie, Ze m, i n, tak zbliza si¢ do siebie, iz bedzie:

lim m,=1limn, , dlas=oc0.

Dla dostatecznie wielkich wartoSci sm, i 1, sa juz bardzo bliz-
kiemi.

Takie ilo$ci wprowadzil Gauss do rachunku i nazwal je ary t-
metyczno-geometrycznemi $redniemi.
Jako przyklad wezmy: m = 3, n = 11; bedzie:

my =17 log m; = 0.84510
%, = 5.7446" log m; = 0.75926
m, = 6.372 log n, = 0.80218

= 6.341 3 log m, = 0.80430
m:, = 6.3568 log 7, = 0.80324

log 1y = 0.84324

A wige logarytmy liczb m, i m, zgadzaja si¢ w pigciu pierwszych
cyfrach dziesigtnych. Zgodno$¢ ich mozna doprowadzi¢ do dowol-
nej liczby cyfr, jezeli uzyjemy w rachunku logarytméw wigeej niZ pig-
ciocyfrowych,

Przyklad: m =1, = =80.

m, = 40.5 log m; = 1.60746
n = 9.0 log 1, = 0.95424
my, = 24.75 log n, = 1.28085

n, = 19.092 log m, = 1.39358-
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my, = 21.921 log ny == 1.8337215

n, = 21.7378 log m, = 1.8408604
m, — 21.8294 log m, = 1.3390377
n, = 21.8292 log m, = 1.3390418
m, = 21.8293 log n, = 1.3390398

log m, = 1 3390398
Many tu zgodnosé pierwszych siedmin cytr dziesigtnych.

3. Tatwo zmiarkowaé z podanych  przykladéw, ze rachunek jest
bardzo prosty i latwy; zastosujemy go do obliczenia calek eliptyeznych
1-go gatunku, Kladac we wzorze (1) k = sin a, znajdujemy:

P1

» . : }
(2) u= [ __d(’i____ = 1 f d_tp .
J V 1—sin%q sin%p 1 1
0 2 cos? ¢ 0, 1—tgt ?asm?cp

Legendre ulozyl wartosci calek podobnych w tablice, ale uzy-
cie tych tablic nie znalazlo takiego rozpowszechnienia, jak tablice
funkeyj trygonometrycznych; w wielu jednak przypadkach zachodzi
potrzeba wyrazenia ilosci 1 w liczbach. Sa na to rézne sposoby, ale
najprostszy polega na $rednich ilosciach arytmetyczno-geometrycznych.

WyraZenie (2) mozna przeksztalci¢, podstawiajac w niem:

1 =sin’p - cos’p ,

o, 1 1 —cosa
tg a0 =—",
2 1 4 cosa
poczem otrzyma sie:
@

dy

LU = —
f V cos?p -} cosa sinip
.0

L 43

=1 dp -
- f R

(,,]// % (1-cosa)? cos’p-}-cos asin’p
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a gdy polozymy:

n

= cosa,
m.
hedzie calka ksztaltu:
g
da
(3) u = f ¥
J V. m?cos? | n?sin?p
A .
. L Fi
1 : do

2 .
/1 .
0 ’/ - (m—+ 1)? cos’p - (V mn)? sin’p

Jezeli do zamiany amplitudy ¢ na ¢, . ¢, , . . . zastosnjemy wy-
razenia:

n
ey =telpi—o),

b/ i
(4) ,;:‘— tgp, = tg (P — @) ,
] .

n ) .
—* tgps = tg (Pet1 — @s)
my

i przez m, , m, rozumie¢ bedziemy ilosci, wyprowadzone w sposéb po-
wyzej wskazany, dojdziemy nareszcie do ilosci 7, i m,, ktére bedzie
mo#na poczytaé za réwne, tak ze bedzie moina przyjac:

Qo1 =2¢;
. ' .

_ 1
Qs = a5 Pst1 .
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Kiedy atoli w ilosci pod pierwiastkiem kwadratowym s in sa
rowne, wtedy cala ta ilos¢ staje si¢ =mi,, co dsieje si¢ przy amplitudzie
@.; calka zatem bedzie rowna:

— _Ps
(5) U= 2tm;

Jegeli . ma byé wyra2one w czesciach promienia, potrzeba ¢, po-
dzieli¢ przez 206264."8, ktora to ilos¢ odpowiada promieniowi kola,
w sekundach wyrazonemu.

W szczegdélnym przypadku, gdy

czyli

tgp =00 = tg(p; —¢),
jest podlug (4):

P— P =2 ) Py =22
Py— @2 =27 ) g, =4da=2xn
Py — Py =4a s ¢, =8n =2
ogdlnie zatem:
Pe= =1 .

. .1
Calka cliptyczna pierwszego gatunku, w granicach 0 i o5 7 uwa-

zana, nazywa si¢, jak wiadomo zupelng i podlug J acofai’ego
oznaicza si¢ gloska K. Biorac zatem wyraZenie (1) w granicach wspo-
mnianych, mamy:
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- 1

T"

f COo8°@.—— co8‘a s ‘p
¥ 3 —|— 2q sinlp
‘)

a po podstawienin w (5) wartosei @, = 2~ x, otrzymujemy :

T T
®) =g =

y M=y

Yatwiejszego nad taki sposéb obliczenia ealek eliptycznych zu-
pelnych prézno byloby szukaé.

4. Poniewaz przy podobnych rachunkach dobrze mie¢ pod reka
wzory, mogace sluzy¢ do sprawdzenia otrzymanego wypadku, przeto
podamy takie wzory, nadmieniajac, Ze one réznia si¢ od przytoczonych
wyzej tylko sposobem wykonania samego rachunku.

Do sprawdzenia wyrazenia (5) posluzy :

1 1 1 1 !
(5bis) w =T¢p8(sec?asec? a, sec?a.,...) ,

gdzie:

. 1
smalztg’—?—a , tg(p,—@)=cosa tge

. , 1
sin a; = tg* S o o 8 (p: — @,) = cos a, tg@,

. 1
sin a; =tg? o % tg (g3 — p) = cos a, tgp,

Takie podstawienia wprowadzil John Landen w ,Philo-
sophical Transactions* w r. 1771, 1775,

Poréwnawszy te podstawienia z (4), widzimy, Ze —/g—‘ 84 Cos a,;
. (]
w odpowiednich tez rachunkach moga te ilosci sprawdzaé sie wzaje-
mnie; niezgodno$¢ ich moze tylko byé w jednosciach ostatniej ecyfry
logarytméw do rachunku uzytych,
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Do sprawdzenia calki :

V 1—sinZa sin?p

mamy :

K—l :itec1 sec1 el )t
—2 7!( Tza 50130'2 ay... .

Przyklad 1. Znalezé K, gdy a = 30",

log cos a <= 9.983756306 = log n

m =1

n = 0.8660254 log 7, = 9.96876563
my, = 0.9330127 log m, = 9.9698876
n, = 0.9306049 log m, = 9.9693264
m = 0.9318088 log my, = 9.9693267
n, = 0.9318081 log n, = 9.9693266
m, = 0.9318085 log m, = 9.9693267

n, = 0.9318083

m, — 'u, = 0.93_1_86.8_;_
log pu = 9.9693266
log 2 = 0.3010300

0.2703566
log = = 0.4971499
log K = 0.2267933

Sprawdzenie podlug (5 bis):

1
—a=15"
2 ¢ '
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log tg —; a = 9,4280525

log sin @, = 8.8561060 ; a, =4°7'1"9,

-—;-a, =203'31"0,

log tg %al = 8.5556386

log sin ag = 7.1112772 ; ay=0°4'26."5,

%‘a, = 0°2'18"2,

a; =0
1 1, = 0.0150562
0og 8sec '? a = LV.019V9

log sec —; a;, = 0.0002804

log sec —:— a; = 0 0000001

0.0153367
0.0306734

log—3- = 0.1961199

log K = 0.2267933

Przyklad 2 Znalesé:

=50
W= dy
] V' 1—sin’asin
0

gdy
a = 302
Stosownie do (3) jest:

m=—1,n=cosa.
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Z poprzedzajacego przykladu sa wiadome m;, 0, ; my, 0, ; My, N, ;
podiug (4) zatem rachunek jest krotki

log cos @ = 9.9375306

log tg ¢ =00761865

log tg (p,—¢) = 0.0137171
@, —p = 45°4'16."Y

(p —_ 500

@, = 95%4'16."
log tg @, = 0.9852782.

log . — 9.9988777

m, —
log tg (p3—@,) == 0.9841559x

p—p, = 9555'16."7
@, = 95%4'16."9
¢, = 191049'33 "6
log tg @y = 9.3209446
log 22 — 9.9999998
mz —_—
log tg (¢, —@,) = 9.83209444
@, —p, = 191°49'33.6
¢, = 383%39’ 7.2

Podstawiajac te¢ wartos¢ w wyrazenie (5), mamy:

383039'7."2 4797'23."5
* == ‘ =
8m, My

R

& w czeSciach promienia :

172643."5

Y= T906264.8m,

log 172643.5 = 5.2371502
log 206264.8 = 5.3144251

9.9227251
log m, = 9.9693266 = log u

"log 1 = 9.9533985 .
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Sprawdzenie podlug (5 bis) daje taki sam wypadék.
Przyklad 3. Znaleéé:

0

1
ot ]
V 8 sm?q) Ve cos2¢p F 4sinlp

Granica wyzsza 1 = @ = are. 57"17'44."8 ,

2 "

m=3,n=2, csa =, =
m, = 2.5 log 2, = 0.38907567
n, = 2,44949 log m, = 0.3979400

m, = 2.474745 log n, = 0.3935079
10y = 2,474616 . log m, = 0.3935304

My = 2.474680 =, log n, — 0.3935191
Dalszy rachunek podlug (4) daje:

logcosa = 9.8239087
log tg ¢ = 0.1924024
0.0163111
p—@ =46° 4’325
@ = 57017'44."8
@, = 103922°17."3
log tg (p, = .6239559»

log = 9.9911337
my, —

0.61509164
pa—, = 103"38'13."3
p, = 207" 0'30."6
log tg q), = 9.7073251

log 7L = 9.9999775

9.7073026
y—p, = 207°0'26."3
@y = 41490'56."9

L
55Ps = 51%45" 7."1 = 186307."1
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1
log 3= 5.2702294
log 206264.8 = 5.3144251

7 9.9558043
log my = 0:3935191

log 1 = 9.5622852
Sprawdzenie podlug (5 bis):
PSR-
sin‘q =
a = 48°11'22."9
a, = 11932131
a = 035 '5."1

% @, = 186307."1, jak poprzednio;

1 L | 2 .
log {seco-a sec - a; sec ;- ay.. ) = 0.0836022

1
log 29y .

- =94 048
206264 8 - --?Z‘)558043

0.0394065
log 3 = 04771213
log 1 = 9.5622852



