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Konczac niniejsza notatke, winniSmy zaznaczyé, ze pragne-
lisSmy uwydatni¢ w niej dwie rzeczy: najprzéd to, iz temperatura
bezwzgledna uwazang by¢é moze za napigcie energii cieplnej, i po-
wtdre, Ze strata energii w zjawisku termodynamicznem wynika nie
tylko z przyczyny niewyréwnywania si¢ samych temperatur, ale
takze z przyczyny niewyrownywania si¢ napie¢ energij takich, jak
ci$nienie i t. p. W doswiadczeniu np. Joule'a, rozpraszanie si¢
energii wynika jedynie z nierdwnoSci ci$nienia gazu i ci$nienia jego
otoczenia (prozni, do ktorej gaz przeptywa).

T DIBI®I® -

H. Poincaré.

ZWIAZK] POMIEDZY ANALIZA I FIZYKA MATE-
MATYCZNA. '

Nieraz zapewne zadawano-wam pytanie, do czego stuzy ma-
tematyka i czy te delikatne konstrukcye, ktére dobywamy catko-
wicie z naszego umystu, nie sa sztucznemi i zrodzonemi z kaprysu.

Istnieja roznice pomigdzy osobami, stawiajacemi takie pytanie.
Ludzie praktyczni domagaja si¢ od nas jedynie wskazania sposobu
robienia pienigdzy. Tacy nie zastuguja wtiasciwie na to, aby im
odpowiadano; raczej ich samych nalezatoby zapytaé, na co
przyda sie gromadzenie tylu bogactw i czy dla pozyskania

") Rzecz, odczytana na I-ym miedzynarodowym kongresie matematykéw
w Zurychu dnia 9 sierpnia r. z. (Patrz ,,Wiadomosci matematyczne* T. 1, str.
183—192), — wydrukowana w ,,Revue générale des sciences pures et appliquées*
(15 listopada 1897); podajemy ja tu w przek!adzne na podstawie upowaznienie
otrzymanego od Autora. ’ S. D.
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czasu na ich zdobycie nalezy zaniedbywa¢ sztuke i wiedze, ktdre
jedynie tworza dusze zdolne do korzystania z bogactwa.

Et, propter vitam, vivendi perdere ‘causas.

Z drugiej strony, nauka utworzona wylacznie ze wzgledu
na zastosowania, jest niemozliwa; prawdy sa ptodnemi wtedy tylko,
gdy jakby taricuchem wiaza sle jedne z drugiemi. Jezeli utrzyma-
my z nich tylko te, od ktérych oczekujemy bezposrednich korzysci,
wtedy nie stanie pierScieni posrednich i nie bedzie faricucha.

‘Ludzie, najbardziej pogardzajacy teorya, znajduja w niej, nie
wiedzac o tem, pozywienie codzienne; bez tego pozywienia postep
nagle wstrzymalby si¢ i wpadlibySmy szybko w nieruchomos¢
chinska.

Lecz pozostawmy juz nieprzejednanych praktykéw. Obok
nich sa tacy, ktérych zaciekawia jedynie przyroda i ktérzy zapy-
tuja nas, czy jesteSmy w stanie dostarczy¢ im sposobdw lepszego
jej poznania. W odpowiedzi wystarczy wskazaé im dwa pomniki
juz zarysowane: mechaniki niebiesklej i fizyki matematycznej.
Bez watpienia zgodza sie oni na to, Ze te pomniki warte sg wiozo-
nego w nie trudu. Lecz nie dosy¢ na tem.

Matematyka ma cel podwoéjny. Powinna ona dostarcza¢ na-
rzedzi do badania przyrody. Lecz to nie jest wszystkiem; ma
ona bowiem nadto cel filozoficzny i, jezeli wolno mi powiedzie¢, cel
estetyczny. Powinna ona pobudza¢ filozofa do zglebiania pojec
liczby, przestrzeni i czasu.

Miodzi zwlaszcza adepci umiejetnosci znajduja w niej roz-
kosze, podobne do tych, jakie daje malarstwo i muzyka. Podzi-
wiaja oni delikatng harmonig liczb i form; czaruje ich wszelkie nowe
odkrycie, odstaniajace im nieoczekiwang perspektywe. Czyz roz-
kosz, ktérej doznaja, nie ma charakteru estetycznego, lubo zmysty
nie biorg w tem zadnego udzialu? Nie wielu jest powolanych do
pelnego korzystania z tych rozkoszy, to prawda; lecz czyz to samo
nie ma miejsca dla sztuk najszlachetniejszych. I dla tego nie waham
si¢ wyrzec, ze matematyka zastuguje na to, aby ja uprawiano dla
niej samej, i ze teorye, ktérych nie mozna stosowac do fizyki, nalezy
badaé tak samo, jak inne.

Gdyby nawet cel fizyczny i cel estetyczny nie godzily si¢ ze
soba, nie powinnibyémy w zaden sposéb zarzucaé jednego lub
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drugiego. Powiem wiecej: oba te cele sa nieroztaczne, a najlepszym
sposobem osiggnigcia jednego z nich, jest kierowanie sig¢ ku dru-
giemu, a przynajmniej nie tracenie nigdy drugiego z uwagi. Po-
staram si¢ to udowodni¢, zastanawiajac si¢ blizej nad zwigzkami po-
miedzy matematyka czysta i jej zastosowaniami. :

Matematyk nie ma by¢ dla fizyka prostym dostawca wzoréow;
spétpracownictwo ich winno by¢ Scislejsze. Fizyka matematyczna
i analiza czysta sg nietylko potegami, graniczacemi ze sobg i piele-
gnujacemi stosunki dobrego sasiedztwa; lecz przenikaja si¢ one
wzajemnie: duch ich jest jeden i ten sam. Stanie sie to jeszcze jasniej-
szem, gdy pokazg, co fizyka otrzymuje od matematyKki, i co, w zamian
za to, matematyka bierze od fizyki.

11

Fizyk nie moze ‘zada¢ od analisty, aby mu wykrywal nowe
prawdy; drugi, co najwyzej, moze pomagaé pierwszemu W przeczu-
waniu ich.

Juz od dluzszego czasu nikt nie mysli o wyprzedzaniu do-
$wiadczenia lub o zbudowaniu $wiata na kilku pospiesznych hypo-
tezach. Ze wszystkich tych konstrukcyj, ktoremi lubowano sie
naiwnie wiek temu, pozostaly dzi$ tylko ruiny.

Wszystkie prawa wydobywamy tylko z do$wiadczenia; lecz
do wypowiedzenia ich trzeba posiadaé jezyk specyalny. Jezyk
zwykly jest za ubogi i przytem zbyt nieokreslony, aby moégl wyra-
zaé stosunki tak delikatne, tak bogate i éciste. Oto .pierwszy po-
wad, dla ktérego fizyk nie moZe sie oby¢ bez matematyki; ona to
bowiem daje mu jezyk jedyny, ktorym moze przemawiac.

Jezyk dobrze utworzony nie jest rzecza obojetna. By nie
wychodzi¢ z dziedziny fizyki — wezmy dla przykiadu wyraz
ciepto. Czlowiek nieznany, ktory ten wyraz utworzyt, oddat cate
pokolenie na pastwe bledowi. Cieplo uwazano za substancye
glownie dla tego, ze oznaczano je przez rzeczownik i uwazano za
niezniszczalne. Przeciwnie . ten, kto wynalazt wyraz elektry-
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czno$¢, mial to niezasluzone szczesScie wyposazenia fizyki w nowe
prawo, prawo Zzachowania elektrycznosci, ktére prostym trafem,
okazalo si¢ dokltadnem; przynajmniej do dnia dzisiejszego.

Ciagnac dalej pordwnanie, powiedzie¢ moge, Ze pisarze upie-
kszajacy jezyk i traktujacy go, jako dzielo sztuki, czynia z niego
zarazem narzedzie bardziej gietkie, nadajace si¢ do wyrazania od-
cieni mysli. Podobnie analista, dazacy do celu czysto-estety-
cznego. ulatwia przez to tworzenie jezyka, bardziej przystosowa-
nego do potrzeb fizyka.

. Nie dos¢ na tem. Prawo wyptywa z do$wiadczenia, ale nie
wyplywa z niego bezposrednio. Doswiadczenie jest indywidualnem,
prawo, wyprowadzone z niego, ogélnem; doswiadczenie jest tylko
przyblizonem, prawo jest écislem, a przynajmniej pragnie by¢ ta-
kiem; doswiadczenie odbywa sie w warunkach skomplikowanych,
wystowienie prawa komplikacye te usuwa. Nazywamy te czynno$¢
»poprawianiem bledow systematycznych“. Stowem, aby z do-
$wiadczenia wyciagnac¢ prawo,. potrzeba uogélnia¢; jest to konie-
czno$é, narzucajaca sie najbardziej podejrzliwemu obserwatorowi.
I.ecz jak uogolnia¢? Kazda prawde szczegdlng mozna oczywiscie
rozszerzy¢ nieskonczenie wielu sposobami. Pomigdzy tysiacem
drog, otwierajacych sie przed nami, trzeba wybra¢ jedne, przynaj-
mniej tymczasows. Co6z kierowaé bedzie nami w tym wyborze?

Tylko analogia. Lecz jak nieokreslonem jest to stowo! Czlo-
wiek pierwotny zna tylko analogie grube, uderzajace zmysty jego,
analogie barw i dzwiekéw. Ten nie moglby pomysle¢ naprzyk{ad
o podobieristwie Swiatla i ciepta promienistego.

Kto tedy nauczy! nas poznawania analogij prawdziwych, gie-
boklch, ktorych oczy nie widza a ktére rozum odgaduje? Jest to
duch matematyczny, ktéry gardzi materya a przywiazuje si¢ tylko
do formy czystej. On to nas nauczyl nadawaé jedne nazwe rzeczom,
rézniacym sie tylko materya, nazywanie, naprzykiad, tem samem
mianem mnozenia kwaternionow i mnozZenia liczb catkowitych.

Gdyby kwaterniony, o ktorych wspomniatem, nie byty tak
zZywo stosowane przez fizykow angielskich, wielu widziatoby w nich
tylko prozne marzenie; tymczasem zblizajac to, co pozory oddala¢
sie zdaja, uczynily one nas zdolniejszy mi do przenikania tajemnic
przyrody.
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Oto ustugi, jakich fizyk moze oczekiwaé od analizy. Lecz
aby analiza te ustugi oddawa¢ mogta, powinna by¢ uprawiana naj-
szerzej, bez ogladania sie na bezposrednie korzysci; trzeba, aby ma-
tematyk pracowal w niej jakby artysta. Zadamy tylko od niego,
aby byl nam pomocnym w patrzeniu. w wytykaniu drogi wsréd
labiryntu, ktory si¢ przed nami roztacza. Widzi za$ lepiej ten, kto
wzniost sie wyzej.

Przykladow na to mamy obfito$¢ wielka; wybieram najbar-
dziej uderzajace.

Pierwszy z nich pokaze, Ze wystarcza zmiana jezyka, by
moédz dostrzedz uogélnienia, ktérych poprzednio nie podejrzewano.
Gdy prawo Newtona postawione zostalo na miejsce prawa
Keplera, znano tylko ruch eliptyczny. Odno$nie do tego ruchu
oba prawa roznia si¢ tylko forma; przechodzimy od jednego do
drugiego za pomoca prostego rézniczkowania. Tymczasem z prawa
Newtona za pomoca bezposredniego uogolnienia mozna wypro-
wadzi¢ wszystkie dziatania perturbacyjne i catq mechanike niebie-
ska. Przeciwnie, gdyby utrzymano wystowienie Keplera, nigdy
nie moznaby bylo doj$¢ do uwazania orbit planet podlegtych per-
turbacyom — réwnania tych krzywych skomplikowanych nikt nie
napisal — za uogdlnienia naturalne elipsy; postep obserwacyj stu-
zytby tylko do powiekszenia chaosu.

Drugi przyklad zastuguje réwniez na uwage. Kiedy M a x-
w ell.rozpoczynat swoje badania, prawa elektrodynamiki, w tym
czasie przyjete, wyjasnialy wszystkie fakty znane. Zadne nowe
doswiadczenie nie przybywato na ich stwierdzenie. Lecz patrzac na
te prawa z innego stanowiska, M a x w ell spostrzegl, 7Ze rowna-
nia stajg si¢ bardziej symetrycznemi, gdy dodajemy do nich pewien
wyraz; wyraz ten wszakze byl za maly, by modgl sprawi¢ sku-
tki, dajace si¢ oceni¢ za pomoca metod dawnych. Wiadomo,
ze poglady M a x w.ella, powzigte a priori, czekaly lat dwadziescia
na potwierdzenie do$wiadczalne; albo, jezeli chcemy, M axwell
na dwadziescia lat wyprzedzit doswiadczenie. Dlaczego tryumf
ten osiagnal?

Najprzod dlatego, ze Maxwell byl gleboko przejety poczu-
ciem symetryi matematycznej. Czy bylby tez takim, gdyby inni
przed nim nie szukali tej symetryi dla jej wiasnego pigkna?
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Dalej dlatego, ze Maxwell przywykl byl mysle¢ , wektoryal-
nie“; wektory za$ wprowadzono do analizy przez teorve liczb urojo-
nych. Ci, co teorye te¢ wynalezli, nie podejrzewali wcale tych zasto-
sowan, jakie znajdzie w niej badanie Swiata rzeczywistego; sama
nazwa, liczbom tym nadana, stwierdza to dostatecznie.

Maxwell nie byl, by¢ moze, bieglym analista; biegtos¢ ta
wszakze bylaby dla niego tylko cigzarem bezuzytecznym i krepu-
jacym. Posiadat on natomiast w wysokim stopniu gtebokie poczucie
analogij matematycznych. Oto dlaczego stworzyl dobra fizyke
matematyczng. '

Przyktad Maxwella uczy nas jeszcze jednej. rzeczy.
W jaki spos6b winni$my traktowa¢ réwnania fizyki matematy-
cznej? Czy mamy wyprowadzaé z nich wprost wszystkie wyniki
i uwazaé je jako rzeczywisto$ci nietykalne? Bynajmniej. Maja one
nas uczy¢ przedewszystkiem tego, co mozna i co nalezy w nich
zmieniaé. ‘W ten sposéb potrafimy wyciagac z nich co$ pozytecznego.

Przyklad trzeci pokaze nam, w jaki sposéb mozemy upatry-
waé analogie matematyczne pomiedzy zjawiskami, fizykalnie nie
pozostajacemi ze soba w zwigzKu, ani pozornym ani rzeczywistym,
ktéryby z praw jednego zjawiska pozwalal nam odgadywaé prawa
drugiego. Jedno réwnanie, np. réwnanie L a plac e’a, spotykamy
W ‘teoryi przyciagania Newtonowskiego,. w teoryi ruchu. cie-
czy, potencyatu elektrycznego, w teoryi magnetyzmu, rozchodzenia
sie ciepta i w innych jeszcze dziedzinach. Co6z stad wyptywa?
Teorye te wydaja sie jakby obrazami, Kalkowanemi jeden na dru-
gim; jedna teorya wyjasnia druga; zapozyczajac od niej wzajemnie
jezyka. Zapytajcie naprzyklad elektrykéw, czy nie raduja sig
z wynalezienia wyrazu: ,przeplyw sity“, przejetego z hydrodyna-
miki i teoryi ciepta.

Tym sposobem.  analogie matematyczne nie tylko pozwalaja
nam przeczuwac analogie fizykalne, lecz nadto nie przestaja byc
uzytecznemi, gdy tych ostatnich nie ma. ,

Stowem, zadaniem fizyki matematycznej jest nietylko ufa-
twianie fizykowi rachunku liczbowego pewnych stalych lub catko-
wania pewnych réwnan rézniczkowych. Jest niem jeszcze i prze-
dewszystkiem odstanianie i ukazywanie pod nowym katem widzenia
ukrytej w rzeczach harmonii.
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Ze wszystkich czeéci analizy, czeSci najwyzsze, najbardziej
czyste, ze tak powiem, sa najptodniejszemi w rekach, umiejacych
sie niemi postugiwag. ' -

1.

Zobaczmy teraz, co analiza zawdzigcza fizyce.

Nalezaloby chyba zupelnlte zapomnie¢ o historyi wiedzy, aby
nie. wiedzie¢ o tem, Ze pragnienie poznania przyrody wplywato
stale i szczesliwie na rozwoéj matematyki.

Przedewszystkiem fizyk stawia nam zagadnienia, ktorych
rozwigzania od nas zada. Stawiajgc je, placi szczodrze z gory za
ustuge, ktérg mozemy mu wyswiadczy¢, dajac rozwiazanie. JezZeli
wolno mi dalej ciaggna¢ porownanie ze sztukami pigknemi, to po-
wiem, Ze matematyk, zapominajacy o istnieniu Swiata zewnetrz-
nego, bylby podobny do malarza, umiejacego harmonijnie kombi-
nowaé barwy i formy, ale nie posiadajacego modeli. Jego potega
tworcza szybkoby si¢ wyczerpala.

Kombinacye liczb i symboli stanowig mnogosé meskonczona
Jak w tej mnogosci wybraé to, co jest godnem uwagi naszej?
Czy mamy sie podda¢ w tem jedynie Kaprysowi? Kaprys ten,
ktory zresztg szybkaby si¢ zuzyl, odsunatby nas daleko jednych od
drugich, tak ze po pewnym czasie przestalibySmy si¢ wzajemnie
rozumieg.

Lecz jest to tylko drobna strona tej sprawy. Fizyka nie po-
zwoli nam zapewne rozproszy¢ sie i uchroni nas nadto od wigkszego
niebezpieczefistwa: nie pozwoli nam obracac si¢ bez przerwy
w kotku. Stwierdza to historya, Ze fizyka nie tylko zmuszala nas
do wyboru zagadnien z calego mndstwa tych, ktore si¢ nastreczaly,
lecz nadto narzucala nam takie zagadnienia, o ktorych nie mogli-
by$my nawet pomysle¢ bez jej-udziatu. Urozmaicona wielce moze
by¢ wyobraznia czlowieka, przyroda wszakze jest tysiackrotnie
bogatsza. By pojs¢ jej sladami, musimy wybiera¢ drogi dawniej
zaniedbane, prowadzace nas nieraz na szczyty, z ktérych odsta-
niajg sie¢ nowe krajobrazy.
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C6z moze by¢ bardziej uzytecznego! Z symbolami matema-
tycznemi jest to samo, co z rzeczywistosciami fizycznemi; poro-
wnywajac rézne widoki. mozemy zrozumie¢ wewnetrzng harmo-
nie rzeczy, ktéra jedynie jest pigkna i dlatego godna naszych wy-
sitkéw.

Pierwszy przykiad jest tak stary, ze moznaby o nim zapo-
mnie¢; jest on wszakze najwaznigjszy ze wszystkich. Jedynym
przedmiotem naturalnym myslenia matematycznego jest liczba
catkowita. Swiat zewnetrzny podsunat nam ilos¢ ciagla, Ktéra
odkryli$my bez watpienia, ale pod jego przymusem. Bez niej za$
nie byloby analizy nieskoriczonosciowej; cala nauka matematyczna
sprowadzitaby si¢ do arytmetyki lub do teoryi podstawien.

Badaniu ilosci ciaglych pos$wiecilismy wszystek czas i wszy-
stkie sily nasze.” Kt6z tego zalowac bf;d?ne ktéz powie, ze czas
i sity zostaly tu naprézno stracone:

Analiza odstania przed nami petbpekty\\ y nieskonczone, ktd-
rych arytmetyka wecale nie podejrzywa; jednym rzutem oka uka-
zuje nam catos¢ wspaniala, ktérej tad jest prosty i symetryczny;
przeciwnie w teoryi liczb, gdzie panuje niespodzianka. wzrok zatrz&-
muje sié, ze tak powiem, na kazdym Kkroku.

Zapewne moze kto$ powiedzie¢. Ze poza hczb4 Ldil\OWlta nie
ma $cistoéci, a wiec i prawdy matematycznej; ze wszedzie ukrywa
sie ta liczba i dlatego trzeba staraé sig uczyni¢ przejrzystemi pokry-
wajace ja zastony, chociazby to mialo prowadzi¢ do nieprzerwa-
nych powtorzen. Nie chciejmy by¢ takimi purystami i badZzmy
wdzigczni ilosci ciggtlej, ktora jedynie -—lubo wszystko wy-
chodzi z liczby catkowitej — nadawala sie do wyprowadzenia
Z niej tylu rzeczy.

Czy potrzebuje zreszta przypominaé, jak zadziwiajace ko-
rzy$ci wyciagnat p. Hermite z wprowadzenia ilosci ciaglych
do teoryi liczb? Tak wiec wlasciwa dziedzina liczby catkowitej
zostala zagarnieta; to zagarnigcie ustalito porzadek tam. gdzie do-
tad panowat beztad. Oto co zawdzigczamy ilosci cnag{e iR
a wigc przyrodzie ﬁzycznej

Szereg Fouriera jest cennem narzedziem, ktorego ana-
lista wcigz uzywa; Fourier wynalazt je dla rozwiazania zaga-
dnienia fizykalnego. Gdyby zagadnienie to nie nasunglo si¢ spo-
‘ Wiad. mat. II. 1 2

. »
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sobem naturalnym, nigdy nie $mianoby przyznaé praw przynale-
znych iloScinieciaglej i dlugo jeszcze poczytywanoby funkcye
ciagte jako jedynie prawdziwe. Przez to za$ pojecie funkcyi
rozszerzylo sie znakomicie i doznalo nieprzewidzianego rozwoju
przez prace niektérych analistow — Jogikow. Analisci ci zapedzili
sie w dziedziny, gdzie panuje najczystsza abstrakcya i oddalili sie
tym sposobem mozliwie daleko od $wiata zewnetrznego. Fizykalne
to zagadnienie dato im do tego pobudke.

Wraz z szeregiem Fouriera i inne analogiczne szeregi
weszly do dziedziny analizy; weszly one przez te same wrota;
wymyslono je przez wzglad na zastosowania. Dla przyktadu wy-
starczy przytoczy¢ szeregi, ktorych elementam| sg funkcye kuliste
lub funkcye Lamé g o.

Teorya rownan rézniczkowych czastkowych rzedu drugiego
miata historye analogiczng: razwinela sie ona przedewszystkiem
przez fizyke i dla fizyki. Gdyby analici poddali sie byli swoim
naturalnym dazeniom, byliby w nastepujacy sposéb rozwazali te
rownania i obierali warunki graniczne.

Wezmy naprzyklad réwnanie pomigdzy dwiema zmiennemi
«. y i niechaj F bedzie funkcya tych dwu zmiennych. Przyjeliby oni
jako ilosci dane F'i —-?Lf— dla 2= 0. Tak uczynita naprzyktad K o-
walewska w swej stawnej rozprawie. . Lecz istnieje mnostwo
innych sposobow postawienia tego zagadnienia. Mozna daé sobie
F wzdluz obwodu zamknigtego, jak w zagadnieniu Diirichleta

lub stosunek funkcyi F' do —Zf— , jak w teoryi ciepla.

Wszystkie te sposoby stawiania zagadnien zawdzieczamy
fizyce. Mozna wiec powiedzied, ze bez ﬁzykl nie znaliby$my
rownan o pochodnych czastkowych.

Uwazam za bezpozyteczne zwigkszanie liczby przykladéow;
podane wystarczaja juz do wysnucia potrzebnego wniosku. Kiedy
fizycy zadaja od nas rozwiazania zagadnienia, nie narzucaja nam
panszczyzny; przeciwnie my to winniSmy im wdziecznosé.
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V.

Nie dos¢ na tem. Fizyka nie tylko daje nam sposobnos¢ do
rozwigzywania zagadnien, lecz nadto pomaga nam znajdywac spo-
soby rozwiazywania i to dwojako: pozwala przeczuwac rozwigza-
nie, poddaje nam rozumowania.

Moéwitem juz wyzej o rownaniu Laplace’a, napotykanem
w mndstwie teoryj flzykalnych, dalekich od siebie Znajdujemy je
rowniez w teoryi odwzorowania podobnego w geometryi i w teoryi
liczb urojonych — w analizie czystej. Tym sposobem analista
w teoryi funkcyj zmiennych zespolonych, obok obrazu geometry-
cznego, stanowigcego narzedzie zwykle, znajduje liczne obrazy
fizyczne, ktérych moze z rownem powodzeniem uzywac. Dzigki
tym obrazom, moze on jednym rzutem oka obja¢ to, co czysta
dedukcya ukazuje mu tylko stopniowo. Gromadzi on przeto roz-
proszone elementy rozumowania i przez pewien rodzaj intuicyi od-
gaduje rozwiazanie, zanim je udowodni.

Odgadnaé przed udowodnieniem! Czyz potrzeba przypo-
mina¢, ze w ten sposdb poczyniono wszystkie wazne odkrycia?
llez to razy analogie fizykalne pozwalaja nam przeczuwaé prawdy,
ktorych nie jesteSmy w stanie udowodni¢ za pomoca rozumowan
Scistych! Tak naprzykliad fizyka matematyczna wprowadza wielkq
liczbe rozwinig¢ na szeregi. Nikt nie watpi, Ze te rozwinigcia sa
zbiezne, lecz pewnosci matematycznej co do tego niema. Sa to
zdobycze, pozostawione dla badaczy, ktérzy przyjda po nas.

7 drugiej strony, fizyka matematyczna daje nam nietylko
rozwigzania, lecz nadto w pewnej mierze i rozumowania. Wystarczy
tu przypomnie¢, w jaki sposob Klein w pewnej kwestyi, odno-
szacej sie do powierzchni Riemannowskich, korzystat z wia-
snoéci pradow elektrycznych. Prawda, ze rozumowania tego
rodzaju nie sg $cistemi w tem znaczeniu, jakie analista przywiazuje
do tego wyrazu. .

W tym wzgledzie nasuwa si¢ pytanie: w jaki sposob dowod
niedo$¢ Scisty dla analisty moze zadawala¢ fizyka? Zdaje si¢ ze
nie moze byé dwu Scistosci; jedno z dwojga: Scistos¢ jest lub
jej niema, a tam, gdzie jej niema, nie moze by¢ rozumowania,
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‘Wyjasnimy sobie lepiej ten pozorny paradoks. jezeli przypo-
mnimy sobie, w jakich warunkach liczbe¢ mozna stosowa¢ do zja-
wisk przyrody. Skad pochodza wogéle trudnosci, napotykane
wtedy, gdy dowdéd chcemy uczyni¢ $Scistym? Natrafiamy prawie
zawsze na trudnosci, gdy mamy udowodnié. ze jaka$ ilos¢ dazy do
granicy, albo zZe jakas funkcya jest ciagla- lub ze ma. pochodna.
Otoz, liczby, ktore fizyk mierzy za pomoca doSwiadczenia, sa mu
znane tylko przybliZenie; z drugiej za$ strony funkcya jakakolwiek
rézni sie tak mato, jak chcemy, od funkcyi nieciaglej, i rownocze-
$nie tak malo, jak chcemy, od funkcyi cigglej. Fizyk tedy moze
przyja¢ dowolnie, ze funkcya badana jest ciagla lub nieciagla;
%e ma pochodna lub jej niema, i to bez obawy wpadniecia w sprze-
czno$¢ z doswiadczeniem, czy to obecnem, czy przysziem. Pojmu-
jemy, Ze przy tej swobodzie igra on z trudno$ciami, ktére za-
trzymuja analiste, gdyz zawsze moze rozumowaé w ten sposob,
jak gdyby funkcye wprowadzone do rachunku byly wielomianami
catkowitemi.

Lecz taki poglad, wystarczajacy dla fizyki, nie odpowiada
wymaganiom rozumowaii analizy. Nie wynika stad wszakze, by
poglad fizykalny nie mégt by¢ pomocnym przy szukaniu rozumo-
wan analitycznych.

Przeksztalcono juz na rozumowania Scisle tyle pogladow
fizykalnych, ze przeksztalcenie to jest dzis latwem. Mogibym
przytoczyé obfite na to przyklady, gdybym sie nie obawial znu-
zy¢ was ta zbyt dlugg juz konferencys.

Powiedzialem, zdaje mi sie, do$¢ na okazanie, Ze analiza
czysta i fizyka matematyczna moga stuzy¢ sobie wzajemnie bez
zadnej ofiary wzajemnej i ze kazda z tych umiejetnosci moze
radowaé sie z tego, co wznosi druga,
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