K. Weierstrass.

0 TAK NAZWANEJ ZASADZIE DIRICHLETA .

Lejeune Dirichlet w wyktadach swych o sitach dziataja-
cych wedlug prawa Newtona, postuguje sie, celem uzasadnienia
twierdzenia gléwnego teoryi potencyatu, szczegllnym sposobem
wnioskowania, ktére bylo pdzniej wielokrotnie stosowane i przez
innych matematykéw, zwlaszcza przez Riemanna i otrzymato
nazwe j,zasady Dirichleta.

Poézniej ujawnity sie niektore watpliwosci co do stosowalnosci
tej ,zasady“; watpliwosci te, jak to poniZej wykaze, sa zupelnie
uzasadnione. Poniewaz wszakze sam Dirichlet w tym przed-
miocie drukiem nic nie oglosil, wiec przedewszystkiem pozwole
sobie na podstawie starannego odpisu, przygotowanego przez
p- Dedekinda, przytoczyé to miejsce z wyktadu Dirichleta
w potroczu letniem 1856, z ktérego najwyraZniej sie¢ okazuje, co
Dirichlet my$lal i w jaki sposdb staral sie uzasadni¢ metode
swego dowodzenia. ’

') Rzecz czytana w krél. Akademii nauk w Berlinie dnia 14 lipca 1870 r.,
ogloszona poraz pierwszy w Tomie Il ,,Dziet matematycznych Weierstrassa‘
w r. 1895, str. 49—54.

W artykule p. t. ,,Karol Weierstrass* w Tomiel ,,Wiadomosci matematy-
cznych® (na str. 37) oraz w rozprawie W. Dy c k a: ,,0 zwigzkach wzajemnych
pomiedzy matematyka czysta a stosowang® w tymze tomie ,,Wiadomosci® (na
str, 164) wspomniano, iz Weierstrass wykazal, 2¢ rozumowanie anali-
tyczne, stosowane wielokrotnie w fizyce matematycznej i nazwane przez Rie-
manna .zasadg Dirichleta® Scistem nie jest. Donioste to spostrzeze-
nie, miato wielkie znaczenie w rozwoju nauki, bo pobudzito do szukania nowych
i &cistych metod uzasadnienia twierdzen teoryi funkcyi i fizyki matematycznej.
Z tego powodu podajemy tu w przekltadzie uwagi krytyczne wielkiego geo-
melry niemieckiego, ktérym zawdzigczamy tak wazny postep nauki. (Poréwn.
wyzej cytowana rozprawe Dycka), -8 D,
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»Jezeli dana jest powierzchnia skoniczona, to mozna ja zawsze
ito jednym tylko sposobem, pokry¢ masa tak, aby potencyal
w kazdym punkcie powierzchni miat wartos¢, dowolnie z géry
przepisana (zmieniajaca si¢ sposobem ciggltym)«.

»Aby tego dowies¢, podajmy najprzod twierdzenie:

»Jezeli dang jest pewna przestrzen skoriczona i spdjna i, to
istnieje zawsze jedna i tylko jedna funkcya w, ktéra wraz z swa
pierwsza pochodng zmienia si¢ w przestrzeni ¢ sposobem ciaglym,
na ograniczeniu przestrzeni ¢ przybiera wszedzie warto$ci dowolnie
przepisane (zmieniajace si¢ sposobem cigglym), i wewnatrz ¢ czy-
nigce zadosé réwnaniu“:
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» T wierdzenie to jest oczywiscie identyczne z innem twierdze-
niem z teoryi ciepla, ktore kazdemu odrazu wydaje si¢ oczywistem,
mianowicie, ze gdy ograniczenie przestrzeni ¢ utrzymujemy wsze-
dzie w stalej, dowolnie przepisanej temperaturze, to istnieje jeden
i tylko jeden rozkiad temperatury we wnetrzu, dla ktorego zachodzi
rownowaga; albo tez, méwiac inaczej, gdy temperatura pierwotna
byla we wnetrzu dowolna, to zbliza si¢ ona do stanu ostatecznego.
w ktorym zachodzi réwnowaga¥.

»Uzasadnimy to twierdzenie na podstawie oczywistosci czysto-
matematycznej. W samej rzeczy jest jasnem, Ze pomiedzy
wszystkiemi funkcyami u, ktére wraz ze swemi pochodnemi zmie-
niaja si¢ sposobem ciagglym w przestrzeni ¢, a na ograniczeniu tej
przestrzeni przyjmujg warto$ci okreslone, musi istnie¢ funkcya
(jedna lub wiecej), ktora calce

o= {5+ )+ () e

rozciagnietej na cala przestrzen ¢, nadaje warto$¢ najmniejsza.
Taka wiasnie funkcye oznaczmy przez w, a minimum catki przez U.
Jezeli w' jest inng funkcya, spelniajgca te same warunki graniczne
i warunki ciaglosci;, jakie spetnia funkcya w, i jezeli U’ jest odpo-
wiednig wartoécia catki, wtedy U7 — U nie moze by¢ nigdy uje-
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mnem. Jezeli wigc potozymy w—hw =u’, gdzie h oznacza czyn-
nik staly nieoznaczony, to funkcya w bedzie spetniala te same wa-
runki co % i @', na ograniczeniu bedzie zerem, zreszta wszedzie do-
wolna. Znajdujemy wtedy z latwoscia:

U—U=2hdl+ kN
gdzie

31/ ay az oz

(an) + (_«?a%j) (aw\) } At

»Za pomoca catkowania przez czesci, przy uwzglednieniu
warunkéw dla granic i ciagtosci funkcyi w oraz warunkéw ciaglo-
$ci dla pierwszych pochodnych funkcyi «, znajdujemy tatwo:
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,Poniewaz I/ — U dla zadnej wartosci jakkolwiek matej /:
nigdy nie moze by¢ ujemnem, N za$ jest iloScia dodatnia, to wynika
stad, ze M jest koniecznie zerem. Poniewaz za$ musi to by¢ bez
wzgledu na nature funkcyi w, przeto wnosimy stad, ze wszedzie
wewnatrz ¢ (przy wylaczeniu, co najwyzej, pojedynczych powie-
rzchni, linij, punktéw) musi by¢:

%y 2%y o*u
dat + I + o 9t =0

,Gdyby bowiem ten tréjmian wewnatrz uwazanej przestrzeni
nie byt rézny od zera, to do$¢ byloby nada¢ wszedzie iloSci w ten
sam znak, jaki posiada tréjmian, aby otrzymac na M warto$¢ rézna
od zera.

,Istnieje wiec w kazdym razie funkcya w, spelniajaca podane
warunki graniczne oraz warunki ciaglosci i czynigca zarazem za-
do$¢ rownaniu rézniczkowemu czgstkowemu. Taka funkcya wu jest
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nadto jedng i jedyna. Gdyby bowiem « = u - w byto drugsg

takg funkcya, spelniajaca tez same warunki na granicy i warunk:
ciaglosci, to odpowiednia calka byloby:

o= ) + 2+ ()

a wiec U jest istotnie bezwzglednem minimum; gdyby zas
byto U’ = U, wtedy musiatoby by¢ w catej przestrzeni ¢:

[+ + (32—

»Stad wynikaloby, Ze funkcya w jest iloscia stalg; a poniewaz
jest ona ciagla i na ograniczeniu przestrzeni ¢ réwna zeru, musi
by¢ przeto wszedzie zerem, stad «' musi by¢ identyczne z .

»PoZniej okazemy, ze ta funkcya u, spetniajaca warunki gra-
niczne i warunki cigglosci, i o ktérej wiemy, ze co najwyzej
w pewnych punktach, liniach lub powierzchniach nie sprawdza
rownania rozniczkowego czastkowego, musi czyni¢ zado$¢ temu
rownaniu wszedzie, t.j. wkazdym punkcie, tak Ze takie miej-
sca wyjatkowe sg niemozliwe“.

Wytozone wyzej postgpowanie Dirichleta w zalozeniu,--
iz wogole istnieje funkcya, czynigca.zadoéé w przestrzeni ¢ wskaza-
nym warunkom granicznym i warunkom ciaglo$ci — ma stuzy¢
do okazania istnienia funkcyi zmiennych =, y, #, czyniacej zado$c¢
rownaniu:

3% 2u %

Bt T g T g =0

i zarazem powyzszym warunkom. Ostatnig cze$¢ tego twierdzenia
w kazdym okreélonym przypadku okazaé tatwo; pierwsza za$ jest
prawdziwg tylko w tym przypadku, w ktérym mozna dowiesé, ze
istnieje funkcya w, dla ktérej wartos¢ wyrazenia

S+ + G e
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jest minimum (bezwzglednem). Tego w Zaden sposéb z zalozen
Dirichleta wywnioskowaé nie mozna; wolno twierdzi¢ tylko, ze
dla wyrazZenia powyzszego istnieje okre$lona granica nizsza, do
ktorej ono moze sig zblizy¢ dowolnie, w rzeczywistosci jej nie osia-
gajac. Z tego to powodu rozumowanie Dirichleta jest btednem.

Poprzedzajaca uwage wyjasnie na prostym przykladzie, ktory
uwidoczni nie$cisto$¢ rozumowania Dirichleta.

Niechaj ¢ (x) bedzie funkcya rzeczywista, jednowarto$ciowa

zmiennej rzeczywistej z, taka, ze: po pierwsze, @ () i —— d(p( do(@) s fun-

kcyami ciagtemi w przedziale (—1,...-1); po drugle, @ (x) na
granicy — 1 ma wartos¢ z géry dang @, na granicy -+ 1 wartos¢
z gory dang b. Obie state a i b niechaj bedq réZnemi wielkosciami.
Gdyby rozumowanie Dirichleta bylo dopuszczalnem, wtedy
pomiedzy rozwazanemi funkcyami ¢ (x) musialaby si¢ znales¢ taka
funkcya specyalna, dla ktorej wartos$¢ calki

0 .+1 \
s = [[+- 220
-1

bylaby réwng granicy nizszej wszystkich tych wartosci, ktére catka
ta przyjmuje dla réznych funkcyj @ (x), nalezacych do rozwazanej
kategoryi.

Ta granica nizsza jest atoli w rozwazanym przypadku konie-
cznie zerem; jeZeli potozymy bowiem np.: .

arctg x
. a—Db b—a 2
p@) =——+

arctg —

gdzie ¢ jest dowolng iloscia dodatnia, to funkcya ta czyni zados¢
pierwszym dwom warunkom; a poniewaz

1 v
J</(x2+s':)(fl%’”"dx,

Y1
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delx) b—a £

dr T 1 a4 ¢2?
2 arctg — +
P>

przeto dla tej specyalnej funkcyi jest:

a wiec:

Poniewaz ¢ mozna uczyni¢ dowolnie m\aiem,'wiec wida¢ stad,
ze granica nizsza wartosci J jest zerem, gdyz wartosci ujemnych
J nie moze wcale przyjmowac. ,

Lecz wartosci tej catka J osiagna¢ nie moze bez wzgledu
na to, jakie warunki wybierzemy dla funkcyi ¢ (). Gdy bowiem
p(x) i d‘fl‘(,a) sg ciaglemi, to aby to sta¢ sie moglo, trzeba, by
do()

dz
t. j. aby @ () byto ilocig stata. To za$ sprzeciwia si¢ przyjeciu, ze
ilosci « i b sg roznemi od siebie.

Rozumowanie Dirichleta prowadzi tedy w tym przy-
padku do falszywego wyniku.

funkcya znikata dla kazdej wartosci 22 w przedziale (—1...1),
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