Zagadnienia. 3

matematycznemu w Kazaniu za oceng dziel uczestniczgeych w konkursie przy-
gnano na temze posiedzeniu dnia 3 listopada 1897 r. prof. F. Kleinowi w Ge-
tyndze za referat o dziele Liego %).

Referaty o dzielach Gérarda, Cesaro i Fontenégo zlozyli pp.
Suworow, Seiliger i Nasimow, czlonkowie komisyi, w ktorej pracach brali nadto
udzial pp. Dubiago, Kotelnikow, Sineow.

———— o Pp——

ZAGADNIENIE 6.
podal ksiadz Aleksander Dabrowski.

Niechaj bgda dwie proste EUi KL, z ktérych pierwsza tworzy z prosts
X, X kat prosty, druga kgt EUX =4, mniejszy od prostego. Z punktu U po-
prowadimy prosty UQ, prostopadly do linii EU. Promieniem R, wiekszym od
UL = a, nakreslmy dwa kofa, jedno styezne do prostej £U w punkeie U, drugie

e

£2

styczne do prostej KL w punkeie L; polgezmy érodki tyeh kél, przecinajgeych
si¢ w punktach ¢ i A, prosty wo. Przeprowadimy szereg podobnych wykresled
zmieniajge R od wartoéei, odpowiadajgcej przypadkowi zewnetrznej sty-
eznodei kol, aiz do R=o0; otrzymamy wtedy szeregi punktéw przecigeia
1,89, ... Ay Mg, ... Punkty te polgezone utworzg pewns krzyws. Znalesé
réwnanie tej krzywej.

¥) Streszezenie tego referatu podane wyzej na str. 58—61.
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Zagadnienie 3') (Wiad. mat. 1. 1897, str. 137). Wyobi'aimy sobie
powierzehni¢ krzyws Pi przeprowadimy plaszezyzng F tak, aby ta ostatnia
wraz z pierwszy ograniczala stalg objgtesé. Dowiesé, ze wazystkie takie pla-
szezyzny sg styezne do pewnej powierzchni, ktora dotyka kazdej z nich w érod-
ku cigzkoSei figury przeciecia.

Rozwigzanie p. M. H. Horwitza (Gandawa).
1. DowiedZmy, ze plaszezyzny F, odeinajgce od powierzehni krzywej
P jednakowe objetosei, sg styezne do pewnej powierzehni. Niechaj bgda:

f&y9)=0 i szt By+y+1=0,

odpowiednlo réwnania powierzehni P i plaszezyzny zmiennej F.
Réwnanie

® [[[esaa=o.

gdzie caltka potréjna rozciagnieta byé winna na wszystkie punkty, zawarte
migdzy Fi P, wyraza, e objeto§é, zamknigta mi¢dsy temi powierzehniami,
jest stala. Do rownania tego wechodzg parametry stale, cechujgce forme funk-
eyi.f, stala @ oraz parametry zmienne a, 3, y. Jest ono zatem formy:

) o (287 =0,

Ot6z réwnanie takie, gdzie na «, 3,7 patrzeé mozemy jako na spéirze-
dne tangencyalne plaszezyzny zmiennej F, jest rwnaniem pewnej powierzehni
II styeznej do wszystkich plaszezyzn, czynigeyeh mu zadosé ?). Dwie pta-
szezyzny F albo («,B,7)i G albo (a 4 da, B 4 dB, 7 4+ dy) nieskonczenie blizkie,
sprawdzajgce rownanie (1’) przecinajg sie¢ wedtug prostej MN, ktéra, w miare
zblizania si¢ G do F wedlug pewnego okreslonego leez dowolnego, czynigeego
jedynie zado§é réwnaniu (1’), prawa,—zdaza do pewnego polozenia granicznego
na plaszezyznie F. Wiezystkie tego redzaju proste graniezne, lezgce na pla~
szezyznie F, majg jeden punkt wspélay, zwany punktem charakte-
rystyeznym plaszezyzny F. Powierzchnia Il jest miejscem geometrycrnem

1) Podane przez. p. T. Rudzkiego.
%) Patrz np. E. Dauge, Lecons de Méthodologie mathé-
matique, wyd. 2-gie, 1896, str. 429—431.
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tyeh punktéw i dotyka kazdej z plaszezyzn F w jej punkeie charaktery-
styeznym.

2. Niechaj(nafig. -) P bedzie dang powierzchnig, FF'i GG’ dwiema pla-
szezyznami nieskofiezenie blizkiemi, czynigeemi zadosé réwnaniu (1), MN pro-
sty przecigeia FF' 2 GG'. Obierzmy prostokatny uklad osi, w ktorym osig z-6w
niech bedzie prosta MN, osig y-6w przecigcie si¢ FF' z plaszezyzny normalna
4o MN w dowolnym punkeie O.

Powierzehnie P, FF' i GG okreflajg w plaszezyznie tej wycinki prze-
ciwlegle AOB i A’OB. Ciala MNFG i MNFG' majy oczywiseie jednakows
objetosé, co wyrazimy rownaniem:

2)- fcd'a:=f\o’dw,'

gdzie s i o’ sg odpowiednio powierzebniami wyeinkéw 4O0B i A’0B’ Kladge:

Od=4q i OA=4d,
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mamy
c=a?s8in AOB4: , o’=a'"sin AOB s’ ,

gdzie e i ¢’ 83 nieskoficzenie malemi wzgledem a? sin 40B i o' sin AOB.
Réwnanie (2) sprowadza sig zatem do

fo’dx—fa”'dw=0.

Gdy G@ zbliza si¢ nieograniczenie do FF’, uklad osi zoy zdgza do po-
lozenia granicznego X OY, nleskeficzenie mato réznigcego si¢ od zoy, zatem
spélrzedne z i y ulegny réwniej jedynie zmianom nieskoriczenie malym, ktore
znikajy w eatkach. Réwnanie

@ [ras— § =0

zachodzié bedzie tedy z ealy zupeins ScisloScig miedzy spélrzednemi krzywej
FF', odniesionej do o8i X@Y. Przypomnijmy, ze o§ OX jest granics prostej
MN przecigcia sie 2-ch nieskoficzenie blizkich plaszezyzn FF’ i GG’, czy-
nigeyeh zadosé réwnaniu (1).

Réwnanie (3) napisaé mozna tak:

fydy fdx—fy.dy; f_,lw=0,
J Jysste—| [ 000

gdzie pierwsza catka podwéjna rozeiggnieta jest na cze$é kraywej FF', leiges
nad osig z-6w, druga na czesé, lezgeg pod tg osig.

Ot6z, z drugiej strony, odcieta & érodka ciezkosei powierzehni krzywej
FF' dang jest przez rownanie:

(fye- )= v oo

a poniewaz wogole powierzehnia krzywej FF’ réini si¢ od zera, bedzie wige:

albo

§=0.

Czyli, ge §rodek ciptkodei powierzehni krzywej FF’ lety na osi OX;
poniewaZ juz OX jest-jedns, dowolnie wzigty z prostych granicznyeh, o kto-
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rych mowa w koficu ustgpu 1, omawiany zatem Srodek cigzkosei zlewa sig
z punktem wspélnym wszystkim tym prostym eczyli z punktem charakterysty-
cznym plaszezyzny FF'. A wige powierzchnia Il dotyka plaszezyzny FF'
w Srodku ciezkosei fignry jej przecigeia z powierzehnig P.

Zagadnienie 5. (,,Wiad. matem. L. 1897, str. 217). Majac dane
cztery punkty A, B, Ci D, polozone jakkolwiek na plaszezyznie, wyznaezyé
piaty punkt S tak, aby promienie SB i SD byly dwusiecznemi kgta 4SC.

Rozwigzanie p. M. Feldbluma (Lédz).

Promienie S4, 8B, SO. SD tworza oczywiscie pek harmoniezny, w kto-
rym pary promieni sprzezonych sg: SA i 8C, SB i SD. Jeieli przez 5 pun-
ktéw: S, 4, B, C, D poprowadzimy przecigcie stozkowe, a w punkeie 4 styezng
AT do tej krzywej, to pek 4B, AC, AD, AT jako rzutowy (jednokreslny)
4 pekiem 8B, SO, SD, SA, bedzie rowniez harmoniezny. Zwazywszy to. oraz
przyjawszy pod uwage, ze kat BSD jest prosty, znajdziemy nastgpujgce
rozwigzanie darego zagadnienia.

Poprowadimy proste AB, AC, AD’i wykreslmy promiei AT, harmo-
nieznie sprzezony z promieniem A0 wzgledem pary promieni 4B i AD; po-
prowadZmy nastepnie przecigcie stozkowe przez punkty A, B, 0. D, ktéreby
w pierwszym z tych punktéw bylo styczne do prostej AT. Szukane polozenia
punktu S znajdujg si¢ na przecleciu tej krzywej z okregiem kota, wykreslonego
na odeinku BD, jako na Srednicy. '

Sprowadziliémy zadanie dane do nastgpnego: ,,znale$é miejsce geome-
tryezne punktu takiego, azeby promienie laczace go z 4-ma punktami danemi
tworzyly pek harmoniczny“; szukane miejsce geometryczne jest okreslonem
przecigeiem stozkowem. Temu ostatniemu odpowiada wedlug zasady dwoi-
stoéei zagadnienie nastgpujgce: ,znaleéé miejsce geometryczne prostej, kto-
rgby cztery dane proste przecinaty w 4-ch punktach harmonicznych; latwo
si¢ przekonaé, ze i to miejsce geometryczne stanowi okreslone przecieeie stoz-
kowe (do ktérego szukana prosta jest styczna).

Rozwigzanie, oparte na podobnej zasadzie, co powyisze, nadestal
p. Alfons Lewenberg inz mech. (Ruda Pabianicka), dolgezywszy do
niego nadto wskaziwki eo do ulatwiern wykreslnyeh.

YIS R

) Podane przez p. Z. Strasze wiecza (Kamienskoje).

Josncaeno Henaypoio, Bapuasa 4 $espaas 1897 r.  Druk J. Sikorskiege, Warecka Nr. 14.



