SPOSOB WYROWNYWANIA TABLIC SMIERTELNOSCI

wedlug Corneille’a i L. Landre'a 1),
podal
B. Danielewicz.

Jednym z najwazniejszych rezultatow statystyki ruchu ludnosci
88 t. zw. tablice Smiertelnosci. Tablice wszakze, obliczone wprost
z danych statystycznych, przedstawiajg si¢ w formie nieregularnej, wy-
kazujg $miertelnod¢ niedo$é prawidlowo sig zmieniajaca, Nieprawidlo-
wos¢ taka jest przeciwng naturze Smiertelnosci normalnej; niepodobna
‘bowiem przypusci¢, aby $miertelno$¢ normalna nie zachowywala jakiej$
prawidlowe;j ciaglosci w swych zmianach; aby przy nieznacznej zmianie
‘wieku, wykonywala niczem niedajace si¢ usprawiedliwi¢ zwroty lub
nagle skoki. Przyczyny tego objawu moga byé rozmaite; za jedne
.z wajniejszych przyjaé trzeba trudnodci, z jakiemi wszelkiego rodzaju
obserwacye, a wige i zbieranie dat statystycznych, sa polaczone. Tru-
dnosci te pociggaja za sobg bledy, a bledy stajg sig powodem niepra-
-widlowosei, objawiajacych si¢ w tablicach, formowanych wprost z da-
nych statystycznych.

Azeby nada¢ tablicom Smiertelnosci wlasciwg regularno$é (Gra-
-duatjon), rezultaty bezposredniej obserwacyi poddaje si¢ odpowiedniej
aperacyi rachunkowej, zwanej wyrownywaniem tablicy $§mier-
telnodci (Graduation of morfality table). Odnoénych metod istnieje
juz wiele, lecz wzglednie bardzo prosts opisal p. Landré i te chcemy
in przedstawié.

Niech y={f (x) przedstawia liczbg osoh zyjacych w wieku .z lat,
wtedy f(z—1) bedzie liczbg 0séb zyjacych w wieku lat 2—1; prawdo-
faty

)

podobienstwem przezycia roku jest , prawdopodobienstwem

za$ $mierci w ciggu roku wyrazenie:

W | [+ _ f@—f@tD)
" f(x) [(x)

) .Assecuranz-Jahrbuch“ A. Ehrenzweiga za r. 189%.
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Prawdopodobienstwem Smierci w ciggu A lat jest:

@) f(a);(f:t()w—i—-/t) , gdzie b =1
Toraz
3) f (w)_h}f(. :(E"’)’-H') stanowi przecigtne prawdopodo-

bienistwo $mierci w ciggu roku, wyprowadzone z zaobserwowanej
w ciggu h lat Smiertelnosci. Skoro np. prawdopodobiefistwo S$mierci
w ciggu miesiaca o 31 dniach jest:

f@)—f (2+og5
f(z) ’

f(@)— f( + 365) 365 /@ f(w'l— 365

(4) = 22,
% £) 31 f(z)

oznacza prawdopodobiefistwo S$mierci w ciagu roku, przy zalozeniu, Ze
przez caly rok umiera codziennie ta sama liczba o0séb, jaka srednio
dziennie umierala w ciggu uwazanego miesigca.

Gdy 7, stale malejgc, zbliZy si¢ nieograniczenie do zera, wyraze-
nie (3) przedstawi roczne prawdopodobienstwo $mierci, wyprowadzone
ze Smiertelnosci momentalnej, i to prawdopodobienstwo, oznaczane za-
Zwycza) przez u,, pozyskalo nazwe natezenia $miertelnosci
(Force of mortality).

Poniewaz /'(x+h)=f (x)+f (x+0h), gdzie 6k razem z h dazy

do zera, zatem:

fay—f(@th) _ _ flathh
W @) @

czyli, gdy h maleje nieograniczenie,

. f 1 dy
®) =T T Ty e
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Gompertz przyjal, ze poczawszy od pewnego wieku, zawartego
pomiedzy 15 a 20 rokiem Zycia, nateZenie SmiertelnoSci zmienia sig
wedlug postepu geometrycznego, t. j. e

(6) —— .= =10.¢7

gdzie b i ¢ sa stale, zmieniajace si¢ z tablica.

Makeham za$, poprawiajac Gompertza, zaloiyl, iZ'nie natg-
Zenia smiertelnosci, lecz ich réznice zmieniajg sig wedlug postgpu geo-
metrycznego, czyli

1 dy
(7 —Y dz = a+b. g%
gdzie znoéw trzy stale a, b i ¢ zmieniajg sig z tablica,.

Z (7) wypada:

— ‘l?;" — a.dotb. g . dw,
stad:
b.g¢g* c b.¢*
—logy= lbo log — =
log y=ax-} Tog 7 , albo log m ax—+ Togq"
Z ostatniego wyrazenia otrzymujemy:

¢ b.q 0°
7=e’+ log ¢ yJub— =¢%% . ¢ logq

stad zas
Yy=c.e*” e Togi ,
czyli gdy uzyjemy, dla uproszczenia wzoru, oznaczenh:

b
et=k e g=y,
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bedzie:
8) y=c k°.g¢"
Ze wzoru tego, na prawdopodobienstwo przeZycia roku, wypada

flatt) _ o kvt gge
fle) c.ke.gg®

=k. g(‘l—l)q@ ,

albo, po podstawieniu g¢-1 = f, prawdopodobienstwo przezycia roku
réwna sig k . fg?, za$ prawdopodobienstwo $mierci w ciggu roku:

9) w, =1—Fk.f¢

Zakladajac we wzorze (8) i (9): @ = 0, k=1, otrzymujemy
wzory Gompertza

(10) y=c.gq" i w,=1—f¢* (11).

Do zasady Makehama mozZna wprowadzié pewne u’proszczenie.

Makeham przyjal, Ze réZnice pomigdzy natezeniami Smiertel-
nodci zmieniaja si¢ wedlug postgpu geometrycznego. Jakkolwiek na-
tezenie Smiertelnosci rézni sig od rocznego prawdopodobienstwa Smier-
ci, to jednak rézni si¢ od niego, zwlaszcza w wieku od lat 20 do 80,
tak malo, Ze jedno za drugie, bez wielkiego bledu, podstawione byé
moze, czyli gdy roczne prawdopodobienstwo $mierci dla osoby x le-
tniej, oznaczymy przez 1v,, mozna zalozyé:

(18) Wy=p—+q.r°,

gdzie p, g, r sy stale.

Chodzi wladnie o oznaczenie pomienionych stalych w ten sposéb,
aby (13) dawalo na w. mozliwie jak najhardziej przyblizone do otrzy-
manych z obserwacyi wartosci.

Niech z obserwacyi otrzymanemi prawdopodobienstwami smierci
beda: w'yg; Wyy; Wy it. d.

Azeby obrachowaé p, ¢ ir, obierzmy trzy wieki: dwa skrajne
(wgy i wy,) i jeden éredni (wy,), i otrzymane dla nich roczne pra-
wdopodobienstwa $mierci podstawmy za w, w (13). Wtedy mieé¢
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bedziemy trzy réwnania, pozwalajace obiiczyé p, qir. Poniewaz je-
dnak prawdopodobienstwa $mierci lat sasiednich nie powinny sig zbyt
od siebie réinié, zatem, aby te okolicznos¢ uwzglednié, zamiast w’
lepiej uzyé $rednio-arytmetycznych z trzech sgsiednich prawdopodo-
bienstw $mierci, ktére oznaczmy przez w', t. j.

w'y ?(wao‘"wal"l‘wu)
1

(2) =3 (W'so 4 w's1 4+ w's9)
1

w'sy =73 (W'so + W'y + W)

Tym sposobem z (13) otrzymujemy trzy réwnania:

wey =p+q r*
(14) Wy =p g
Whey =p + 9. 7%

Z réwnan tych mozna obliczy¢ p, q i 7, mianowicie:

" m
(16) 730 — Wegr—P _ W51 —DP
"v" —_ 20" _—
51— P n—2>P

’

stad:

" " "
W'y W'y — (W'5y)?

16 =

( ) p 20”21 + w',sl —_ 2 w”51

Nastepnie

) Wity
Wy — w'y,

skad

1 U !
log r = 30" log (w"gy — w'y;) — log (w"s; — w'y;)
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Dla oznaczenia ¢ z (14) mamy nastepujace trzy wyraZenia:

log 9 = log (w"y; —p) — 21 log r = log (w"y;, —p) — bllog r —
= log (1"yy; — p) — 81 log r,

z ktorych najlepiej jest uzyé srednio-arytmetycznej, t. j.
1 "
(18) log g=—5-. { log (w"y;—p) + log ("5, —p)--log (1", —p) }—51logr.

‘Wszakze oznaczone tym sposobem p, q i 7 nie czynia jeszcze za-
doéé wszystkim warunkom; uwzgledniliSmy bowiem, dla ich oznaczenia,
tylko dziewigé prawdopodobienstw (a), wzigtych z obserwacyi, podczas
gdy na nie wplynaé powinny wszystkie.

Przypusémy, ze uwzglednienie wszystkich zaobserwowanych pra-
wdopodobienstw smierci pociaga za soby poprawki: Ap, Aqi Ar —
tak, iz rzeczywisﬁemi wartosciami stalych w wyrazeniu (13) nie sg przed
chwila oznaczone p, ¢ i 7, lecz p + Ap, g4+-A4q i rAr.

Oznaczywszy:

(13') W, =p+qQ*=F(P ¢ 1),

mamy:

(19) f(p+Ap.g+Aqr+Ar)=f(p,0.7)+ Z—I’:.Ap-l-%. Aq+g_f Ar,

gdzie wyZsze potegi réZnic opuszczamy.
Z (13') wypada

%.:1; j—]; =7r7; % =x.q9.r*1,
a poniewaz
9% = w,;p )
zatem
af g O wep 9 _ o(wep)
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skoro wigc oznaczymy:

f(p+Ap, ¢+Aq, r+Ar) — f (0, ¢, 7) = Awa,
otrzymujem:y:

(20) Aw, = Ap + w'—;}'.Aq_l_ w(wa;—P) Ay

Gdy w w,=p -+ q.r* podstawimy oznaczone wartosci na
P, qir (16), (17)i (18) i zakladajac kolejno x = 20, 21, 221it. d.,
obliczymy wgg, gy, Wy ..., to zich poréwuania z zaobserwowanemi
prawdopodobienistwami Smierci 'y, W'y, W'y3 . . . Wypadng réZnice:

’ ’ — ! -
Wog—Weg=A Wy, W'gy—Wy; =AWy, Wyg—Wyg=A,,, ...,

ktore podstawiwszy w (20), otrzymamy 60 réwnan:

‘ Ap+ Ul g B00TR) gpmpy,

q
21 ; — —
( ) ) Ap+‘wﬂq p. Aq—l—-ﬁ@:} p) . Ar.—_—_Aw,l

it d. it d.

albo, uzywajac dla krétkosci jednogloskowych oznaczen:

Ap + by - Aq+ legy - A7 = mgg
( Ap—+hyy  Aqg+kyy - Ar=my,
l Ap + gy . Aq+kygy . Ar = 1mgy
‘ it d. it d.

(22)

Z tych 60 réwnan trzeba oznaczyé najodpowiedniejsze wartosei
na Ap, Ag i Ar. Do tego celu uzyé naleiy metody najmniejszych
kwadratéw. Wedlug tej metody, jak wiadomo, szereg . réwnan

o+ by+cz=f,
%+ by + oz =",
it d.

0% ~+ buy + Cu2 = a,



Sposdéb wyréwnywania tablic $miertelnosci. 99

po ich kolejnem pomnoZeniu przez @, dg, ..., Gn; by, by, . ..
ba; €1y Csy ..., €, i dodaniu, sprowadza sig do trzech réwnan:

3 +ySabtz Sac= Zaf,
xZab 4y 2b? 42 Zbe = Zf,
xZac +y Zhe+ 2 Zc? = Zef,

ktére, po zastosowaniu do réwnan (22), dla oznaczenia Ap, Aqidr,
daja réwnania:

[ Ap. n4Aq. Sh+Ar. 3k =3m
(23) Ap. Zk—l— Aq . R+ Ar . Shk= Zhm
Ap . Zk+ Aq. Zhk+ Ar . Zk* = Zkm.

Z tych réwnan mozna obrachowaé Ap, Aq i Ar, a dodawszy je
do poprzednio obliczonych wartosci na p, ¢, r — otrzymamy szukane,
przy pomocy metody najmniejszych kwadratéw obliczone, spélczyn-
niki wyrazenia w,= p -} q . 7%, sluzacego do wyréwnywania z obser-
wacyi oznaczonych prawdopodobienstw Smierci.

Lecz metoda najmniejszych kwadratéw przedstawia pewne tru-
dnosci teoretyczne i praktyczne, skutkiem czego p. Landré podaje
sposéb prostszy.

Wezmy pod uwage tylko lata wieku od 20 do 80, t. j. liczbg lat
podzielng przez 3.

Podstawmy w w, = p -+ ¢r® otrzymane z obserwacyi prawdo-
podobienstwa $mierci, wtedy mie¢ bgdziemy 60 nastepujacych réwnan:

Wy = p + qr?,
wy, =p + qr¥,
Wy =p + 7%,
itd

2 W =p + qr™.

Te 60 réwnan podéieirﬁy na trzy réwne grupy i kazda grupe
réwnanh dodajmy do siebie oddzielnie; wéwczas oznaczywszy dla krot-
kosei: .
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Wao + Wy + Wy + . - - +wyy = A4,
Wy + Wy + Wy + - . . + wyg = B,
Weo + Wy + Wes + . . . F oy = C,

do obliczenia p, q i # mie¢ bedziemy trzy réwnania:

704 ,'.2.

( 20p+q. — = 4,
7680 __ 40
(24) 20p —I— qQ. ___1___: B, ,
80 __ 460
20p + Q . _r“';’_:_—lr— = C,
skad:
(25) qao . _C—20p B—20p

Z ostatnich wyrazen wypada

A.C—20p.(4A+ C)= B*—40p. B,

a stad
4. C0—B?
Nastepnie
C—B
20— _—
(27) = —4

Znajac p i 7, motna z ktéregokolwiek rownania z (24) obra-
chowaé ¢; najlepiej jednak jest obliczy¢ je z sumy réwnan (24), t. j.
z réwnania

=19

(28) 60p + . g ——r—==A+B+0=Z We »

- =20
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Podstawiwszy tak oznaczone wspdlezynniki p, ¢ i » w wyrazenie

w,=p-+q.r°

i obliczywszy z niego w, dla z od 20 do 80, mieé¢ begdziemy wyréwnane
prawdopodobienstwa $mierci.

Jakiejkolwiek uzyjemy metody do wyréwnania tablicy $miertel-
nosci, zawsze na jej podstawie obrachowana liczba 0séb zmarlych nie
bedzie rowna rzeczywistej. Gdy np. obserwowang liczbe 0séb kazdego.
wieku pomnozymy przez odpowiednie prawdopodobienstwa $mierci
tablicy wyréwnanej i otrzymane iloczyny dodamy do siebie, zawsze
otrzymana suma nie bedzie réwna zaobserwowanej liczbie 0s6b zmarlych.

Jezeli jednak liczbe rzeczywiscie zmarlych oséb oznaczymy przez
8, a z wyrdwnanej tablicy obliczong przez (1-+}a) . s, wtedy pomnozy-

s 1
(1+a).s 1+a’
otrzymamy wyréwnane prawdopodobienstwa $mierci tak ustosunko-
wane, ze na og6! dadza one taks sama liczbe 0séb zmarlych, jaka rze-
czywiscie zaobserwowana zostala.

wszy wyréwnane prawdopodobienistwa $mierci przez

— o oPp—o—

O PEWNE]J:KLASIE POWIERZCHNI JEDNOSTRONNYCH.

W artykule niniejszym zamierzamy opisa¢ cynematyczny sposébr
tworzenia sig pewnej klasy powierzchni prostoliniowych jednostronnych t).
Niech kolo C (fig. 1) dowolnego promienia obraca sie jednostajnie
okolo osi KL, lesacej w jego plaszczyznie. Jednoczesnie niech Sre-

1) Powierzchnig, ograniczong lub nieograniczong, nazywamy d wu-
stronng, jezeli mozemy na niej wskazaé dwa puukty takie, ze dla przej-
geia od jednego z mich do drugiego. miezbgdne jest przejécie przez granice
péwierzehni lub przeniknigeie powierzchni nawskros. Na ¢akich powierzchaiach
potratimy odr6zni¢ strony wewngtrzng i zewngtrzng, lub dodatnig i njemng

Wiad. mat. 1I.



