PIERWSZE ZASADY METAGEOMETRYI

CZYLI

GEOMETRYI OGOLNEJ

napisat

P. Mansion.

[Dokoniczenie *)].

VI1II.

Twierdzenia charakterystyczne geometryi riemannowskiej !).

XXXII. Jezeli dwie proste, przechodzace przez
punkt 4, majg drugi punkt? przeciecia B,wtedy
wszystkie inne proste na ptaszczyznie dwoéch
pierwszych prostych, przechodzace przez punkt 4,
przechodza takze przez punkt B3).

*) Patrz Wiad. mat. Nr. 1. Str. 1—-23

") Prosimy usilnie czytelnika, aby nie czytat rozumowan ponizszych, na-
dajac milczgco wyrazowi ,prosta“ to znaczenie, jakie on posiada w geometryi
Euklidesa lub Lobaczewskiego., W paragrafie niniejszym, ktérego
miejsce logiczne—wylgczajgc ostatnie twierdzenie—powinnoby by¢ po paragrafie
czwartym, wyrazy: prosta, ptaszczyzna, koto, oznaczajg utwory geo-
metryczne, posiadajgce jedynie wtasnosci, wypowiedziane w definicyach 5-¢j,
6-¢j i 7-ej i w pierwszych czterech postulatach; nadto przez samg definicye geome-
tryi riemannowskiej odrzucamy postulat 6-ty i dlatego przyjmujemy, ze istnieje
przynajmniej jedna para prostych, mogacych zamykaé przestrzefi.

?) Punkt drugi jest wziety w znaczeniu wilasciwem; przyjmujemy, ze
pomiedzy A i B niema punktu X, wspdlnego prostym uwazanym; gdyby bowiem
tak byto, punkt B byiby przynajmniej trzecim, nie za$ drugim punktem prze-
cigcia tych prostych.

3) Gauss zauwazyl—i mozna to udowodnié sposobem elementarnym,—
%e w geometryi nieeuklidesowej nie istnieje dla figur ptaskich podobiefistwo bez
réwnosci. Nie ma tedy sposobu nakreslenia figury podobnej do figury nieeuklide-
sowej w skali mniejszej od rzeczywistosci; mozna tylko wskazaé jej rozktad ogélny.
Z tego to powodu musimy punkt B naznaczy¢ na kierunku wszystkich prostych

figury.
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Niechaj bedg (fig. 7) dwie proste 4a, Ad, spotykajace sie po-
raz drugi w punkcie B. Z punktu 4, jako ze $rodka, promieniem
Aua, mniejszym od AB, zakresimy koto abcdefyg, spotykajace
prosta A« w punkcie «, prosta Ad w punkcie d. Przyjmujemy

dla ustalenia mysli, ze luk ad stanowi T; okregu. Mozna pomy-

Sle¢ na okregu punkt ¢, taki, ze tuk dy réwna sie tukowi ad; powia-
damy, ze prosta g spotka prosta Ad w punkcie B. W same;j

Fig. 1.

rzeczy, mozna przenies¢ figure daBd. A, utworzona przez dwie pro-
ste daB, AdB w ten sposob, ze pierwsza z tych prostych AaB
zleje sie z druga Ad D, ta za$ z prosta .1g. Poniewaz za$ proste
AaB, AdB spotykaja sie w punkcie B, wigc to samo bedzie z temi
prostemi w ich nowem potozeniu AdB1i Ag. co byto do okazania.
Niechaj bedzie jeszcze luk ge=dy, c¢f=gc, fo=cf, be=Ffb.
Proste Ag, de, Af, Ab, Ae spotkaja sie takze z prostemi Adi Aw
w punkcie B. W ten sposdb, siedm prostych. przechodzacych przez
punkt A i przez siedm punktdw a, b, <, d, e, f, 7 (one te wiasnie
dzielg okrag na czesci rowne). spotkaja si¢ wszystkie w punkcie B.
Dwie ktorekolwiek z nich nie moga przecia¢ sie w punkcie, potozo-
nym przed punktem [3; gdyby bowiem przecinaly sie w jakim$

Wiad. mat. IL. 5
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punkcie X, zanim przetna si¢ w punkcie B, to moznaby dowies¢, ze
tez samo mialoby miejsce i dla innych prostych, a wiec dla pro-
stych Aai Ad, a stad punkt B nie bylby drugim punktem przeciecia
tych ostatnich.

Proste 4m, An, przechodzace przez punkty podzialu jednego
z tych tukéw, np. ef na trzy lub wiecej czeSci réwnych, przetng
sie takze po raz drugi w punkcie B. Przyjmijmy na poczatek, zZe
jedna z tych prostych Am spotyka prosta AeB w punkcie B;
wtedy, jak wyzej, tatwo dowies¢, ze prosta An spotyka prosta Am
w punkcie B, podobniez jak dowiedziono, ze Ag spotyka Ad
w punkcie B. Gdyby prosta Am spotykata prosta AeB przed
punktem B, np. w punkcie X, wtedy, jak wyzej, musialyby proste
An i Af spotykaé proste Am i Ae w punkcie X; a zatem punkt B nie
bylby punktem drugiego spotkania prostych Afi Ae?).

Proste tedy, przechodzace przez punkt A i przez punkty po-
dziatu okregu na jakakolwiek liczbe czesci rownych, t. j. wszystkie
wyobrazalne proste, wychodzace z punktu 4, spotykaja prosta Aa
po raz drugi w punkcie B ?).

Wniosek I. Dwie jakiekolwiek proste, przechodzace przez
inny punkt C ptaszczyzny, przecinajg. si¢ w drugim punkcie
D, potozonym w tej samej odlegtosci od punktu C, w jakiej
znajduje si¢ punkt 4 od punktu B. Albowiem mozna przesunaé
na plaszczyZnie te proste w ten sposob, aby punkt C zlal sig
z punktem A, aby same te proste zlaly si¢ z dwiema prostemi,

') Zauwazy¢ nalezy, ze prosta Am, nieograniczenie przedtuzona, powinna
spotykaé prostag AeB lub AfB, lub obie te proste razem, w punkcie B: Gdyby
bowiem bylo inaczej, to mogliby$my wzigé na Am dlugosé Amp wiekszg od AeB,
np réwng AeBq, gdzie q jest po za punktem /3 na linii 4eB. Okrag, zakreslony
ze $Srodka 4 promieniem Agq, mialby punkt ¢ zewnatrz i punkt p wewnatrz prze-
strzeni de Bf 4, zamknigtej prostemi AeB, AfB, i spotykalby przynajmniej jedne
z prostych w pewnym punkcie Y. Odleglosé 4Y, mniejsza od AB (lub réwna
4 B), bytaby réwna promieniowi Ag. wigkszemu od 4 R, co jest niedorzecznem.

?) Mozna uwazaé, — jezeli chcemy, — tuki niespéimierne z okregiem; lecz
przypadek ten zgodnie ze znaczeniem symbolicznem wyrazu ,niaspétmierny*,
sprowadza sie¢ do przypadku rozwazanego w tek$cie.
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przechodzacemi przez punkt A i spotkaly sie po raz drugi w punk-
cie D. Odlegtos¢ AB lub C'D oznaczac bedziemy przez 2 A.

Wniosek Il. Prostaad, przedtuzona po za punkt A wzdtuz
Aa’, konczy sie w punkcie B, gdzie spotyka proste AdB, A¢B.

Okreslenie. Dwa punkty takie, jak 4 i B, odlegte na
2 A, nazywaja sie przeciwlegtemi.

Wniosek Ill. Punktowi A’ prostej Aa (fig. 8) odpowiada
punkt przeciwlegly B'. poloZony na przediuzeniu prostej «B; prosta
A" Aa’, przediuzona, konczy sie w punkcie B,
a wiec przedluzenie prostej ¢ B po za punkt B ku
B zlewasie z prosta Aa' B. Stad prosta
riemannowska jestlinig zamknietg
Aa Ba’B o dtugosci 44, naktérej mo-
Zzna posuwac¢ sie nieograniczenie:-
jakna okregu kota; odlegtos¢ najwigksza punk-
tow na niej wynosi 2 A,

Wniosek IV. Plaszczyzna riemannowska,
utworzona przez ogo6t prostych riemannowskich
Aa, Ab it. d., jest powierzchnig zamknieta, podzielong na dwa
obszary przez kazda z tych prostych.

Wniosek V. Dwie jakiekolwiek proste riemannowskie
m i n przecinajg sie¢ w dwdch punktach przeciwlegtych, W rzeczy
samej (fig. 9), przeprowadzmy prosta AC od punktu 4 pierwszej

Fig. 9.

prostej m do punktu (' drugiej prostej n; prosta AC spotka pierwszg
prosta w drugim punkcie B, przeciwlegtym punktowi 4, druga za$
prosta w drugim punkcie D, przeciwleglym punktowi C. Pro-
sta ACBA, na Kktérej znajduja sie punkty €' i D, punkt B
dzieli na dwie czesci réwne; punkt C znajduje sie w czesci pier-
wszej, punkt D w czesci drugiej, poniewaz CD = AB=2A.
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A zatem linia m otacza w zupetnoSci punkt C, poniewaz taczy
punkty A i B po prawej i po lewej stronie prostej ACB. Wynika
stad, #e llnia'm, laczaca punkty Ci D, znajdujace si¢ tez po prawej
i po lewej stronie prostej ACB, spotyka linie 12 w dwdch punktach.
Te punkty sa przeciwlegtemi wedtug wniosku 1-go.

Wniosek VI. W geometryi riemannowskiej postulat 3-y
Euklidesa jest zawsze prawdziwy, albowiem proste, na je-
dnej ptaszczyznie potozone, zawsze si¢ spotykaja. W geometryi
Lobaczewskiego postulat 6-ty Euklidesa jest zawsze
prawdziwy; gdyby'bowiem by! nieprawdziwym w jednym tylko
przypadku, to moznaby stad wyprowadzi¢ twierdzenie XXXIII,
a z niego wniosek VI, ktory nie jest prawdziwym w geometryi
Lobaczewskiego.

Uwaga. DwadzieScia szeSc twierdzen § V sa prawdziwemi
w geometryi riemannowskiej; lecz w niektdrych z nich nalezy wpro-
wadzi¢ ograniczenie, pochodzace stad, Ze odlegtosci uwazane w da-
nych tych twierdzen, konstrukcye lub rozumowania nie powinny
przekracza¢ granicy 2 A, by dowodzenia i rozwiazania byly bez
zarzutu. Dla tréjkatéw najprosciej przyja¢ w definicyi, ze boki ich
sq mniejsze od 2 A. Znajdujemy dos¢ tatwo, ze konstrukcya, przy-
jeta w twierdzeniu I, pociaga za sobg to, iz bok majacego si¢ wy-
Kkreslié trojkata rownobocznego, jest mniejszy nietylko od 2 A, lecz
nawet od % A. Podobne wszakze ograniczenie nie stosuje sie do
twierdzen II i Ill, w ktdrych konstrukcye zawsze sg wykonalne,
i wiecej niz raz jeden w razie potrzeby. W twierdzeniu XVIiw twier-
dzeniach dotegoz zaleznych zaktadasie w istocie rzeczy, ze dtugosci
uwazane sa mniejsze od 2 A. Lecz znaczna liczbg twierdzen, wbrew
pozorom, utrzymuje si¢ we wszystkich przypadkach

Dla zwieztosci nie wymieniamy szczegotowo ograniczen, jakie
nalezy wprowadzi¢ do twierdzern § V-go; czytelnik, obznajmiony
z geometrya euklidesowa, pozna z tatwo$cia, Ze wlasnosci figur
prostokreslonych ptaszczyzny 'riemannowskiej sg analogicznemi do
wiasnoéci figur, utworzonych na powierzchni kuli przez tuki kot
wielkich. Co sie tyczy twierdzen XXVII do XXXII, gdzie wyraZnie
lub niewyraznie zachodza proste nieskoriczone, to oczywiscie twier-
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dzenia te moga by¢ dowiedzione tylko w geometryi Euklidesa
lub Lobaczewskiego.

XXXIV. W tréojkacie riemannowskim ABC
suma trzech katdéw trojkata jest wieksza od
dwoch katdw prostych (dowodzenie De Tilly'ego).
Niechaj & bedzie srodkiem prostej (' (flg. 10); poprowadZzmy prosts,
AL przedtuzmy ja o dtugos¢ KF = AK; poprowadzmy te7 prosta
FB. Tréojkat KFB bedzie rowny tréjkatowi EAC. Przyjmijmy,
Ze punkt /" znajduje sie wewnatrz tréjkata CBO, gdzie O jest pun-
ktem spotkania prostych ACQ.i AB; t.]. punktem przeciwleglym

Fig. 10.

punktowi 4. Niechaj I bedzie srodkiem prostej BF. Poprowadzmy
prosta A7 i przedtuzmy ja tak, aby LJ byto réwne AL Jezeli punkt
1 znajduje sie wewnatrz trojkata BFO, to niechaj punkt [ bedzie
srodkiem prostej BI, LN — AL (punkt N znajduje si¢ po za grani-
cami rysunku). Jezeli punkt NN jest jeszcze punktem wewnetrznym
trojkgta BJO, to uskutecznijmy podobna konstrukcye w tréjkacie
AB.N i postepujmy w ten sposob dalej nieogranicznie.

Suma katéw w kolejnych trojkatach A BC, ABF, ABJ, ABN
it. d jest zawsze jednakowa, jak to tatwo widzie¢. Rozumie sig,
ze za kat B trdjkatach ABF, ABJ, ABN . .. przyjmujemy sumy
ABE+ EBF, ABl+ IBJ, ABL + LBNit. d.

Jezeli jeden z tych katéw B, coraz bardziej rosnacych, jest
wigkszy od dwoéch prostych lub rowny dwom prostym, lub inaczej
mowiac, jezeli jeden z punktow I. L i t. d., znajduje sie zewnatrz



4% P Mansion.

tréjkata BCO lub na linii BO, twierdzenie jest dowiedzionem, gdyz
ten kat B, razem z dwoma pozostatemi katami trojkata, daje sume
wiekszg od dwu katdéw prostych.

Otéz, jeden z punktéw I, Lit. d. jest koniecznie zewnatrz
trojkata BCO. W rzeczy samej, niechaj punkt D bedzie srodkiem
prostej AC; poprowadzmy proste DE, EI, IL it. d. Tréjkat CDE
réwna si¢ trojkatowi BEI, przeto kat CED rowna sie katowi IEB,
EI= DEi jest przedtuzeniem prostej DE. W tenze sposdb dowo-
dzi sie, ze IL réwna sie prostej E/ i jest tej przedtuzeniem. Prosta
DEIL przecina prosta ACQO w punkcie P, potozonym po za
punktem 0 w odlegloéci OP = AD. Stad jezeli na prostej DEIL
odktada¢ bedziemy nieograniczenie proste K1, IL it. d., rowne pro-
stej DE, ktora jest mniejsza od DEP t. j. od 2 A, to przynajmniej
jeden z punktéw I, Lit.d. znajdzie si¢ juz to na linii AB, juz to
zewnatrz trojkata BCO. Twierdzenie wigc nasze jest dowiedzionem.

Wniosek. W czworoboku riemannowskim suma katéw
jest wieksza od czterech katéw prostych.

1X.

Streszczenie. Istota postulatéw 5-go i 6-go.

Tres¢, podana w pieciu paragrafach poprzedzajacych, daje si¢
stre$ci¢ w sposob nastepujacy.

W wyktladzie systematycznym geometryi dochodzimy logi-
cznie do postawienia dwéch dylematow.

Dylemat pierwszy.

1. Albo istnieje, co najmniej, jedna para prostych réznych,
majacych dwa punkty wspélne (geometrya riemannowska).
W tym przypadku kazda para prostych, majacych punkt wspdlny,
ma jeszcze drugi punkt wspélny, nazwany przeciwleglym pierwsze-
mu; suma za$ katéw kazdego trojkata jest wieksza od dwu katéow
prostych;

2. albo dwie proste r6zne nie moga mieé nigdy dwdéch
punktow wspdélnych (postulat 6-y; geometrya nieriema-
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nowska) i w tym przypadku suma katéw trojkgta nie jest
nigdy wieksza od dwu katéw prostych (Twierdzenie pierwsze L e-
gendrela).

Dylemat drugi.

Jezeli przyjmiemy drugg z powyzszych hypotez, to:

1. albo dwie proste plaszczyzny, tworzace z poprzeczng
katy, ktorych suma jest mniejsza od dwéch katéw prostych, spo-
tykaja sie (postulat 5-y; geometrya euklidesowa) Wtedy
suma katow kazdego trojkata jest rowna dwoém katom prostym;
ten przypadek zachodzi, jezeli suma katéw  chociazby jednego
trdjkata rowna sie dwém katom prostym (Twierdzenie drugie L e-
gendre’a);

2. albo, istnieje przynajmniej jedna para prostych tej sa-
mej ptaszczyzny, ktore sig nie spotykaja, a tworzg z poprzeczna
katy, ktérych suma jest mniejsza od dwoch katéw prostych (geo-
metrya Lobaczewskiego). Wtym przypadku suma katow
kazdego trojkata jest mniejsza od dwéch katéw prostych.

Te same my$li mozna wyrazi¢ jeszcze pod inng postacia,
a mianowicie:

Definicya 5-a oraz postulaty |y, 2-gii4-y charakteryzuja
rodzaj: prosta.

Jezeli dotagczymy do tego tylko postulat 3-y, otrzymamy defi-
nicye prostejriemannowskiej; jezeli dotaczymy tylko
postulat 6-y, — definicy¢ prostej Lobaczewskiego; jezeli
wreszcie dotaczymy postulaty 5-y i 6-y —- bedziemy mieli definicye
prostejeuklidesowej.

Suma katéw w trojikacie riemannowskim jest wigkszg od
dwéch katéw prostych; jest mniejsza od dwéch katow prostych
w trojkacie Lobaczewskiego; rowna dwoém katom prostym
w tréjkacie euklidesowym.

Poniewaz wtasno$ci plaszczyzny, lub ogolniej, wiasnosci prze-
strzeni, zaleza co do swej istoty od wtasnosci prostej, przeto nalezy
rozrézniaé takze ptaszczyzny i przestrzenie riemannowskie, L o b a-
czewskiego i euklidesowe.

Wiasnosci wspolne trzem geometryom, sa wiasnosciami
rodzajoéw: prosta, plaszczyzna, przestrzen. W podrecznikach
sa one pomieszane bez odrdznienia z wtasnosciami nalezacemi badZ
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do jednej, badZz do dwéch gatunkdw, ktore powyzej okre-
$lono.

W przedstawieniu poprzedniem nie uciekali$my sie do zadnego
z twierdzen dowolnych, ktéore Kant nazwat sgdamisynte-
tycznemi a priori, Postulaty 5-y i 6-y nie nalezg wcale
do tej kategoryi twierdzen. Sg to poprostu definicye zapoznane,
jak sig trafnie wyrazit p. Lechalas. Postulaty 5-y i 6-y sg niezbe-
dne do odréznienia gatunkow rodzaju prostainic nadto *).
Nie sg one ani zawarte w definicyi prostej ogoélnej ani nie sa z nia
w sprzecznosci. Sa wprost od tej definicyi niezaleznemi.

X.

Zarys gléwnych twierdzeri metageometryi. Niemozno$é
udowodnienia postulatéw.

Doszedlszy raz do twierdzenia podstawowego o sumie trzech
katéw trdjkata w geometryi euklidesowej, Lobaczewskiego
lub Rie manna, mozemy juz wylozyé rownolegte te trzy galezie
metageometryi lub geometryi ogoélnej, jak to uczynit De Tilly
w swym stawnym zarysie z r. 1878.

!) Niechaj nam wolno bgdzie poda¢ tu poréwnanie W algebrze badamy
wlasno$ci réwnan stopnia drugiego o spéiczynnikach rzeczywistych: az34-hx 4-c=o.
Réwnania te dzielg si¢ na trzy klasy, wedlug tego czy b°—4ac jest ujemnem, doda-
tniem lub réwnem zeru. lub inaczej méwige, wediug tego, czy pierwiastki sg uro-
jone, réwne albo tez rzeczywiste i nieréwne Pewne wiasnosci réwnan stopnia dru-
giego sg wspdlne wszystkim trzem klasom; inne nalezg tylko do jednej albo do
dwdch z pomigdzy tych klas. Mozna powiedzie¢, nasladujgc jezyk geometryczny, ze
521 —4ac > o jest postulatem, charakteryzujacym réwnanie o pierwiastkach rzeazy-
wistych nierdwnych; h3—4 ac=o postulatem, cechujgcym réwnania o pierwiastkach
réwnych: wreszcie h*—4ac < o postulatem, cechujgcym réwnania o pierwiastkach
urojonych., Lecz umyst dziwaczny, malo obeznany z teoryami algebraicznemi
i nasigkniety pogladami Kanta, méglby powiedzieé: rozum ludzki jest tak
utworzony, iz przyjmuje bez zadnego sprawdzenia, 2e dla kazdego réwnania sto-
pnia drugiego jest b2—4ac = o; zwiagzek ten jest ,sadem syntetycznym a priori“,
ktérego nie mozemy nie przyjaé, ani tez $cisle uzasadnié
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Metageometrya zawiera najprzéd wiele twierdzen wspolnych
trzem geometryom. Za takie uwaza¢ mozna w ,Geometryi“ L e-
gendre’a, procz 18 pierwszych twierdzen w ksiedze I-ej, znaczna
czes¢ twierdzen w ksiegach 1l i 1V, catg ksiege VII oraz malg czesé
ksiegi IV i VI _

Przeciwnie, teorya rownolegtych, teorya podobienistwa, mie-
rzenie dlugosci, powierzchni i objetosci, jak sa wylozone 'u Le-
gendre’a, nalezg wylacznie do geometryi euklidesowej, zaréwno
jak i zwiazek podstawowy

=0+ .. (K)

pomiedzy przeciwprostokatng o i przeciwprostokatnemi o i ¢
w trojkgcie prostokatnym, oraz wszystko, co od tego zwigzku zasa-
dniczo zalezy.

W geometryi Lobaczewskiego teorye rownoleglych za-
stepuje twierdzenie Saccheriego i jego wyniki: dwie proste
ptaszczyzny albo spotykaja sie, albo sa asymptotami jedna dla
drugiej, albo wreszcie rozchodza si¢ nieograniczenie, poczynajac
od prostopadiej wspdlnej. Teorya podobienstwa nie istnieje; lecz
tatwo stwierdzi¢, ze dwa trojkaty, majace katy odpowiednio rowne,
sg rowne. Szukanie diugosci, powierzchni i objetoSci uskutecznia
sie inaczej niz w geometryi euklidesowej. Znajdujemy tu np., Ze
powierzchnia trojkata jest proporcyonalna do jego niedomiaru kato-
wego, t. j do réznicy pomiedzy dwoma katami prostemi a suma
jego katow (twierdzenie Lamberta); bez wzgledu przeto na
wielko$¢ trojkata powierzchnia jego jest zawsze mniejszg od pe-
wnej gt:anicy skonczonej. Zwigzek pomiedzy trzema prostokatnag
a bokami trojkata jest '

cos h—a;=coshicoshi .. (D)
l l l
gdzie / jest stala, nazwang stala Lobaczewskiego ).
W geometryi riemannowskiej dwie proste ptaszczyzny spoty-
kajg sie zawsze w dwéch punktach przeciwlegtych; dwa trojkaty

1) cos h. sin h oznaczajg dostawe i wstawe hyperboliczna. .
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o katach réwnych sg réwne; teorya podobieristwa nie istnieje. Szu-
kanie dtugosci, powierzchni i objetosci uskutecznia si¢ prawie tak
samo, jak w geometryi Lobaczewskiego. Powierzchnia tréj-
kata jest zawsze skonczona i proporcyonalna do nadmiaru katowego
t. j. do roznicy pomiedzy suma jego katow a dwoma katami pro-
stemi  Zwiazek pomiedzy przeciwprostokatna, a przy prostokat-
nemi wyraza si¢ w ten spos6b
cos =cosi cos —— . .. (R)
r ” 7

gdzie 7 jest stala, zwang stalg riemannowska; tak, z2 A =7 1 ').

Ze zwiazkéw (E), (L), (R) wyprowadza si¢ trygonometrye
plaskie: euklidesowa, Lobaczewskiego Ilub riemannowska.
Réznia sie one od siebie, lecz trygonometrya sferyczna jest jedna-
kowa we wszystkich systemach i identyczna z trygonometrya
riemannowska ptaska

Z kazdego ze zwiazkow (E), (L), (R) wyprowadza sie jeszcze
odpowiedni zwigzek pomiedzy dziesiecioma odleglosciami wzajem-
nemi pigciu punktdw; nazwijmy te zwiazki: (E'), (L), (R). La-
grange znalazt pierwszy z ‘iychzwiazkéw, Schering dwa
pozostate. De Tilly udowodnit, ze zwiazek (E') streszcza
w sobie catkowicie geometrye euklidesowg ize podobnie zwigzki
(L'),(R') streszczaja w sobie dwie geometrye nieeuklidesowe. Mozna
to samo przeto powiedzieé¢ o zwigzkach prostszych (&), (L), (R),
poniewaz z nich dajg si¢ wyprowadzi¢ zwiazki (E"), (L), (&) ?).

') Co do dowodu zwigzku (L) patrz artykul M. Gérarda w ,Nouvelles
Annales de mathématiques“, 3-a ser. t. XII, str 74—84 (luty 1893): co do zwiazku
(R) nasze: ,Principes fondamentaux de la géométrie non euclidiennede Riemann*
(Supplément a ,Mathesis“ 1893, 2-e série, t. V). Zresztq dzieta De Tilly’ego
zawierajg dowody wszystkich twierdzen, o ktérych mowa w tekscie.

?) Z punktu widzenia analizy zwiazki (R), (L), (E') daja si¢ wyprowadzi¢
z nastepujgcego zwigzku pomiedzy odleglosciami 1x, 2z, 3, 4z. dx jakiegokol-
wiek punktu z od punktéw 1, 2, 3, 4, 5:

o cos (—l'—x-)-{-,?.cos(-z,—:t -}-‘{cos(33)-{-6cos(iri +scos(%)=0,

r

gdzie a, B, 1, 3, ¢ sa stalemi, od « niezaleznemi. Znajdujemy (/.", gdy za x przyj-
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Z punktu widzenia analizy matematycznej. zwiazki (E), (L),
(R) sa przypadkami szczegdlnemi jednej rownosci. W rzeczy sa-
mej, zwiazki (L) i (K) przeksztalcajg sie na zwiazek (E), jezeli uczy-
nimy 7 lub I nieskoriczonem; zwiazek (L) przechodzi na zwigzek
(R) i odwrotnie, jezeli zatozymy ! = V—1. Podobniez zwiazki
(L')i(R') przechodza na (E"), jezeli uczynimy » lub I nieskoriczonem,
wreszcie (1) staje sig (/') i odwrotnie, jezeli [ = r V—1.

Trzy geometrye sa, w gruncie rzeczy, rozwinieciem wynikow
ze zwigzkow (X)) lub(E") (geometrya euklidesowa), (L)lub (L') (geo-
metrya Lobaczewskiego:, (#) lub (2') (geometrya rieman-
nowska) Wszystkie trzy przeto sa zaréwno $ciste i bez zarzutu
pod wzgledem budowy logicznej. W szczegdlnoSci stosuje sig to
do geometryi euklidesowej. Lecz zanim sprowadzono do tego sto-
pnia prostoty podstawy zasadnicze nauki o przestrzeni, nie umiano
stwierdzi¢, ze postulaty 5-y i 6-y geometryi euklidesowej moga
istnie¢ obok siebie, obok definicyj i innych postulatéw. De Tilly
to, sprowadzajac wszystkie prawdy trzech geometryj do zwigzkéw
(E"), (L), (') pomiedzy odlegtosciami pieciu punktéw, opart na
niewzruszonej podstawie zasady nietylko dwu geometryj nieeuklide-
sowych lecz takze i geometryi euklidesowe;j.

Uwagi poprzedzajace o zwigzkach analitycznych pomiedzy
odlegto$ciami wierzchotkow trdjkata prostokatnego lub tez pomie-
dzy jakiemikolwiek piecioma punktami pozwalaja nam zrozumie¢
a posteriori, dlaczego na prézno przez dwa tysigce lat usito-
wano udowodnié¢ postulaty 5-y i 6-y W gruncie rzeczy w tych
préobach bezowocnych, usitowano udowodnié, ze zwigzki (E) lub
(E') sa réownewazne zwigzkom (L), (I') lub (R), (R'). Otoz jest
to oczywiscie niemozliwem: albowiem, aby wyprowadzi¢ (E") z (L)

mujemy kolejno 1, 2, 3, 4, 5, a nastgpnie rugujemy state z pieciu otrzymanych
réwnan; znajdujemy (L', ktadgc » = [ V=T; znajdujemy wreszcie (E) jako przy-
padek graniczny, odpowiadajgcy nieskoficzonym wartosciom statej » lubl Patrz
nasz artykut o tym przedmiocie w ,Annales de la Societé scientifique de Bru-
xelles“ 1894—1895, t. XIX, 2-e partie pp. 189 —196.

Zresztq nic latwiejszego nad utworzenie geometryi analitycznej ogdlnej
o czterech lub wigcej wymiarach, t. j. geometryi, ktorg charakteryzuje zwigzek po-
migdzy odlegto$ciami szesciu lub wigcej punktow
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lub (E) z (L), trzeba dotaczy¢ do (L) lub (L') warunek dodatkowy,
! = co; podobniez z (B) mozna otrzyma¢ (E) lub z (R') otrzyma¢
(E’) tylko wtedy, gdy sie zatozy » = oo.

XI.
Geometrya fizyczna.

»Widzieliémy, ze gdy staniemy na stanowisku czysto-rozu-
mowem, to wszystkie geometrye, poniewaz moga by¢ zbudowane bez
prowadzenia do sprzeczno$ci, majg jednakowq warto$é; jedne sg tak
samo prawdziwe jak drugie. Lecz mozna zapyta¢, do ktdrej z nich
jest przystosowany nasz wszechéwiat Dla wielu odpowiedZ na to
pytanie nie jest watpliwa; wszechéwiat nasz jest euklidesowym.
Temu twierdzeniu bez zastrzezen trzeba niezbednie przeciwstawi¢
najprzéd ograniczenie, ktéremu nie zaprzeczy nikt, kto szedt dotad
za biegiem mysli naszych Z chwila, gdy szukany system geometryi
nie ma zadnej cechy koniecznosci, mozemy go pozna¢ jedynie za
pomoca metody obserwacyj; tylko przez pomiary dojs¢ bedziemy
mogli do oznaczenia parametru naszego wszech$wiata; do przyjecia,
ze wszech$wiat nasz jest identyczny z samym soba, do czego
a priori nic nas nie zmusza. Odtad, oznaczenie to bedzie mogto
by¢ uskutecznione tylko z pewnym stopniem przyblizenia, jak
wszystkie oznaczenia doswiadczalne (G. Lechalas, Etude sur I'es-
paceet le temps Paryz. 1896, str, 88¢) Dalej trzeba bedzie przyjaé,
Ze mozemy byé praktycznie pewni niezmiennosci wzorcoOw miar na-
szych, gdy uzywamy ich w réZnych miejscach, przy zachowaniu
wszystkich innych tych samych okolicznosci.

W tem zalozeniu, moznaby okresli¢ doswiadczalnie, ktéra
z trzech geometryj idealnych odpowiada $wiatu fizycznemu i zna-
lez¢, gdyby szlo o to, wartos¢ stalych Riemanna lub Loba-
czewskiego

W praktyce nitka wyprezona, bardzo delikatna, jest reali-
zacya mozliwie dokladng ogdlnego pojecia prostej i pozwala nam
stwierdzi¢, Ze krawedzie takiego clata statego sa prostemi, ze
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pewne powierzchnie sg plaskiemi i t. d. Mozna wiec zbudowaé na-
rzedzia miernicze elementarne, np. linialty podzielone, za pomocs
ktorych mozna oceniaé¢ i porownywaé odlegtoéci.

Mozna tez kre$li¢ figury geometryczne na ptaszczyznie, np.
trojkaty prostokatne réwnoramienne. Przyjmijmy najprzdd, ze
znaleziono dla podobnego trdjkata, ze przeciwprostokatna réwna

siei ktoregokolwiek z pozostatych bokéw. Wniesiemy stad ta-
two, ze ta figura jest riemannowska, albowiem mozna oznaczy¢

. 1 . . .
wartos¢ rzeczywista & = —- z, Ktora sprawdza zwigzek (R), napi-

4
sany w przypadku obecnym pod postacia

cos & cosx=cos%a;,
gdzie « oznacza stosunek boku trdjkata do statej riemannowskiej,
gdy przeciwnie nie ma zadnej wartosci na x, sprawdzajacej zwigzki
(L)i (E), jak o tem mozna si¢ przekonaé. Stata riemannowska,
bedzie réwna bokowi pomnozonemu przez (4 : x).

Przypus¢my nastepnie, ze znaleziono trojkat prostokatny
réwnoramienny, w ktérym stosunek przeciwprostokatnej do ktérego-
kolwiek z pozostatych bokéw réwna sie 2195:1469; wniesiemy
stad, ze ta figura nalezy do systemu geumetryi Lobaczewskie-
go, dlatego, ze zwiazek (L), napisany w postaci

2195

cos hz coshxz = cosh Ww,

gdzie .r oznacza stosunek boku do statej Lobaczewskiego, spet-
nia si¢ prawie dla z = V2, gdy tymczasem zadna inna warto$¢
rzeczywista nie spetnia zwigzkéw (R) lub (E'). Stala Lobaczew-
skiego jest prawie réwna bokowi, pomnoZonemu przez ¥ 2.

Po trzecie, jezeli mamy trojkat rownoramienny, w ktérym
stosunek przeciwprostokatnej do ktoregokolwiek z pozostatych
bokdéw réwna sie V_Z_, wniesiemy stad, ze ta figura jest euklide-
sowa, albowiem zwiazek (E) jest jedynym zwigzkiem, spelnia-
jacym sie przy tem zatozeniu.
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Lecz, prawde méwiac, ten ostatni przypadek nigdy miejsca
mie¢ nie bedzie, gdyz nie mozemy $ciSle wymierzy¢ dwu dlugosci,
ktérych stosunek jest liczbg niewymierng ¥V 2. Warto&é przybli-
zona pierwiastka kwadratowego z 2 jest 1, 41421 35623 73...
W praktyce mozna znaleS¢ na wartosci stosunku przeciwpro-
stokatnej do boku trdjkata prostokatnego réwnoramiennego war-

toéci przyblizone V2, np. wartoéci przyblizone przez niedomiar

1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421it. d.

lub przybliZone przez nadmiar:
1,42; 1415; 1,4143; 1,414221it. d.

W pierwszym razie znajdziemy, ze trdjkat jest riemanow-
skim; w drugim, ze jest tréjkatem Lobaczewskiego!). Lecz
bez wzgledu na stopient dokltadno$ci pomiaru, nigdy nie znajdziemy

$cisle ¥ 2 na szukany stosunek; nie mozna wiec stwierdzi¢ doswiad-
czalnie, ze tréjkat prostokatny rownoramienny jest euklidesowym.

Ten wniosek stosuje sie do kazdej figury, ztozonej z pewnej
liczby punktéw, ktérych odlegtosci mierzymy. Te odlegtosci, znane
tylko przyblizenie, moga prawie sprawdzaé zwigzek (£); lecz mo-
Zna zawsze parametrom r i I, zachodzacym w zwiazkach (R’) i (L)
nada¢ warto$¢ wzglednie do mierzonych odlegtosci, dostatecznie
wielkgtak,aby te parametry z rownadoktadnoscia sprawdzaty zwiazki
(R)i(L). A zatem jest niemozebnem stwierdzié, ze geome-
trya fizyczna jest euklidesows, nawet wtedy, gdy
nig jest w rzeczy samej

W istocie, w czeSci wszech$wiata, dostepnej wprost lub po-
$rednio pomiarom naszym, geometrya fizyczna jest przyblizenie
euklidesowa. Wszystkie mierzone odleglo$ci sprawdzaja z bardzo

) Dla okazania tego, uzasadniamy za pomocg analizy wyz%szej nastgpu-
jace twierdzenie: Tréjkgt prostokgtny réwnoramienny jest tréjkgtem riemanno-
wskim, euklidesowym lub tréjkatem Lobaczewskiego $tosownie do tego,

czy stosunek przeciwprostokgtny do boku jest mniejszy od V' 2, réwny V' 2 lub
wiekszy od V2.
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wielkiem przyblizeniem zwigzek (£") lub zwigzki nieeuklidesowe
(R i (L), ktore, praktycznie rzecz biorac, nie réznig sie¢ od zwigzku
(E"). WyobraZnia nasza jest tez, jezeli tak powiedzie¢ wolno,
bardz.o przyblizenie euklidesowa. Lecz pewne ztudzenia optyczne,
ktére pomiary i rozumowanie tatwo prostuje, na pierwszy rzut oka
zdaja sie by¢ w zgodzie z geometryami nieeuklidesowemi: 1-o Dtu-
gie aleje rownolegle drzew dajg nam obraz prostych asymptoty-
cznych Lobaczewskiego. 2-o Gdy na sklepieniu niebieskiem
sledzimy wzrokiem dwa Kkierunki, wychodzace z jednego punktu
widnokregu, dochodzimy do przeciwleglego punktu widnokregu,
jak gdyby$my postepowali wedtug prostych riemannowskich ).

XII.

Metageometrya i kantyzm.

Euklides okreélit przed dwudziestu dwoma wiekami
w swych ,Elementach“ pojecia zasadnicze geometryi: punkt, prosta,
plaszczyzne i t d. ze Scistocig wystarczajacg na to, by mozna bylo
oprzeé na nich dedukcye logiczng czesci ogdlnej nauki o przestrzeni.
Nadto, w postulatach 5-ymi6-y,m wyspecyalizowal w istocie rzeczy
definicye prostej, aby mozna byto udowodni¢ zasady specyalne tej
czesci geometryi ogdlnej, ktéra nosi obecnie miano geometryi eukli-
desowe;j.

) ,Reid okazal, ze gdyby cztowiek zostat zredukowany do samego
zmystu wzroku, i gdyby poznawszy, Ze rozciagtosé powierzchowniowa ma dwa wy-
miary, bral za linie proste to, co w samej rzeczy stanowi tuki két wielkich nakre-
Slonych na powierzchni kuli, ktérej Srodek znajduje si¢ w oku—wtedy tréjkaty, uwa-
zane za prostokgtne, moglyby mie¢ dwa, a nawet trzy katy proste lub rozwarte
i geometrya takiego czlowieka bylaby zupelnie rézngq od naszej. Dwie np. linie,
ktére on poczytywalby za proste, przecinalyby si¢ zawsze w dwu punktach, tak
ze pojecie dwdich prostych réwnolegltych byloby dla niego pojeciem sprzecznem®.
Ampére ,Essaisur la philosophie des sciences“, Premiére partie (2-e éd. str. 64),
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Lobaczewski, Riemann i ich nastepcy utworzyli dwie
inne gatezie geometryi ogdlnej, geometrye Lobaczewskiego
i geometrye Riemanna.

Trzy galezie metageometryi sg naukami rozumowanegi, zto-
zonemi z twierdzen, ktérych dowodzi sie bez uciekania do doswiad-
czenia, jedynie za pomoca analizy i pordwnywania poje¢ zasadni-
czych. Te twierdzenia zatem sa sadami analitycznemi,
o ile nadajemy temu terminowi znaczenie tradycyjne: propositio
per se nota, nie za$ znaczenie kantowskie sadow tozsam o-
$ciowych lub jakoby tozsamos$ciowych.

Z charakteru analitycznego twierdzen geometrycznych wynika
warto$¢ apodyktyczna trzech gatezi metagcometryi i mozliwosé
postugiwania si¢ kazda z nich w dowodzeniach twierdzen analizy
czystej. Tak tedy za pomoca geometryi euklidesowej mozna byto
utworzy¢ trygonometrye ogolna, t.j. teorye funkcyj: wstawa
i dostawa, ktéra mozna tez wylozyé wprost bez pomocy geo-
metryi. Teorya wstaw i dostaw mogta by¢ nastepnie spozytkowana
do badania geometryi Lobaczewskiego i Riemanna,
tak, ze pozornie, lecz tylko pozornie, te dwie geometrye opierac sie
zdaja z koniecznos$ci na geometryi euklidesowej.

Geometrya fizyczna, przeciwnie, jest naukg obserwacyjna,
w ktdrej postugujemy sie geometryg rozumowana, jako pomocniczg.
Obserwacya ta pozwala wnioskowad, Ze odlegtoéci fizyczne w przy-
rodzie sprawdzaja bardzo przyblizenie zwigzek (E) lub zwiazki (L')
i(R), gdy w nich »ilsa dostatecznie wielkie; inaczej méwiac,
obserwacya uczy nas, Ze geometrya fizyczna jest prawie geometrya
euklidesowg i o trzech wymiarach. Z punktu widzenia logicznego,
to ostatnie twierdzenie jest wiec sadem em piryczny m, albo—
jezeli chcemy uzy¢ innej terminologii —sadem syntetycznym
a posteriori.

W pierwszem wydaniu swojej Krytyki czystego rozu-
mu (1781), pbézniej w formie bardziej rozwinietej w wydaniu dru-
giem (1787) Kant wypowiedzial o geometryi poglady, bedace
w zupetnem przeciwienstwie z powyzszem.

Zauwazono (Milhaud, ,Kant comme savant“, w ,,Revue
philosophique¥ z maja 1895, str. 482—510), ze Kant nie posiadal
powaznych wiadomos$ci naukowych. Dotykat on wielu pytan,
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lecz raczej jako filozof niz uczony, bedac na sposéb starozytnych,.
zaprzatnigty gtéwnie mys$la o zapewnieniu wiedzy podstaw-
a priori. Po Newtonie, po uczonych XVIII-go stulecia, Kant.
wydaje si¢ nie nalezacym do swego czasu. Jego poglady, nieraz.
genialne, maja charakter zbyt nieokreslony. Czujemy, ze nie tworza.:
sie one ani w zetknieciu z faktami, ani nawet w zetkniecia z wiedza.
matematyczng dwczesna. Sa one przeniknione naiwnoscig, mimo-
pozory formy uczonej, i przypominajg raczej pewne teorye Ary-
stotelesa lub nawet jonczykéw, niz Eulera lub Newtona*
(str. 102—103).

Lecz Kant nauczyl sie i uczyt matematyki elementarnej
i byt uderzony charakterem powszechnosci.i koniecznosci jej twier-
dzen. Z jednej strony mial glebokie przekonanie o pewnosci apo-
dyktycznej tych twierdzen; z drugiej za$ nie widzial moznosci spro-
wadzenia ich do sadéw analitycznych, co wyniklo z powodu
zbyt ciasnego pojmowania przezen tych ostatnich. To przekona--
nie i ta niemoznoé¢ doprowadzity go do utworzenia z matematykii
(i pézniej z metafizyki) nauki bezwzglednie subjektywnej. Twier--
dzenia zasadnicze matematyki, a zwtaszcza geometryi, z zalozenia-
pozbawione sprawdzenia we wlasciwem znaczeniu tego wyrazu,.
lecz takie zarazem, ze umyst przystaje do nich z konieczno-
Scig, nazywa Kant sgdami syntetycznemi a priori, dla odréznie--
nia ich od sadéw syntetycznych a posteriori, lub twierdzen empi--
rycznych, w ktérych atrybut wyraza pewna wiasno$¢ nieko-:
nieczng podmiotu !). Przestrzenn dla Kanta jest wyobrazeniem

') Kant przytacza wyraznie niewielkg tylko liczbe rzekomych sgdéw-
syntetycznych a priori, odnoszacych sie dé’ geometryi W tréjkgcie bok jeden:
jest mniejszy od sumy dwodch pozostatych, przestrzen ma tylko trzy wymiary;:
dwie proste nie mogsg zamykaé przestrzeni i t. d. Pierwsze z tych twierdzen.
jest w rzeczywistosci nalezacym do geometryi rozumowej sgdem analitycznym,.
ktérego dowdd naszkicowaliSmy w § V wedlug Tuklidesa. Twierdzenie
drugie nalezy do geometryi fizycznej, jest sadem syntetycznym a posteriori.
Twierdzenie trzecie jest postulatem 6-ym Euklidesa, rdwnowaznym definicyi,.
jak to wykazalismy w § 1X. O tym postulacie 6-ym Kant méwi najprzéd ze-
$cistoscig geometry riemannowskiego: ,Soistindem Begriffe einer Fi-
gur, die in zwei geraden Linien eingeschlossen 1st, kein:
Wiederspruch“ (Transc. Anal. II,3, Nr.4), lecz nastgpnie system pociags-

Wiad. mat. IL. 6
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koniecznem a priori, stuzacem za podstawe wszelkiej pogladowosci
zewnetrznej i bedacem przyczyna pewnodci apodyktycznej wszy-
stkich zasad geometrycznych.

Metageometrya jest w radykalnej sprzecznoéci z tem pojeciem
przestrzeni, jako wyobrazeniem koniecznem a priori. W rzeczy
samej, metageometrya pociaga za sobg mozliwos¢ nieograniczone;j
liczby roznych geometryj; najprzéd geometryi euklidesowej, naste-
pnie wszystkich odmian geometryj nieeuklidesowych, odpowiada-
jacych wszelkim pomysle¢ sie dajacym wartoSciom parametrow
ril. W jakiz sposdb poglad kantowski na pizestrzen mogiby
dawaé¢ umystowi wszystkie te rdézne geometrye, jako wyobraze-
nie konieczne a priori? Jest to oczywiscie niemozliwem. Meta-
geometrya jest niemniej w przeciwienstwie z pogladami Kanta,
na przestrzen okoto r. 1769, gdy wraz z réznymi filozofami przyj-
mowal, Ze przestrzen jest rzeczywistoScia zewnetrzna, istniejaca
niezaleznie od przedmiotow. W takim systemie podobnie jak w tym,
w ktérym geometrya bylaby nauka zupetnie empiryczna, istnienie
"trzech system6w geometryi rozumowej jest rownie niezrozumia-
tem, jak w systemie ,Krytyki czystego rozumu*.

Nakoniec, metageometrya pozwala nam odpowiedzie¢ za po-
mocg argumentu ad hominem na pierwszg antynomie rozumu
czystego: Swiat jest rownocze$nie skoficzonym i nie-
skoiczonym w przestrzeni. Gdyby nawet rozumowanie
Kanta bylo Scistem; gdyby sprzecznos¢, ktorg zaznacza, nie po-
chodzita jedynie z pomieszania przestrzeni rzeczywistej i przestrze-
ni idealnej, to dla usuniecia wszelkich trudnos$ci wystarczytaby
uwaga, zé w wyktadzie Kanta tkwi w ukryciu przyjecie, iz $wiat
jest euklidesowym. Ot6z, gdyby byl riemannowskim, antynomia

go do wyrzeczenia twierdzenia wprost przeciwnego. W fizyce cytuje Kant
jako sady syntetyczne a priori: prawo statosci masy i prawo réwnosci dziatania
i przeciwdziatania; watpimy, by rozumial on Sciste znaczenie tych dwdch zasad,
ktére sq sadami syntetycznemi a posteriori. Sadzimy, ze wszystkie sady synte-
tyczne a priori Kanta nalezg do jednej z nastgpujgcych kategoryj: sa albo po-
stulatami, t.j. ,,przebranemi* definicyami: albo sgdami analitycznemi, ktérych nie
umial zanalizowaé: albo wreszcie sadami syntetycznemi a posteriori, ktérych na-
tury empiryczaej nie poznat.
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nie mialaby sensu; zasadniczo i faktycznie $wiat bylby skon-
czonym.

Gdy sie zastanowimy nad ciagiem mysli, ktére doprowadzity
Kanta do jego systemu, dojdziemy do wniosku, ktéry wyrazit byt
p. Milhaud w wyzej wzmiankowanym artykule: ,Punktem wyj-
scia ,Krytyki czystego rozumu® jest calkiem naiwne stwierdzenie
charakteru koniecznosci i powszechnosci sadow matematycznych*
(str. 109). Subjektywizm metafizyczny Kanta, zdaje sig, wyszedt
z jego subjektywizmu matematycznego; na czele ,Krytyki czystego
rozumu* postawiono, Ze tu uzyjemy szczeSliwego wyrazenia p. Le-
chalasa, pewien gatunek imperatywu geometrycznego.

Metageometrya, wykazujaca czczo$¢ pogladow Kanta na
przestrzen, zburzyla tedy metafizyke krytycyzmu, jak o tem wyra-
ziliSmy sie we Wstepie ').

DODATEK.

Geometrya, jako fizyka matematyczna odlegtosci.

Leibniz okreslit linie prosta w sposob nastepujacy: Pro-
stajest miejscem punktéw nieruchomych ciata, ktére
porusza sie tak, Zze dwad jego punkty pozostajg sta-
temi?),

1) ,Hat nun Helmholtz Recht und ist das Kantische Fundament
falsch, so fillt damit auch der Inhalt und die Methode, welche hieraus nothwendig
hervorgewachsen: dann ist ferner die jahrhundertlange Richtung der deutschen
Philosophie eine verfehlte*. (A. Krause, ,.Kant und Helmholtz iiber den Ursprung
und die Bedeutung der Raumanschanung und der geometrischen Axiome*, Lahr
1878, Vorvort), Helmholtz jest tu cytowany, jako przedstawiciel pogladu o empi-
rycznem Zrddle postulatéw. ’

2) ,Sit corpus aliquod, cujus duo puncta sint immota et fixa, ipsum autem
corpus nihilominus moveatur, tunc omnia puncta corporis quiescientia incident in
rectam quae per duo puncta fixa transit. (Dzieta matematyczne Le ibniza,
wyd. Gerhardta, V,str. 137, poréw. Cantor Gesch.d. Math. I, str. 32 .
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Ta definicya prostej moze bhyé, bez zmiany istotnej, dana
w postaci dogodniejszej, jezeli wprowadzimy pojecie odlegtoéci lub
przedzialu pomiedzy dwoma punktami, rozumiejac przez to liczbe,
charakteryzujaca te pare punktow. Poczatek doswiadczalny tego
pojecia odleglosci znajg wszyscy: pewne ciala stale wydaja sie nam
niezmiennemi i méwimy, ze dwa ich punkty sa w takiej a takiej
odlegtosci, jezeli mozemy umiesci¢ pomiedzy temi punktami uwa-
zany réwniez za niezmienny liniat z podziatkg lub czesci liniatu,
najmniejszg liczbe razy; ta liczba jest miarg odlegtosci lub wprost
odlegtoscig dwu punktow.

To zatozywszy i uwazajac pojecie odlegtosci za pojecie pier-
wotne, Cauchy okreélit prosta w sposéb nastepujacy: Prosta
AB jest takg linia, Zze kazdy z jej punktow jest w ta-
kiej odleglo$ci od punktu 4 i od punktu B, w jakiej
nie jest zaden z punktéw przestrzeni. Kazdy punkt H
zewnatrz prostej, przeciwnie jest takim punktem, ze istnieje
przynajmniej jeden punkt K, tak samo odlegly od punktéow A4 i B,
jak jest odlegtym punkt H.

Ta definicya jest rOwnowazng definicyi Leibniza: w samej
rzeczy, jezeli obracamy ciato, zawierajgce réwnoczesnie punkty
A, B, M, H okoto punktéow A i B, przyjetych za state, to jest ja-
snem, ze gdy punkt M znajduje si¢ na prostej AB, to on pozostaje
nieruchomym na zasadzie definicyi, gdy tymczasem punkt H moze
przyja¢ inne potozenie K

Definicya prostej, podana przez Cauchy’ego, jakkolwiek
w istocie rzeczy identyczna z definicyg Leibniza, ma nad ta
ostatnia te wyzszo$¢, Zze prowadzi do analogicznego okreslenia
plaszezyzny. U Cauchy’ego ptaszczyzna ABC jest po-
wierzchnia taka, Zze kazdy z jej punktéw jest w ta-
kiej odlegtosci od trzech punktow, o ktérych zakta-
damy, %Ze nie lezg na jednej prostej, w jakiej 'nie
znajduje sie zadeninny punkt przestrzeni. Kazdy punkt
H zewnatrz ptaszczyzny jest przeciwnie takim punktem, Ze
istnieje przynajmniej jeden punkt inny K, tak samo odlegly od
punktéow 4! B, C, jak punkt H.

Uwazajmy trzy punkty A, B, M, potoZone na prostej, oraz
punkt H zewnetrzny. Jezeli. zalozywszy, ze Ai B sa statemi,



Pierwsze zasady metageometryi, 9

bedziemy ciato, do ktérego naleza punkty A, B, M, H, obracali
w ten sposéb, aby punkt H sprowadzi¢ do polozenia punktu K,
wtedy punkt M, wedlug definicyi Leibniza, pozostanie nieru-
chomym. Mozna przeto powiedzie¢, Ze cialo obraca si¢ okoto
prostej AM lub BM, zamiast powiedzie¢, Ze obraca si¢ okoto AB;
inaczej moéwiac, prosta AB jest identyczna z prosta AM lub z pro-
sta BM, jezeli punkt M znajduje si¢ na 4B.
Mozna wyrazi¢ to samo, wprowadzajac do poprzedzajgcych
,rozwazan pojecie odlegtosci t. j. postugujac si¢ definicya Cau-
chy’ego, a to sposobem nastepujacym. Przyjmijmy, ze dla
kazdego punktu X dwie z odtegtosci XA, XB, XM od
punktéw 4, B, M prostej okre$laja trzecia odlegtosé¢
(twierdzenie A) Jezeli X jest punktem H zewnetrznym wzgledem
prostej AB, to istnie¢ bedzie punkt K taki, ze KA=HA, KB=HB,
przeto bedzie KM=HM. Lecz zwiazki KA=HA, KM=HM wy-
razaja, ze Hi K sa punktami zewnetrznemi wzgledem prostej AM;
podobniez KB=HB, KM—HM wyrazaja, ze Hi K sa zewnatrz
prostej BM. Kazdy zatem punkt zewnetrzny wzgledem AB jest
zewnetrzny wzgledem AM i wzgledem BM, poniewaz i odwrotne
twierdzenie jest prawdziwem, przeto prosta AB jest identyczna
z prostg AM iz prosta BM
Powyzsze rozwazania mozna zastosowa¢ i do ptaszczyzny.
Niechaj bedzie ptaszczyzna, okreslona przez trzy punkty A, B, C;
niechaj M bedzie czwartym punktem tej ptaszczyzny. Przyj-
mijmy, ze dla kazdego punktu X trzy z pomiedzy
odlegtosci X4, XB, XC, XM okreélaja czwarta (twierdzenie B).
Jezeli X jest punktem H zewnetrznym wzgledem plaszczyzny
ABC, to istnie¢ bedzie, wedtug definicyi ptaszczyzny, podanej przez
Cauchy’ego taki punkt K, Ze bedzie KA=HA, KB=HB, KC
—HC, a zatem bedzie KM=HM. Ostatni zwiazek wraz z dwoma
z poprzedzajacych wyraza, ze Hi K sa punktami zewnetrznemi
wzgledem ptaszczyzny ABM, lub wzgledem ptaszczyzny BCM,
lub wreszczie wzgledem ptaszczyzny CAM. Poniewaz i odwrotne
twierdzenie jest prawdziwem, przeto ptaszczyzny 4 BC, ABM, BCM,
CAM sa identycznemi.
Mozemy teraz dowie$¢ nastepujacego twierdzenia: Prosta
MN catkowicie jestzawarta w ptaszczyznie ABC, kté-
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re zawiera jej dwa punkty M i N (twierdzenie C). W rze-
czy samej, wedlug powyzszego, plaszczyzna ABC jest identyczna
z plaszczyzng ABM, ktora jest znéw identyczna z plaszczyzng
AMN. Niechaj H bedzie punktem zewnetrznym wzgledem pta-
szczyzny ABC lub AMN. Wedtug definicyi Cauchy’ego, istnieé
tedy bedzie drugi punkt K tak, ze bedzie KA=HA, KM=HM,
KN=HN Otéz, dwie ostatnie réwnosci wyrazaja, ze punkty K
i H sa zewnetrznemi wzgledem prostej MN. Poniewaz wiec ka-
zdy punkt zewnatrz ptaszczyzny A BC bedzie zewnetrznym wzgle
dem prostej MN, przeto prosta ta nie moze mie¢ zadnego ze swych
punktéw zewnatrz ptaszczyzny, a wigc cala zawarta jest w pla-
szczyZnie ).

Twierdzenie C jest przeto wynikiem twierdzen A i B. Jaka
jest istota tych twierdzen? Czy sa one wynikiem definicyi prostej
i ptaszczyzny, podanych przez Cauchy’ego; czy sg postulatami,
ktére nalezy dotaczy¢ do powyzszych definicyi, dla scharakteryzo-
wania zupelnego prostej i plaszczyzny; czy sa wreszcie twierdze-
niami niezgodnemi z powyzszemi dwiema definicyami?

Mozna daé taka czeéciowa odpowiedZ na te pytania. Jezeli
przyjmiemy twierdzenie C lub twierdzenia A i B, z ktérych ono
wyplywa, to znajdziemy, jak o tem byta mowa w § X, w kazdym
z trzech systémoéw geometryi zwigzek pomiedzy dziesiecioma odle-
glo$ciami pieciu jakichkolwiek punktéw. Mozna podobniez otrzy-
maé zwiazek pomiedzy szescioma odleglosciami, czterech punktéw
plaszczyzny oraz zwigzek pomiedzy trzema odleglo$ciami trzech
punktéw proste;j.

Odwrotnie, ze zwiazkow tych, nie przedstawiajacych nic
W sobie sprzecznego, mozna tatwo za pomoca analizy wyprowa-

') Definicye Euklidesa, dane dla prostej i ptaszczyzny, sa, jak sadzi-
my, streszczeniem rozwazan, podobnych do powyzszych; przynajmniej deﬁnicy«; te,
tak ciemne na pierwsze wejrzenie. nadajg si¢ do interpretacyi literalnej, zgodnej
z powyzszem. Gauss wr., 1829 w liscie z d. 27 Stycznia do Bessela stusznie
krytykuje definicye plaszczyzny, podana przez Legendre’a: ,Definicya pta-
szczyzny, powiada, jako plaszczyzny, zawierajgcej wszelkg prosta, ktdra tgczy dwa
jej punkty, zawiera wigcej warunkow, niz potrzeba do jej wyznaczenia. Definicya
ta miesci w sobie twierdzenie, ktére powinno by¢ pierwiej uzasadnionem.
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dzi¢ czy to twierdzenie C, czy to twierdzenia A i B; te wiec rozne
twierdzenia zgadzajq sie jedne z drugiemi, trzecia przeto z powyzej
trzech uczynionych hypotez powinna by¢ odrzucona. Inaczej mo-
wigc twierdzenia A i B sa albo wynikami definicyi Cauchy’ego
albo sa jej dopelnieniem. Nie mozna zreszta rozstrzygnaé tym
sposobem, ktory z dwu ostatnich przypadkéw zachodzi.

Lecz mozna pdjs¢ jeszcze dalej. Skoro tylko doszlismy, jak
wyzej do postugiwania si¢ zwiazkami, charakteryzujacemi odpo-
wiodnio przestrzen o trzech wymiarach, plaszczyzne lub przestrzen
o dwu wymiarach i prosta lub przestrzen o jednym wymiarze, to
musimy juz logicznie przyja¢ calkowicie sposéb przedstawienia
rzeczy, podany przez De Tilly’ego i uwazaé geometrye za {izyke
matematyczng odlegtosSci. W tym sposobie przedstawienie,
odlegtos¢ dwu punktéw okreSlona tak, jak to wyzej uczyniono,
staje si¢ jedynem pojeciem nieprzywiedlnem geometryi Wypro-~
wadzamy z niego pojecie figur réwnych, tak trudne do ustalenia
w inny sposob; nastepnie za poérednictwem zwigzkow, charakte-
ryzujacych prosta, ptaszczyzne i przestrzen o trzech wymiarach,
dajemy definicye dtugosci pdl i objetosci; wreszcie, bez uciekania sie
do jakiegokolwiek postnlatu, wyprowadzamy cala geometrye pod
trzema réznemi postaciami, t. j. geometrye Euklidesa, Loba-~
czewskiego i Riemanna.

Wyktad elementarny geometryi ogélnej, naszkicowany przez
nas w §§ Ill—X podtug Euklidesa, Lobaczewskiego, Rie-
manna i ich nastepcéw, prowadzi do zwiazkéw charakterysty-
cznych pomiedzy odleglosciami trzech punktéw prostej, czterech
punktéw ptaszczyzny, pieciu punktow przestrzenio trzech wymia~
rach Odwrotnie, wyktad analityczny De Tilly’'ego, oparty na
pojeciu odlegtosci i na zwiazkach, o ktérych mowa, pozwala znales¢
wszystkie rezultaty wyktadu elementarnego i stwierdza, ze definicye,
postulaty i pewniki, ktére sa podstawsg tego wykladu elementar-
nego sa zgodne jedne z drugiemi. Wyklad eiementarny i wyktad
analityczny, razem wzigte, stanowia tedy system zupelny geometryi
ogolnej, ktéry z punktu widzenia $cistosci, bezwzglednie jest bez
zarzutu.
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