W. SIERPINSKI.

0 pewnem twierdzeniu Cantora.

Powszechnie panuje przekonanie,” jakoby dla wyznaczenia polo-
Zenia punktu na plaszczyznie konieczne byly aZz dwie liczby rzeczywiste
(dwie spélrzedne). Twierdzenia podobnego nigdzie si¢ wprawdzie nie
dowodzi, lecz juz przez to, iz w Geometryi uzZywamy zawsze dwéch spél-
rzednych dla okreslania poloZenis punktéw plaszczyzny, za$ w Analizie
zasadniczo odrézniamy funkcye jednejod funkeyj dwéch i wiecej zmien-
nych, przeswiadczenie o istnieniu takiego twierdzenia jest az nadto wy-
tlomaczone. Przeswiadczenie to jest jednak bledne; dla okreslania
punktéw plaszczyzny moznaby réwniez dobrze postugiwaé sie jedn g
tylko liczba rzeczywista; wynika to z pewnego twierdzenia G. C a n-
tora, ogloszonego przez niego w roku 1878. 1)

Jakkolwiek praktycznie sposdb okreslania poloZenia punktéw
plaszezyzny za pomocs jednej liczby rzeczywistej bylby niedogodny, to
jednak teoretyczne znaczenie mozZnosci takiego okredlania jest mnieza-
przeczone  Jednym z bezposrednich stad wnioskéw jest ten, iZ, wy-
razajac sig jezykiem potocznym, tylez mamy punktéw na calej plasz-
czyznie, ile na linii prostej (albo nawet jakimkolwiek jej odcinku). Jest
to bezspornie jeden z najciekawszych, chociaz mniej znanych, paradok-
s6w matematycznych, Z drugiej za$ strony z twierdzenia Cantora
wnioskujemy, i% niema zasadniczej réznicy pomigdzy funkcyami jednej
i wigcej zmiennych, jezeli pojecie funkeyi uwazaé bedziemy w calej jego
ogdlnosci (a wige bez zastrzeZen o ciaglosei i t. p.).

Y) G. Cantor. Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. Journ. f. r. u. a
M. Band 84. Zob. tez: Borel, Legons sur la théorie des fonctions, Paris 1898
str. 18, oraz: Schoenflies, Die Entwickelung der Lehre von den Punktman-
nigfaltigkeiten, str. 32 (Jahresber. der Deutschen-Mathematiker-Vereinigung
Band 8, Heft 2).
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‘Wobec calego interesu, jaki przedstawia twierdzenie Cantor 2
dziwnem si¢ wydaje, iZ jest ono tak malo znane wérdd szerszego
ogdlu matematykéw. Przyczypy tego szukaé nalezy w tem, iz twier-
dzenie zostalo wykryte stosunkowo niedawno (przed 30-tu niespelna
laty) i nie zdaZylo jeszcze przejsé do podrecznikéw, a moZe i w tem
jeszcze, Ze pierwotny dowdéd Cantora jest nieco przydlugi (z nie-
zbgdnemi wiadomosciami pomocniczemi zajmuje kilkanacie stronic),
Ponizej podajemy zmodyfikowany przez nas dowéd twierdzenia C a n-
tora, nie mniej 8cisly, cho¢ znacznie krdtszy od pierwotnego; prze-
wodnia mysl dowodu jest u nas ta sama cou Cantora.

Uwazajmy jakakolwiek liczbe rzeczywista . Wyznaczmy naj-
blizszg liczbg calkowita a,, wieksza od x. Roéinica a;—x bedzie liczba
dodatnia, nie wigksza od jednosci. Mozemy wiec zaloZy¢:

T=0 =5
1

oznaczajac przez x, liczbe nie mniejsza od jednosci.
Wyznaczmy najblizsza liczbe catkowity a,, wigkszg od x;3; @, be-
dzie > 2 i mozZna bedzie zalozyé:

r, = a 1

11— " x2 ’
oznaczajac przez X, liczbe > 1. Postepujac w ten sam sposéb, dalej,
otrzymamy nieskoniczony cigg réwnan:

r=a 1 ri=a 1 Zy=a .
=0T BTG T s BT GT g
skad znajdziemy oznaczone w zupelnosci rozwinigcie liczby a na ulamek
ciggly nieskonczony:

a—.,
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gdzie wezysthie a, sa liczbami calkowitemi i przytem, poczynajac od a,
nie mniejszemi od 2.
Przyktlady.

1) Zalézmy z =-§— . Mamy:

3 2 5 1 1 1
Tl Tr T Ty A=y, 1=2— 1,
3 1
T
g—-
1
3 -
9— 1
2.

a wige: gy=1, a;=a,=3, za$ q,=2 dla n>2.
2) Niech bedzie z=V2. Mamy:

L 2

_ " 2 1 =
RIS N EX - S BN
x Ly

skad znajdziemy:

ozyli: ay,=—2, zas dla n=>0: az—1=2 oraz. ag,—4.
Kazda wige liczba rzeczywista rozwija si@ w oznaczony w zupel-
nosci spos6b na ulamek ciagly nieskoniczony postaci:

gdzie wszystkie a, sa liczbami calkowitemi i przytem dla 7> 0 nie
mniejszemi od 2. Z drugiej strony moZnaby udowodnié, Ze dla kaz-

Dodatek do 3
Wiad. mat. ¢. XII. 1908. -
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dego takiego ulamka zawsze istnieje i przytem jedna tylko liczba rze-
czywista, dajaca uwaZane \rozwin_iqcie n,

UwaZajmy teraz jakakolwiek liczbe rzeczywista, nieujemng z,
dajaca rozwinigeie:

1
X=ay—

1
a,—.

al_

Bedziemy tu mieli oczywiscie a, > 1.
Zaldzmy : :
ay=1-a,, t»=2-}a, dla >0;

wszystkie a; (¢=0, 1,2, ...) beda wigc oznaczonemi liczbami calkowi-
temi >0,

1) Dla dowodu nalezatoby wyjs$é z latwo wyprowadzié sie¢ dajacej tozsa-
moscei:

4 — L =y — Ao — o 1 es i
0 a 1 Q% @ T @1 @n’

gdzie przez @ oznaczamy mianowniki kolejnych reduktéw, a wigc:
@Q=1, @ =a,, zas dla n>1: @n=Qn—1an—@n—2.

Mozna z latwoscig okazaé, iz (jezeli an>2 dlan=>0) liczby @Qu wzrastajg
wraz ze wskaznikiem, a stqd, przyjawszy pod uwage, iz sa to liczby catkowite,

wywnioskowaé, iz @s>n-1. Sktadniki szeregu sg wige

1 1
naToq

wszystkie dodatnie i niewigksze odpowiednio od sktadnikéw szeregu zbieznego

1

1
%4—2—3—-[-.....-——1. Whnosimy stad o zbieznosci utamka a,— %— . Oznacza-
. - l_
ay—
jac przez x granice ciggu jego reduktéw, moznaby juz z latwoscig okazaé, ze x

rozwija gie na utamek ciagly x=a, — sk

ag —

Dowéd wreszcie, Ze Zadna inna liczba rzeczywista nle daje tego samego
rozwinigcia, nie przedstawia zadnej trudnosci.
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Kazda liczba x>> 0 wyznacza zatem pewien okreslony - w zupel-
nosci ciag nieskoniczony
Qo> Gy Agy- e -

o wyrazach calkowitych, nie ujemnych. Ale moZemy powiedzieé, ze
i odwrotnie, kazdemu takiemu ciagowi odpowiada oznaczons liczba nie-

ujemna:
1
r=1-4a,—

1
s
Bedziemy pisali:

x=(ay, a;, Agye.... ).

Pomiedzy zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych > O oraz zbiorem
wszystkich ciagdw nieskonczonych o wyrazach calkowitych, nie ujem-
nych, istnieje wiec tego rodzaju odpowiedniosé, i% kazdemu elementowi
pierwszego zbioru odpowiada oznaczony element drugiego, i naodwrét.
Méwimy, ze uwaZane zbiory sy ré wnej m o ¢y; wyraZajac si¢ mniej
scisle, moglibysmy powiedzieé, Ze sa jednakowo liczne.

UwazZajmy teraz dwie liczby rzeczywiste nieujemne:

xr=1{(ag, Gy, Agy .. ... )
Y=Bo) Brs Bar+ -+ -+ ).

Liczby te wyznaczaja okreslona w zupelnosci trzecig (réwniez > 0):

oraz

2 == (ag, Boy a1, B1, a3y Bas-o--- )

gdyz po prawej stronie mamy oznaczony ciag nieskonczony o wyrazach
calkowitych, nieujemnych.
Ale i odwrotnie: znajac liczbg nieujemna;:

2= (Yo, Py P2 - )y
bedziemy znali liczby z i y, wystarczy bowiem zalozy¢:

= (707 Yo Vayeeoe ) oraz y = (717 73 l}'g, ..... ).



Przyklady:

Liczby x =2=(2,0,0,0,...) oraz y — -é =(0,2,0,0,...) wy-

znaczajg liezbg 2=(2,0,0,2,0,..) = 2 % i naodwrét.

Liczba z=V2=(1,0,2,0,2,0,...) wyznacza liczby &= (1.2,2,..)=V3
oraz y =(0,0,0,...) =0 i odwrotnie.

Mozemy wige powiedzieé, Ze zbiér wszystkich ukladéw x, y dwéch
liczb rzeczywistych >> 0 oraz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, nie
ujemnych 2 sg réwnej mocy.

UwaZajmy teraz jakikolwiek punkt M, lezacy wewnatrz kata
XOY plaszczyzny lub na ktérymkolwiek zjego bokéw. Oznaczmy
przez &, y spélrzedne kartezyanskie uwaianegb punktu: beda to pewne

Y

A

M(xy)

liczhy nietjemne.,  Oznaczmy dalej przez z liczbe nieujemng, odpo-
wiadajaca ukladowi (#,y). KaZdemu punktowi M uwaZanej éwiartki
plaszezyzny odpowiada oznaczona liczba nie odjemna z, i odwrotnie,
Odpowiednios¢ pomiedzy wszystkiemi punktami éwiartki plaszezyzny
oraz wszystkiemi liczbami rzeczywistemi nieujemnemi jest wige wza-
jemna i zupelna. Stad twierdzenie: .

Polozenie kazdego punktu é¢wiartki X0Y plaszeczy-
zny moze byé wyznaczone w zupelno$ci przy pomocy
jednej liczby rzeczywistej.

Moznaby stad wyprowadzi¢ dalej wnioski, odnoszace si¢ do calej
plaszczyzny, lecz rozumowanie, ktéreby w tym celu nalezalo przepro-
wadzié, byloby czysto formalne; istota twierdzenia Cantora za-
wiera sig juz w wyniku, ktéry otrzymalidmy przed chwila,
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Przyjeta przez nas odpowiedniodé pomiedzy punktami M i licz-
bami # posiada réZne ciekawe wlasnosci; wspomnimy tu tylko, iz jezeli
spélrzedne x i y punktu M sg obie liczbami wymiernemi, to wymierna
bedzie liczha # i naodwrét .

Dodamy wreszcie, Ze rozwazania nasze moZnaby z latwoscig
uogdlnié dla przestrzeni, a nawet dla przestrzeni m-wymiarowej.

1) Wynika to stad, iz dla liczb wymiernych w=(ay,a,, a,....) Wszystkie
< », poczynajac od pewnego n, muszg by¢ zerami i odwrotnie.
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