S. ZAREMBA.

Nowa metoda uzasadnienia podstawowych wiasnosci
funkeyi Greena. ”

W odczycie tym rozwazaé bedziemy funkcye Greena klasy-
czna, o wige funkcye, ktéra w razie ebszaru trjwymiarowego, okresli¢
mozemy w sposéb nasigpujgey: oznaczmy przez (S) powierzchnig, mo-
gaca skladaé si¢ z kilku oddzielnych powlok i zamknigta, uskutecz-
niajacg podzial przestrzeni na dwa niekoniecznie spéjne obszary jeden
(D), polozony wewngtrz powierzchni, a drugi (D’), polozony po jej
zewnetrznej stronie; oznaczmy dalej przez A i B dwa na powierzchni
(S) nie polozone punkty jednego z obszaréw (D) albo (D') i uwa-
zajmy funkeye G (4, B) spélrzednych prostokatnych punktéw A i B
posiadajgcg, kiedy uwaZamy jg za funkcyg spéirzednych punktu B,
wlasnosci nastgpujace:

1° Funkeya ta sprawdza rownanie Laplace’a:

AG (4, B)=0,

w obrebie obszaru (@), w ktéry przechodzi, po wylaczeniu punktu 4,
ten z obszaréw (D) albo (D'), w ktérym poltozony jest punkt 4.

20 RéZnica:

1
G(4,B) — — ==

zmierza do oznaczonej skonczonej granicy w razie, kiedy odcinek 4B
zmierza do zera.

1) Referat, odczytany w Sekcyi matematyczno-fizycznej X-go Zjazdu le-
karzy i przyrodnikéw polskich we Lwowie w r. 1907.
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39 Suma funkeya (71 4, B) zmicrza do zera jednostajnie, jedno-
-cze$nie z odlegloscia punktu B od powicrzchni (S).

4° W razie kiedy punkt A4 poloZony jest w obszarze zewnetrz-
nym (D’), a punkt I3 oddala si¢ nieograniczenie od poczatku spolrze-
dnych, funkeya G (A4, B) zmierza jednoczesnie do zera.

Funkeya G'(A,B), ktéra okredlilismy, jest wlaénie funkeys
Greena klasyezna; funkeye te zwiemy funkcya wewnegtrzng w sto-
sunku do powierzchni (S) w przypadku, kiedy punkt A poloZony jest
w obszarze (D); jezeli za§ punkt A4 nalezy do obszaru (D’), to nadajemy
funkeyi G (4, B) miano fuukeyi Greena zewnetrznej.

PoniewaZ w definicyi poprzedzajacej role punktéw A i B nie 8g
symetryczne, przeto nadamy punktom tym nazwy odrebne: punkt A
nazwiemy biegunem, a punkt B punktem bieZacym funkeyi Green a.

Dowody wszystkich najwaZniejszych twierdzen z teoryi funkeyi
‘Greena, a wige w szczegélnosci dowéd twierdzenia opiewajacego,
Ze funkeya Greena jest symetryczng w stosunku do spélrzednych
bieguna i punktu bieZecego, opierajg sig¢ na twierdzeniu nastepujgcem:
Funkeya Gr e e na, uwaana za funkcyg sp6irzednych punkta bieza-
cego, posiada oznaczong pochodng wzdiuz normalnej do powierzchni
(S) okreflajacej obszar, do ktérego funkcya ta nalezy; wspomniana
pochodna jest funkcys ciagly spélrzednych podnéZa P odnosnej nor-
‘malnej, byleby punkt P nie by} punktem nieciggloSci dostaw kierun-
kowych normalnej.

Istniejgce dowody tego podstawowego twierdzenia oparte sg na
mozZnoéci rozwigzania zagadnienia Dirichleta metods Neumanna
i dla tego nie majg naleZytego stopnia ogélnoéci. Nie ulega wigc wagt-
pliwosci, ze wazng byloby rzeczg uzasadnié twierdzenie to, zakladajac

_jedynie istnienie fankeyi Greena. Na tem wlasnie polega cel od-
czytu niniejszego.

Metoda, ktérsg podaje, stosuje sie réwnie latwo do funkeyi
Greena zewngtrznej, jak i do funkeyi G r e e na wewnetrznej.AZeby
aulatwié sknpienie uwagi, zwré¢my sie¢ do funkeyi wewnetrzne;j.

Zichowujge wszystkie oznaczenia wprowadzone wyZej, zaléimy,
Ze pewnej czefei (o) powierzchni (S) odpowiada pewna dlugoéé R,
r6Zna od zera tak, Zeby przez dowolnie przyjety punkt P na powierz-
-chni (6) moZna bylo przeprowadzié¢ dwie kule (X) i (2’) o danym,
byleby od dlugose¢i R mie wigkszym, promieniu » w taki sposéb, aby
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kazdy, od punktu P odmienny, punkt kuli (X') potozony byl wewngtrs
obszaru (D), a kazdy od tegoz punktu P odmienny punkt kuli (X’
przypadal wewnatrz obszaru (D').

Przyjmijmy na r warto§é od potozenia punktu P na czesei (o)
powierzchni (S) niezaleZng i od zera odmienng, ale na tyle maly, Zeby
odleglosé bieguna A funkeyi G reena od najbliZzszego punktu, polo-
Zonego wewnatrz kuli (X') albo na jej powierzchni posiadala od pun-
ktu P na powierzchni (o) niezalezns, od zera odmienng dolng granice a.

Oznaczmy przez &' (4, B) funkeye Greena zewngtrzng w sto-
sunku do kuli (2'). Bedziemy tedy mieli:

(1) G(4,B)<6'(4,B),

jakiekolwiek byloby poloZenie punktu B w obszarze (D), albo na jego
ograniczeniu (S).

Opierajgc si¢ na znanym wzorze na funkcye &'(4,B) latwo
wnioskujemy z nieréwnoéci (1), Ze zachodzié bedzie nier6wnosé naste-
pujaca:

(2) G(4,C) < M.PC

gdzie oznaczyliémy przez C dowolnie przyjety punkt na powierzehni
(2), a przez M liczbe dodatnig skonczons, niezaleZna od poloZenia.
punktu P na powierzehni (o) i od polozenia punktu C na powierzchni

kuli ().

Zwaimy, Ze mamy:

3) G (4, B)—/G(A prai
(2)

zakladajge, i% punkt B poloZony jest wewnatrz kuli (') i oznaczajge-
przéz G (B, C) — funkeye Greena wewngtrzng w stosunku do kuli
(Z); przez 48(B,C) @(;ﬁ’ 0) ,
nej za funkeye spéirzednych punktu C, w stosunku do normalnej, do-
kuli (X) do wnetrza jej skierowanej i przez punkt C' jej powierzchni.
przeprowadzonej; przez ds — punktowi C' powierzchni kuli (X), od--
powiadajacy element powierzchniowy tej kuli,

d@(B C) s

funkcye pochodna funkeyi € (B, ('), uwaza-
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Przyjmijmy chwilowo punkt P za poczatek spélrzednych prosto-
Jkatuyeh x, y, # punktu B, skierowujac o8 z wzdluz normalnej do
powierzchni (S) do wnetrza obszaru (D) i uwazajmy symbol:

() Dy G(4,B),

-okreslajac symbol ten réwnodcia nastepujacg:
D G (4, B)={2 (4, B)
PB ’ 0z ) I::g .

Latwo stwierdzimy, opierajac si¢ na wzorze (3) i na nieréwnosci
(2), ze wielkodé, ktéra przedstawia symbol (4), zmierza do oznaczonej
granicy w razie, kiedy odcinek PB zmierza do zera. Zatem funkcya
G (4, B), uwazana za funkeyg punktu B, posiada oznaczong pochodng

dG (4, P)
(5) de ’

‘wzdluz normalnej do powierzchni (S) w punkcie P, i pochodna ta
réwna sig wspomnianej wyZej granicy wyrazenia (4).

Pozostaje wige tylko do uzasadnienia ciggto§é pochodnej (5).

Zwracajge si¢ ponownie do wzoru (3) i do nierdwnosei (2), oka-
Zemy bez trudnoéei, ze do kazdej liczby dodatniej &, dowolnie malej,
‘byle od zera odmiennej, moZemy zawsze dobraé takg, od zera od-
mienng i od poloZenia punktu P na powierzchni ¢ niezaleing
dlugoé 8, Zeby nier6wnosé:

——

B <4,
pociagala za sobg nieréwnesé:

d@(4,P) |
D;‘-,G(A.B)-‘—E(ﬂ:—)— <s

_jakiekolwiek byloby poloZenie punktu P na powierzcehni (6). Z drugiej
strony moZemy bez pokonywsnia powazniejszych trudnesei dowiesé,
e dostawy kierunkowe normalnej do powierzchni (o) s fuakcyami
-cigglemi spolrzedaych jej podnéia, Stad zaé latwo jui wywnios-
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kujemy, ze wyrazenie (4), przy stalej i dostatecznie malej wartosci
odcinka PB, jest funkcys ciggly spolrzednych punktu P.

Uzyskane wyniki mozemy strescié w sposéb nastgpujgey: Wyra-
enie (4) jest funkcya ciagly spélrzednych punktu P i zmierza jedno-
stajnie do wyraZenia (5) w razie, kiedy odcinek PB zmierza do
‘zera, a punkt P nie wychodzi z cze$ci (o) powierzehni (S).

Z tego zas wuosimy, Ze wyrazenie (5) jest funkcya ciagla spol-
rze¢dnych punktu P, o ile punkt ten nie wychodzi z czesci (o) po-
‘wierzchni (S).

Ostatecznie dowiedliSmy w zupelnosci twierdzenia, o ktére cho-
dzilo, zakladajac tylko istnienie funkeyi Greena i bynajmniej nie
-wchodzac w to, jaka metods okoliczno$é ta zostala uzasadniona.

Opierajac si¢ na uzyskanym wyniku i korzystajgc w stosowny
8poséb z nieréwnosei (2) i ze wzoru (3), moglibydmy latwo uzasadnié
w postaci uzupelnionej wszystkie klasyczne twierdzenia z teoryi funk-
<yi Greena.

W odczycie tym rozwazaliSmy obszary tréjwymiarowe, ale me-
toda, ktérg wylozyliSmy, oczywidcie moze takze byé zastosowana do
funkeyi Greena w przypadku obszaré6w dwawymiarowych.
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