St, GUZEL.

TDowdd elementaray pewnego twierdzenia 2 analitycanej teoryi liczb.

Celem niniejszego artykulu jest wyprowadzenie drogs elementar-
na nieréwnosci: '

(D4R F..oofoln) 61 F6@) F.....4-0(m) | _ 4
n n

V_;’

<

(1)

‘gdzie 7(n) oznacza liczbg rozkladéw liczby # na réZnice kwadratow
dwdch liczb calkowitych, zas 6 (n)—liczbg dzielnikéw liczby n.

Z nieréwno$ci tej wyprowadzamy bezposSrednio wniosek, iz przy
‘wzrastaniu liczby # lewa jej strona zmierza do zera, co p. Sier pin-
s ki wyraia w ten sposéb:

' » Wartodci érednie funkeyj z(n) i 6(n) sg sobie réwne“ .

Dla dowodu nieréwnosci (1) wyjdziemy ze wzoréw:

#3(n3—1)

nzr <Ly x
@)= tm) =23 (—1) * E—,
n>0 n>0 n
(2
n<e n<z x
Tx=20n=2E—,
>0 n>0 N

ktérych wywéd elementarny czytelnik znajdzie w zacytowanym juz ar-
tykule p, Sierpinskiego.

) W. Sierpinski. ,O0 rozktadach liczb catkowitych na réznice
rdwéch kwadratéw¢. Patrz wyzej Sprawozdanie str. 107.
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Obliczajac roznicg @ (x) — 7'(z) na mocy wzoréw (2), po latwej
redukeyi otrzymamy:
n<‘az €
(3) p@)—T@) =23 e E -,
>0 n

gdzie spélezynnik @, = —3 dla liczb n parzystych, lecz niepodzielnych
przez 4, oraz a,=1 dla wszystkich innych catkowitych n.

Suwme (3) moZemy jeszcze przepisaé w postaci:

k<§-
(4) @) — T(n) =2 s,
>0

oznaczajac przez skrécenie:

L, X oz z @
s=Pon gt fastinma
Otrzymang sume (4) przeksztalcimy jeszcze w sposéb nastepujacy:
podzielmy wszystkie skladniki tej sumy na dwie klasy, zaliczajac do

klasy pierwszej wszystkie te skladniki, dla ktérych 0 <k < l/ -Z— ,

do drugiej zas—wszystkie pozostale, t. j. te, dla ktérych V'—Z—<k<§ .
‘Wzér (4) przyjmie zatem postaé:

k<V——f—_ k<
5) p(x) = T'(x) —‘l—‘éf; sk 4 & sk
»)Z

4

Uwazajmy pierwszy skladnik sumy (5), a wiec sumg:

e
(6) > sk .

k>0

Liczba wszystkich skladnikéw tej sumy jest E (I/—Z— —|—1) , a zatem

nie wigksza od liczbyl;—w- -+ 1.
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Podstawmy w kazdym takim skladniku s, zamiast FE ——— 4k i

Em i E4k—|—4 odpowiednio same liczby 1 53 s

Suma bledéw, jakie w takim razie popelnimy, bedzie dla kazdego skta-
dnika liczbg mniejszg od 3; poniewaz za$ wszystkich skladnikéw jest

nie wigcej niz Vz—x -1, wige ogdlny blad bedzie napewno mniejszy od

Ticzby 3(1-/2—:”—[— I). JeZeli teraz to samo wuczynimy z pozostale-

mi jeszcze symbolami, to jest zamiast F 4’:1_2 podstawimy

same liczby 4%_*_2 , to z latwoscia zauwaZymy, iz blad popelniony

w kazdym skladniku bedzie réwniez mniejszy od 3, lecz znak jego
bedzie wprost przeciwny. Dochodzimy wige do wniosku, Ze i w tym

razie blad ogdlny bedzie mniejszy od liczby 3 (K;—: + 1) , lecz o znaku

przeciwnym,. Oba powyzsze bledy beda sie eczywiscie znosily, przy-
najmniej czgsciowo, tak, iz podstawiajac zamiast sumy (6) sume:

k<V—
2 (4k—|—1 4k—|—2 + 4k—|-3 + 4k—|—4)

popelnimy blad w kazdym razie mniejszy od liczby 3 (—— —'—1)

Ostatnia, sume napiszemy w postaci:

— ¢
k<V

) ) (4k+1 4k+2 + 4k—|—3 + 4k+4)
Dla dalszego przeksztalcenia sumy (7) uzyjemy tozsamoSci:
m—1 1 3 _I_ ) m—l_ 1
kz—o(4k-|—l 4k+2- 4k—|—3 ab+4 20 Cm+2kF1) @m2k1-2)

Dodatek do
Wiad. mat.t. XI. 1907, 9
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ktora latwo udowodnié¢ zakladajac,iZ jest prawdziwa przy pewnem (m>1),
i ze w takim razie prawdziwa byé musi przy m--1.

Dalej, zwazywszy, iZ suma, znajdujaca si¢ po prawej stronie na-
pisanej toZsamosci, zawiera m skladnikéw dodatnich, a wartos¢ kazdego

1 -
z nich jest mniejsza od — yrl dochodzimy do wniosku, Ze:

m—1

' 1
02 (4/:-1-1 ettt 4k+4) <om -

Zakladajac we wzorze powyzszym m—=2F (V % -+ l) , a wige

I/ T amg I/i— 4+ 1, ezyli m—1 K % , otrzymamy:
e 1
0=2 (4k+1 4k+2 + 4/c—|-3 4Ic-|—4) <gr < Nk
skad: .
K< V—;’—
0<z 2 (4k+1 e Tt 4Ic-|—4) <3

Zestawiajac otrzymany rezultat z tem, cosmy wykazali poprzednio,
t. j. ze blad, popelniony przez podstawienie sumy (7) zamiast (6) jest

mniejszy od liczby 3 (I~/2—w + 1) , wnosimy, ze wartosé bezwzgledna su-

my (6) jest mniejsza od liczby:
Va ) Va
3 (74_1 + >

I
23k|<2Vw—l—3.

k>0

czyli:

(8) ,

Uwazajmy teraz drugi skladnik sumy (5), t. j. sume:

k<

=z s
S V%

.:.|a

()
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Oczywiscie zachodzg, tu nierdwnosei:

4 x z

X X
T~ T2 T3~ Thipd T g5

skad juz bezposrednio wynika:

x x oy X x z
) Ego>fpn>lam>fop>fors:
Jeslibysmy mieli:
i X x . x x
Pgr~fam M EPonfuns=C

to wszystkie nieréwnosci (10) stalyby si¢ woéwczas rownosciami, i, jak
to latwo zauwazyé, caly odpowiedni skladnik s; musialby byé zerem.
Stad wypada, iz skladnik ten moze by¢ od zera odmienny tylko wtedy,
jezeli zachodzi nieréwnosé:

x

x
E a1 E4k-|—5 >0

Z drugiej strony mamy:

x xr 4x < x
k17 4k15 (4k+1) (4k+5) ~ 4k’

lecz dla sumy (9):

k> l/i, skad 2—70_9 <1, a zatem:
z z
O<4_k-——}-—1—ZE—|T5_ <1.

Jezeli jednak roznica pomigdzy dwiema liczbami a—b jest dodatnia
i mniejsza od jednosci, to réznica Ea—Eb moze byé tylko albo ze-
rem, albo jednoscia,
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Zatem réznica :

x x
B a1 E4I¢;—|—5 '

skoro ma by¢ wigksza od zera, musi si¢ réwnaé jednosei:

x x
Fgm tfas=

Oznaczmy £ -—— = a, wtedy F-—

4Ic—|-5 v -|-1 = o+l
Dla pozostalych wyrazéw skladnika s; na mocy nieréwnosei (10)
mogg 2achodzié¢ tylko cztery rézne kombinacye, jak to wskazuje naste-

pujaca tabliczka:

x x z z z
Eor| Pom| Pors| P o E o
1) |la+1 |ad1|a+1 |a+1 a
2){a+1 |a+1|a+41 a a
3)|la+1 |a+1 a a a
4) |a+1 a a a a

‘W pierwszym przypadku odpowiedni skladnik s, =0, w dru-
gim: 8 ——1, w trzecim: 8, —— 2 i w czwartym: sy =—-}-1; zatem
jego wartosé bezwzgledna nigdy nie przenosi liczby 2,

Przypudémy, iz w sumie (9) znajduje si¢ p skladnikéw odmien-
nych od zera. Poniewaz wartodé bezwzgledna kazdego z nich nie prze-
nosi liczby 2, wige wartosé bezwzgledna calej sumy nie moze byé wigk-
sza od liczby 2p.

Oznaczmy pierwsze wyrazy wszystkich skladnikéw s, odmien-
nych od zera, wzigte w ich kolejnym porzadku odpowiednio przez:

X X X X
Egmfoafor o fogm
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Oczywiscie przy tych zalozeniach zachodzi¢é musza nastepujace
nieréwnosci: :

ky<ky, a wige ky> k41
ky <y, » ky > kyt1
AL e e

kprl by, o Ryl

Dalej mie¢ bedziemy p réwnosdci (na mocy zaloZenia, Ze uwazane skla-
dniki s; 83 odmienne od zera):

X &
Eopm P

x &
EMﬁd_EMﬁé_l’
E-Z z 1.

1 Y ys =

Dodajmy do siebie odpowiedniemi stronami wszystkie napisane
réwnodci, przedstawiajac ich sumg w formie nastepujacej:

x b A x . z . z B
E4T1+_1 - (E4(kl—|-l)—|—1 - E4Icz—|—l) (E4(/¢2+1)+1 4k3+1).‘
X € z .
""" _( E4(kp_1+1)—|—1 - E4Icp—|—1) —Em_lg =Pp.

Na mocy nieréwnosci (11) oraz (10) wnosimy, iz Zadna z réznic,
stojacych w nawiasach po lewej stronie otrzymanej réwnosci, ujemna

byé nie moze, za$ ostatni wyraz K 4%4?5 jest na pewno dodatni,

Stad juz bezposrednio wypada, Ze:

X
Em_ﬁ> p.
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Lecz k, bedac jedny z wartosci & w sumie (9), musi spelniaé warunek

k> V—;— , zatem:

‘
8 |

xr ., x
E 1 <1, <3

Zestawiajac ostatnie dwie nieréwnosci, zauwaZymy z latwoScia, i%:
e
)

‘WykazaliSmy jednak poprzednio, Ze warto$¢ bezwzgledna sumy (9)
nie moZe byé wigksza od 2p, a zatem:

<z
2 Sk

Na
4

(12) < V.

Poréwnywajac ze sobg wzory (5), (8) i (12), dochodzimy ostatecznie
do wniosku, Ze:

|@(x)— T(x)| <3Vx 3.

Poniewaz dla & > 9, Vx jest wigkszy od 3, w1qc mozemy
ostatnia nieréwnosé przeplsaé jeszcze w postaci:

|p@) — T(x)| < 4Vx, dla z>9;

Ze wzor ten jest prawdziwy i dla x <9, moZna sprawdzi¢ bezpoére&nio.
Zakladajac w powyZszej nieréwnosdci na x wartosé calkowita n
i dzielgc obie jej strony przez m, otrzymamy z Iatwoécia, nieréwno$é:

20 _ T | 4
n V

ktéra zamierzaliSmy wladnie wyprowadzié.

Azeby uwidocznié zachowanie sig funkeyj @ (n) i T'(n), poda-
jemy ponizej tablice wartodci tych funkeyj dla liczb nie przewyZszaja-
cych 10000, w odstgpach co 10, co 100 i co 1000.
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Tablica wartosci funkeyj o(n) i T'(n).

.10000 93672 93668

n ? (n) Tn) |em)—T(n)
10 26 27 -1
20 64 66 -2
30 106 111 -5
40 160 158 + 2
50 206 207 --1
60 258 261 —3
70 308 312 — 4
80 368 368 0
90 418 425 - 17
100 484 482 + 2
200 1096 1098 —2
300 1766 1767 —1
400 2472 2468 + 4
500 3188 3190 -2
600 3940 3944 — 4
700 4700 4700 0
800 5484 5482 + 2
900 6280 6276 + 4
1000 7062 7069 -7
2000 15520 15518 + 2
3000 24492 24496 — 4
4000 33814 33805 +9
5000 43372 43376 — 4
6000 53154 53141 +13
7000 63070 63071 —1
8000 73150 73149 41
9000 83364 83358 + 6
+ 4
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