W. SIERPINSKI.

0 rozkiadach liczh catkowitych na réinice dwdch
kwadratow. '

I

§ 1. Uwazajmy jakakolwiek liczbg calkowita n (do liczb calko-
witych zaliczaé bedziemu tu, jak tez wszedzie dalej, nie tylko dodatnie
ale i ujemne i réwne zeru); postarajmy si¢ wyznaczyé wszystkie roz-
klady tej liczby na réznicg kwadratéw dwéch liczb catkowitych, t. j.
wszystkie uklady (u.») liezb calkowitych u i v, spelniajacych rownanie:

1 n=u?—ri

Zalézmy najprzéd, ze liczba n jest zerem. Réwnanie (1) przyjmie
woéwezas postaé:
w—vt=0,

i posiadaé¢ hedzie nieskonczenie wiele rozwiazan w liczbach calkowi-
tych: na to, aby liczby calkowite u i » spelnialy napisane przed chwilg
réwnanie, potrzeba i wystarcza, izby liczby te albo byly sobie réwne,
albo tez roznily sig tylko co do znaku.

) Niniejszy ustep z teoryi liczb opracowany jest w ten sposéb, iz dla
zrozumienia jego wystarcza znajomos$é Matematyki elementarnej; jedynie osta-
tnie trzy paragrafy wymagaja pewnych wiadomosci ogdlnych z Rachunkéw wyz-
szych i specyalnych—z analitycznej teoryi liczb; wrazie jednak opuszczenia tych
koficowych paragraféw, czytelnik tez otrzyma pewng catos¢.
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Przypadek n—0 moiemy wiec uwazaé za zbadany i jako taki wy-
laczyé z dalszych naszych rozwazan.

Uwazajmy wieec jakakolwiek liczbe calkowita », odmienna od
zera. Nie uszczuplajac bynajmniej ogélnosci naszych rozwazan mozemy
zalozyé, Ze m jest liczbg dodatnia, kazdemu bowiem rozkladowi (u, v)
liczby —-}% na réiznice dwéch kwadratéw, odpowiada okreslony w zu-
pelnosci rozklad (v, u) liczby — » i odwrotnie; znajac wige wszystkie
rozklady liczby dodatniej 47, znamy przez to i wszystkie rozklady
liczby ujemnej —n.

§ 2. Nazywaé bedziemy dalej dzielnikiem liczby dodatniej #»
kazdg liczbe dodatnia d, przez ktorg m sig dzieli bez reszty, wobec
przyjetego okreSlenia, do dzielnikéw liczby n zaliczamy zaréwno 1 jak
tez i samg liczbg m. Liczbe 6=—g— nazywaé bedziemy dla d dziel-
nikiem dopelniajacym,

Uwazajmy jakakolwiek liczbe calkowits, dodatnig # i przypusémy,
ze liczby calkowite u i » spelniaja réwnanie (1). Réwnanie to mozemy
przepisaé w postaci:

(2) n= (,u—v) (,u—|—v) ’

skad widaé, Ze jedna z liczb y—v i v—u (mianowicie ta z nich, ktéra
jest dodatnia, a jedna nia bedzie, gdyz n==0) musi byé dzielnikiem
liczby n. Mamy wige: ‘

(3) p—rv==d, .

gdzie dzielnik d liczby », a rowniez znak, jaki przed nim postawié na-
lezy, sg przez liczby u i » okreSlone w zupelnosci. MozZemy wigc po-
wiedzie¢, 2e kazidy rozklad liczby mnardznicgedwéch
kwadratdw nalezy do pewnego jej dzielnika.

Np. rozklad (7, 5) liczby 24 naleiy do dzielnika 2: rozklad
(—5, 8) liczby 16 nalezy do dzielnika 8; rozklad (—6, 0) liczby 36 —
do dzieluika 6 i t. p.

§ 3. Zapytamy teraz, czy do kazdego dzielnika liczby n naleza,
rozklady i ile mianowicie. '

Przypusémy, Ze (u, ) oznacza jakikolwiek rozklad liczby (calko-
witej dodatniej) » na réznice dwoch kwadratéw, nalezacy do jej dziel-
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nika d. Liczby calkowité u i » musza zatem spelnia¢ réwnania (2)
i(3), z ktérych oznaczajac -%— = 0, znajdziemy z latwoscia; ’

é d—d
_‘L_ ) ’V="__|— 2 L}

(4) p=t

przyczem znaki trzeba bedzie w obu wzorach wzig¢ albo jednoczesnie
gérne, albo tez jednoczesnie dolne.

Liczby u i v sa calkowite, wnosimy wiec na mocy wzoréw (4), ze
liczby d+d oraz §—d musza byé obie parzyste, Beduzie to wtedy
i wtedy tylko, jezeli dzielniki d i beda oba parzyste,albo tez oba nie-
parzyste,

Dwa wiegc tylko rozklady:

(B2, 25t £

i to tylko w razie jednoczesnej parzystosci lub nieparzystoéci liczb d i &
moga nalezeé¢ do dzielnika d. Ze w razie zachowania tego warunku oba
wypisane uklady (u, ») istotnie bedg rozkladami liczby » na réznice
kwadratéw dwéch liczb calkowitych, nalezacemi do dzielnika d, prze-
konamy sig z latwoscia, zwazywszy, iz beds to uklady liczb calkowi-
tych, spelniajacych rownania (1) i (3).

A wige: jezeli liczby di 8 = % sa obie parzyste, lub obie nie-
parzyste, do dzielnika d naleza dokladnie dwa rozklady liczby » na
réznicg kwadratéw dwdch liczb calkowitych; jezeli jedna z liczb d i &
jest parzysta, druga nieparzysta — niema rozkladéw, nalezgcych do
dzielnika d. » ‘

Przyklad Zalézmy n=—100. Dzielnikami tej liczby sa:

1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100;
jedynie do dzielnikéw 2, 10 i 50 nalezg rozklady, a mianowicie:
do dzielnika d= 2 (6 = 50) rozklady (26, - 25) i (—26, — 24),

d=10 (6=10) ,  (+10,+40) i(—10,—0),
d=50 3=2) , (426 424)i(—26, —24)

» ”

” »



—_ 92 —

Poniewaz kazdy rozklad musi nalezeé do pewnego dzielnika
«§ 2), wiec wnosimy, Ze, oprécz wypisanych wyZej, niema innych roz-
kladéw liczby 100 na réznice kwadratéw dwéch liczb calkowitych,

§ 4. Zaldzmy, Ze m jest liczba nieparzysta, Wszystkie dziel-
niki liczby » sa wtedy nieparzyste; liczby d i § spelniaja, wiec zawsze
wiadomy warunek: do kaidego przeto dzielnika liczby nieparzystej
naleza dokladnie dwa rozklady, skad:

Twierdzenie. Liczba rozkladéw kazdej liczby nieparzystej
na rozuicg kwadratéw dwéch liczb catkowitych réwna jest podwdjnej
liczbie dzielmkéw rozkladanej liczby.

Oznaczmy symbolem v(n) liczbe wszystkich réznych rozkladdéw
liczby % na réznicg kwadratéw dwoch liczb calkowitych, symbolem
8 (n) — liczhe dzielnikéw liczby #; na mocy dowiedzionego twierdzenia,
przy wszelkiem nieparzystem % mamy wzdr.

«(5) 1(n) = 26(n).

Jako szezegdlny przypadek naszego twierdzenia, otrzymujemy:

Kazda liczba pierwsza nieparzysta posiada dokladnie 4 rozklady
-na réznicg dwéch kwadratow,

Twierdzenie to moze by¢ odwrécone: kazda liczba nieparzysta,
posiadajaca dokladnie 4 rozklady na réZnice dwoch kwadratéw, jest
liczba pierwsza,

W samej rzeczy, réwnanie:
(n) =2.2,
wobee wzoru (5) dla liczb nieparzystych, daje:
6(n) = 2,

skad wniosek, iz # jest liczba pierwsza.

§ 5. PrzypuSémy teraz, Ze m oznacza liczbg parzysta. Ponie-
waz dd=mn, wigc dzielniki d i § nie moga by¢ oba jednoczesnie nie-
parzyste. Jezeli wiec 7(n) == 0, to musza istnie¢ dzielniki d, dla kto-
rych liczby d i J sa obie parzyste, co znéw moze mie¢ miejsce tylko
w razie podzielno$ci liczby n przez cztery. Stad twierdzenie:
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Dla liczb n parzystych, Jecz niepodzielnych przez cztery (t. j. dla.
podwojonych liczb nieparzystych).
(6) r(n) = 0.

Zalézmy wige teraz, ze liczba % jest podzielna przez cztery, a wige roz-
klada sie na czynniki pierwsze:

no=20p Py . ... Px%,

gdzie a oznacza liczbe calkowity, wigksza od jednosei, zas a,(3,=1,2,...,k)-
sg liczby calkowite dodatnie,
Kazdy dzielnik liczby # ma postaé:

d=2plph..... pik,

gdzie liczby 4, 4;,.... 4 moga przyjmowaé wartosci calkowite, zawart.
odpowiednio w granicach:

0LAKa, 0L Ly, 0K Kagy et e 0Lk L ase
Aby dzielniki d i 6 byly oba parzyste, trzeba i wystarcza, izZby bylo:
1<Lia—1,
skad wnosimy, Ze dzielnikéw d, spelniajacych ten warunek, bedzie:

(@—1) (a,+1) (ay+1). . ... (ar7+1).
Bedzie wiec:

(7) t(n) = 2(a—1) (a,+1) (ay+1) .. . .. (ax+1).

Oznaczmy przez 6/(n) liczbg wszystkich nieparzystych dzielnikéw liczby
n, przez 6"(n)—liczbe wszystkich jej dzielnikéw parzystych. Bedziemy-
oczywiscie mieli:

< Em) = (D) @) (at),
6"(n) = a(a;+1)(ag+1)..... (axr+1),
2[6"(n)—b6(n)] = z(n).

oraz:

skad:

Poniewaz a>> 1, wiec 0"(n) > 0'(n)¢ mozemy przeto napisaé:
8) (n) = 2]0"(n)—06'(n)|,

oznaczajac przez [x| warto$¢ bezwzgledny liczby x.
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§ 6. Wazér (8) wyprowadzilidmy, zakladajac, Ze liczba m jest
podzielna przez cztery; z latwosécia jednak mozna okazaé, Ze jest on
prawdziwy ogdlnie.

Gdyby bowiem liczba n byla parzysta, lecz niepodzielna przez
cztery, zachodzilby wzor (6); lecz wtedy znalezlibysmy z latwosScia
0'(n)=0"(n), kazdemu bowiem dzielnikowi nieparzystemu liczby =
odpowiadalby dwa razy wigkszy dzielnik parzysty tej liczby, i odwro-
tnie: kazdemu parzystemu dzielnikowi— dwa razy mniejszy nieparzysty.

‘W razie nieparzystego n wszystkie dzielniki tej liczby bylyby
nieparzyste: mielibySmy wige 6"(n)=0 i 0'(n) =9(n), przyczem
6(n) > 0; wzdr (7) zamienilby si¢ na wzér (5).

UdowodniliSmy wige, iz liczba rozkladéw kazde)
liczby calkowitej dodatniejw naréznice dwéch
kwadratéw réwna sig podwojonej réznicy bez-
wzglednej pomigedzy liczbg wszystkich parzy-
stych aliczbg wszystkich nieparzystych dziel-
nikéwliczby n.

Zauwatymy wreszcie, Ze aby wzér (7) byl prawdziwy calkiem
ogoélnie (t. j. nietylko dla @ > 1, ale i dla a==1 oraz a = 0), nalezy
go tylko przepisa¢ w postaci:

(7a) (n) =2.|la—1].(a,+1) (ay+1)..... (axr+1).
Wzor ten pozwala obliczaé z latwoscia wartos¢ funkeyi z(m), skoro
mamy rozklad liczby % na czynniki pierwsze. Np. dla liczby

25920 — 26, 34. 5,
znajdujemy:
i(n)=2.5.5.2 =100

moznaby okazaé, Ze liczba 25920 jest najmniejsza liczba, dajacg do-
kladnie sto rozkladéw na réznice dwéch kwadratéw; istniejg jednak
liczby mniejsze od niej, posiadajace wigcej niZ sto rozkladéw: np. liczba

20160 = 26.32.5.7
daje 2.5.8.2.2 =120 rozkladdw.
Ze wzoru (7a) wynika jeszeze, iz 7(n)=0 tylko przy a=1: liczby
parzyste, niepodzielne przez cztery, sa wige jedynemi liczbami, nie roz-
kladajacemi sig¢ na réznice dwéch kwadratéw.
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§ 7. Zaléimy, ze liczba n nie jest kwadratem zupelnym; wow-
<zas kaidy jej dzielnik bedzie sie réznil od swego dopelniajacego;
wszystkie dzielniki liczby n mozemy podzielié na pary, zaliczajac do
kazdej wzajemnie dopelniajace sig dzielniki d i d.

) Jezeli do dzielnika d nalezg rozklady liczby m, to naleze¢ beda
réwniez do dzielnika & i odwrotnie; wszystkie rozklady liczby » po-
-dzieli¢ wigc moZemy na czworki:

(6+d é—d) ( 6+d,d—6) (d—|—6’d 3) ( d—l-a d—d d

7

jak widzimy, rozklady (u, »), nalezace do jednej z tej samej czworki,
roznig sig tylko co do znakéw liczb u i .

Poniewai dd=n i d==0, wiec jedna z liczb d i 8, np. d musi byé
muiejsza od Vn. Woéwezas bedzie d>Vn i pierwszy rozklad napisa-
nej wyzej caworki bedzie dodatni. Aby otrzymaé wszystkie rozklady
liczby n, wystarczy oczywiscie wyznaczy¢ po jednym z kazdej czwérki,
np. wyznaczyé z kazdej rozklad dodatni. Otrzymujemy stad nastgpu-
jace prawidlo praktyczne dla wyznaczania wszystkich rozkladéw liczby
-, nie bedgcej kwadratem zupelnym:

Nalezy wypisaé wszystkie, mnjejsze od ¥z dzielniki d liczby m,
-do ktérych naleza rozklady (a wiec dzielniki jednoczes$nie parzyste lub
nioparzyste ze swemi dopelniajacemi), i dla kazdego z nich wyznaczy¢
rozklad dodatni (u, v), kladae:

_ 04d 0—d
R

z kazdego otrzymanego w ten sposob rozkladu nalezy utworzyé cztery
. rozklady: :

(p, 7}, (—p.—»), (g, —v) y (—m, ),

rézniace sig tylko co do znakéw.

Przyklad. Zalézmy n=1000. Dzielnikami d -< /1000,
do ktéryeh nalezg rozklady, beda: 2, 4, 10 i 20; odpowiedniemi roz-
kladami dodatniemi beda:

(251, 249), (127,123), (b5, 45) i (35,15);
wszystkich rozkladéw bedzie zatem 16, co wynika réwniez ze wzoru (7).

Uwaga, Jako wniosek uboczny z naszych rozwazan otrzymu-
jemy, iz liczba t(n) jest zawsze podzielna przez 4, jezeli n jest nie kwa-
dratem zupelnym.
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Jezeli n jest kwadratom zupelnym, to oprécz wyznaczonych w spo-
s0b opisany wyzej rozkladéw dodatnich, z ktérych kazdy tworzy
czworke, bedziemy mieli jeszeze dwa rozklady:

(Vn, 0) i (—Vu, 0),
z ktérych oczywiscie wystarczy podaé tylko pierwszy. Liczba (%) be-
dzie w tym razie parzysta, lecz niepodzielna przez cztery.

Nizej podajemy tablicg wszystkich rozkladéw nie ujemnych dla
liczb mniejszych od sta, a nastgpnie tablice wartodci funkeyi 7 (n)
dla n» << 100.

TABLICA ROZKLADOW
liczb calkowitych <100 na réznicg kwadratéw dwéch
' liezb catkowitych > 0.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,0 21 | 20 | 32 43 | 31 | 54
3,0
1 65 | 42 | 16 87! 53| 98 10,9
41 | 40
o | 64 |1L10 1211 7,5 | 13,12 14,13| 86 | 1514
5.2 51 | 50 6,3
3 16,15 9,7 | 17,16 18,17| 10,8 | 19,18 20,19
6,2 6,1 | 60 \0
119 | 21,20 2221 12,10 | 23,22 24,23 | 13,11 | 25,24
4 | 73 9,6 84 | 7,0
7,2 7,1
5 26,25 | 14,12 | 27,26 28,27 | 15,13 | 29,28 30,29
10,7 83 | 95 118
16.14 | 31,30 3231 17,15 | 33,32 34,33 | 18,16 | 35,34
6 | 82 12,910, 6| 9, 4 13,10
81| 80 o
36,35 | 19,17 | 37,36 38,27 20,18 39,28 40,39
7 11, 7 14,11 9, 2
N | 9,3 10, 5 :
21,19 | 41.40 4241 22,20| 4342| 4k 43[723,21 | 45,44
8 |12, 8| 1512 10, 4] 11, 6 16,13 13, 9
9,1 9,0
4645 | 24,22 47,46 4847 2523 4948 50,49
9 10, 3 17,14 12, 7] 14,10 18,15
. v 11, 5 10, 1
10, 2
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Tablica warto$Scifunkeyi z(n) dla 2% <<100.

~

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9|l of 8] 4| 8| o 8|18 4] 0|12

Jak widaé z tej tablicy, z liczb pierwszej setki najwigksza
liczbg rozkladéw daje liczba 96, dla ktérej 7(96) = 16; dla innych
liczb, mniejszych od stu mamy stale 7(#z) < 12; niema za$ w pierwszej
setce liczby, ktéraby dawala dokladnie 14 rozkladéw: najmniejszg taka
liczbg jest dopiero m=—256.

Dodatek do
Wiad mat.t. XI. 1907. 8
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II.

‘§ 8. Zajmijmy si¢ obliczaniem sumy:

n<a
| @ (@)= 2 ©(n), (x>0)
n>0
czyli gumy: ‘
#(1) 4 ©(2) 4 (8) 4.+ v(En),
gdzie oznaczamy symbelem Ex najwigkszg liczbe calkowita, nie prze-

wyiszajaca liczby z. _
PoniewaZ 7(n) uwaZa¢ mozna jako liczbg rozwigzan réwnania:

n=u?—»?

w liczbach calkowitych u, », wige sume @ () uwazaé moZemy jako
liczbe catkowitych rozwiazan nieréwnodci:

Q) 0L 2 —n L .

Jezeli liczby calkowite u i v spelniaja napisane przed chwila nieréwno-

#ci, to musi byé:
> 2

[1]> [v],

a Ze obie liczby |u] i |»] sa calkowite, wigc ostatnia nieréwnosé réw-
nowaZna jest nieréwnosei:

skad:

(6l > v+ 1,

skad, podnoszac obie strony do kwadratu:
w4 2 v |41,
2|+ 1L p? —2

czyli:

a Ze na mocy nieréwnosei (1) u?—»2x, wige:

2|+ 1<,
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skad:

2) [v| < 062;1 }

A wige: jezeli uklad liczb calkowitych (u,») spelnia nieréwnosei (1),
to liczba v musi spelniaé nierdwnosé (2).

Wazystkie uklady calkowite (u,»), spelniajace nieréwnosci (1)
moZemy podzieli¢ na klasy, zaliczajac do klasy K, wszystkie uklady
{u,v), dla ktérych » ma jedng i t¢ same warto§é n. Wskaznik n oczy-
‘wiseie moze otrzymywaé tylko wartosci calkowite, spelniajace nieréwnosé

x -1

|"|<—2

Oznaczmy przez k, liczbg ukladéw klasy K,: oczywiscie bedzie-
my mieli:

{3) (@) =2 k.
Obliczmy k,: bedzie to liczba réznych wartosci calkowitych, jakie moze
przyjmowaé u, izby zachodzily nieréwnosei:

o<ul—nLx,

In| <|ul < Votn®

czyli:

Biorac pod uwage okreslenie symbolu Ez, znajdziemy z latwoscia,
Ze |u| przyja¢ moze dokladnie:

EVz4-n? — [n)

‘véznych wartodci, a poniewaZ pomiedzy niemi niema wartoSci zero
(gdy2 |u] = |n| > 0), wige kazdej wartosei na |u| odpowiada¢ beda
dwie réine wartosci na u(-|pu]i —[ul). Wnosimy stad, iz:

) len = 2 (EVatn® —[n]).
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Ze wzoru tego wnosimy, iz k_,=~,, a wigc sume¢ (3) mozemy przed-
stawi¢ w postaci:
—1
<

o (x) = lky+ 22k,
n>0

lub, na mocy wzoru (4):
e e

@ (z) = 2EVx+42EVﬂ——n7—- 42 |n|;
2>0 >0

n jest liczba dodatnia, mozemy zatem w ostatniej sumie opusci¢ symbol
wartosci bezwzglednej. Na mocy znanych wzoréw na postep arytme-
tyczny, znajdziemy z latwoscia:

n< a:_—_}
Zn—‘E——-Ex+1
tak, iz ostatecznie: "
. a:—l
6) @@= 2E'V.I,—2E——- E—- m"‘l —|—4>20‘EV_—i—n‘

§ 9. Na podstawie zaleznodci pomigdzy funkcyami’z(n) i 6(n)
wyprowadzimy jeszcze inny wzér na sume @ (x).

‘W tym celu, grupujac osobno skladniki z(n), dla*ktérych n jest
nieparzyste, osobno te, dla ktérych % jest liczbg parzysta, lecz niepo-
dzielng przez cztery, i wreszcie osobno te, dla ktérych n jest wielokrot-
noécia czterech, przedstawimy przedewszystkiem sume @ () w postaci:

k<¢__.1 A<¢_—l ](<_

(6) p(x) = 2t(2k+1) + 2 t(4k—|— 2)+ 2 ri4k).
Na mocy wzoru (5) z rozdzialu poprzedzajacego, dla liczb nieparzystych
mamy stale:

7(2k+1) = 26(2k4-1),

z—1 z—1

k<-—— k< T P

2 T(2h41) =2 2 0(2k--1).

wige:
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Dla liczb parzystyoh, niepodzielnych przez 4, mamy wzdr:
7(4k42) =0,
(zob. rozdz. I, wzdér (6)), przeto:

PP

3 1 (4k4-2) = 0.
k>0

-

Dla liczb podzielnych przez 4, a wige liczb:

gdzie a> 2, mamy wzor:

v (4F) = 2 (a—1) (ay+1) (g 1) . - . - . (an+1);
jezeli teraz zwazymy, e liczba:
] =202 paps .. ... Pn’m
posiada
0(k) = (a—1) (a;4-1) (as-1) - . - - - (aut1)

-dzielnikéw, to z latwoscia znajdziemy :

7(4k) = 26(%) ,
skad:
k<4 k<
2 7 (4k) = 2 6 (k).
k>0

‘W ten sposéb wzdr (6) daje:

t<‘f:'—1 k<§-

@ (z) =2 ,ﬁ 0 @k+1) -2 = 6(h)

Pierwsza z sum, stojacych po prawej stronie napisanego wzoru, mozemy
jeszcze wyrazié inaczej, opierajac sie na toZsamosci:

k<£:-1 k<

2 b6(n) = “ 6 (2k4-1) —|— x 6 (2%) 5
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w ten sposéb znajdziemy:

*< —2- <2 T
(M) P@) =2 2 0 (k) — 2 zerzk)+2z 0 (k).

Pierwszg i trzecia z sum po prawej stronie potrafimy obliczyé, jezels
bedziemy umieli obliczy¢ sume:

ke

Te) =23 0(k) +  dlaz>0.

k>0
Poniewaz 6 (k) uwazaé mozna jako liczbg rozwigzan w liczbach calko-
witych, dodatnich m, % réwnania:

mn=1Fk,

wieec sume 7'(2) uwaza¢ mozemy jado liczbe calkomtych dodatnich
rozwigzan (m, n) nieréwnosci:
mn, < 2.

Przy kazdem danem 7 (calkowitem, dodatniem, nie wigkszem od z),
m moZe przyjmowaé wartosci calkowite :

z
0<m<7’

ktorych jest dokladnie F —% , przeto:

ne 2
T (Z) =3 F—.
>0 M
Obliczmy teraz sume::
K< 5
= 0(2k),
>0 .

ktéra uwaZaé mozemy jako liczbe wszystkich takich calkowitych, dodat-
nich rozwigzan (m, n) nieréwnosci:

mn < Z,

dla ktorych iloczyn mn jest liczba parzysts,.
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Jezeli n jest liczby parzysta: m —2I, to m moZe przyjmowaé
wszystkie wartosci calkowite: .

0<m< 57,

ktérych jest dokladnie E — , w razie za$ nieparzystego n—2I-}1,

2l
m musi przy]mowaé wartosci parzyste m — 2¢, spelniajacc nieréw-
nosei :

o<t 3] + T ;

wartosei takich jest dokladnie £ ———— 2 (2l -

< -;’—
Zestawiajac otrzymane wyniki, znajdujemy na sume X0 (2%k) wartosé:

k>0
: < z <52
E—Yit—
,>0 2l +;‘>§; 2 (2l-|—1)
ktérg na mocy tozsamosci :
n< — < t% I <—
ZE = 2 E—rii—+ 2 EZ

>0 28 >0 2(2l—|-1) >0 4l

mozemy jeszcze przepisa¢ w postaci:

K%e% 2% Z KziE
k% @) = is0 2 n

lub
kze(2k)_21‘(-—) 7($)-

k>0

‘W ten sposéb wzér (7) daje:

(8) p(@)=2T@) —4T (%) —|.—4T(%) ,
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o jeszcze zauwaZywszy, iz:-
T@)=ESL +Eo+Eg+.
T(%-):E%-;-E%q-ﬁ;% 4,
T(%) =EL+E¢+ED+. ...

ilaczac w wyrazeniu 27(x) — 4T(%) -+ 4T(%) wyrazy podobne,

moZemy napisaé w postaci:

x x x z z
¢(w)_2[ET—E7+E—‘1—+E—5——E—Q;—+ ..... ]
lub, w formie zwigzlej:
n3(n2—1)
Q) (x)_22.( 1y ¢« B,

Pordwnywajac ze sobg wzory (5) i (9), otrzymujemy ciekawa tozsa-
mosé: -

z—l
ndn3—1)

EVz—EZE ’”"‘1+2 ZEVx+n2—z(—1, T EBZ.

§ 10. Wzory (5)i(9) nie s3 dogodne do obliczania funkeyi
@(x) przy nieco wigkszych warto$ciach na x, gdyz sumy, wchodzace
po prawych stronach tych wzoréw, zawierajy wtedy wielks liczbe skla-

dnikéw: odpowiednio eZ

oraz FEx.Np dla £=1000 suma we wzorze

(5)zawiera 499, za suma we wzorze (9) az 1000 skladnikéw. Ze wzoru
(8) mozZna jednak otrzymaé dogodniejszy wzér na obliczanie funkeyi
@(&), uzywajac tozsamosciowego przeksztalcenia 7T'(z), podanego przez
Lejeune-Dirichleta.
Aby otrzymaé to przeksztalcenie, podzielimy wszystkie calko-
ozwigzania (m, n) nieréwnoscei :

mn < 2
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na dwie klasy, zaliczajac do pierwszej rozwiazania, dla ktérych "n\ZVz,
za$ do drugiej wszystkie pozostale rozwiazania, a wige te, dla ktérych
n>Vz Policzmy, ile jest rozwigzan w kazdej klasie,

Przyjmujac na n jakakolwiek wartosé calkowita, dodatnia, nie
wigksza od ¥z, bedziemy otrzymywali rozwigzania pierwszej klasy, je-

Zeli liczba calkowita, dodatnia m bedzie < in-; przy kzdem takiem %

bedzie zatem dokladnie E—s rozwiazan, a wiec ogdlna liczba rozwia-
zan pierwszej klasy wynosi:
Ve,

>0 N

Policzmy teraz, ile jest rozwiazan klasy drugiej, czyli ile jest catkowi-
witych dodatnich rozwigzan (m, n) nieréwnosci :

mm Lz, n>Vz,
lub

— z
Vz<n<7n—,

Przyjmijmy oznaczong dodatnia, calkowita warto$¢ na m. Napisane osta-
tnio nieréwnosci wskazuja, ze gdyby bylo —;% < Vz, czyli m > Ve,
(m, n) nie mogloby przy zadnem # by¢ rozwigzaniem uwazanej klasy,
Musi wiec byé m<Ve. Ale w takim razie przy danem m, n bedzie
moglo przyjmowaé dokladnie E % — EVe réznych wartosci, dajac

rozwiazania (m, n) uwazanej klasy, tak, iz ogélna liczba rozwiazan tej
klasy wyniesie:

mgv_z_ z -
S(E=—EVz),
m>0 m

m<Vz
S E

2 _(EVz ),
m>0 m
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W ten sposéb znajdujemy, iz
(10) T(s) = 5 2 E’ 2 (EVa)2,

co przedstawia wzor, ktérySmy chcieli wyprowadzié,
Na mocy tozsamosci (8) .z latwoscia juz otrzymamy, biorac pod
uwage ostatni wzér na T'(2) i laczac wyrazy podobne:

wo)=—2 @2y + 4 (B 2]~ o (2]

sz—z V;
»<Va ww—1) 0 *S
+43 (-1 T B — 82E —I—SZE
#>0 Va—s 4”’"‘2 . >V
8

4

(1)

Liczba skladnikéw we wszystkich trzech sumach razem jest zaw-
sze mniejsza od -Z— Va 4~ 2; wzdr (10) jest zatem przy wyiszych war-

tosciach na z dogodniejszy do obliczania, niz wzory (5) i (9). Np.dla
x=1000 sumy te zawierajg odpowiednio 31, 3 i 4 skladniki, tak iz
w calym wzorze trzeba wtedy obliczy¢ tylko 41 wartosci symbolu E,
gdy tymczasem we wzorach (5) i (9) trzebaby przy x=—1000 wyzna-
czyé odpowiednio 502 i 1000 wartosci tego symbolu.

Dla =100 nalezy we wzorze (10) wyznaczy¢ tylko 16 war-
tosci F; znajdziemy:

@ (1000) = 484.

Dla x = 1000 obliczylidmy:
@ (1000) = 7062,

a wiec w pierwszym tysigcu przypada na kazda liczbe $rednio po 7
rozkladéw na réznice dwdch kwadratéw,

§ 11. Ze wzoréw (8) mozna z latwoscig otrzymaé ciekawe wy-
razenie na wartos¢é przyblizong funkeyi @ (), uizywajac w tym celun
wzoru na przyblizona warto$¢ fankcyi T (z), znalezionego przez
Dirichleta,
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Wazér ten opiewa, iz dla wielkich wartosci # mozna przyjac:
T(z) =2¢(logz+}2C—1),

gdzie symbol log oznacza logarytm Nepera, za$ litery C oznaczamy

liczbg
C = 0,5772156649 . . ...,

tak zwang stala Euler a; blad napisanej wyzej rownosci przyblizonej
jest stale mniejszym od pewnej wielokrotnodci liczby ¥z .

Podstawiajac tg warto$¢ przyblizong na 7'(2) do wzoru (8),
otrzymamy z latwoscia réwnosé przybliZona:

p(x) = x(logﬁc-{—20—'— 1),

skad jeszcze wnosimy o przyblizonej réwnosci pomigdzy sumami @ (x)
T(x), $cislej, o nieréwnosci:

¢ () — T(x)| < AVz,

gdzie A oznacza pewng liczbe stala, Mozna stad wywnioskowaé, ze
réznica $rednich arytmetyeznych:

W) 4(@)+.....Fm) 6+ 62)A..... -+ 6 (m)
m m !

czyli $rednich wartosei funkeyj z(n) i 6(n) dla liczb od 1 do m, zmie-

rza przy wzrastaniu m do zera, Wyslawiamy to, méwiac, Ze $re-

dnie warto$ci funkcyj v(n)if(n) sagsobierdéwne,
Np. przy & = 100 dla funkeyj:

px), T(@) i x(logw+20—2),

znajdujemy odpowiednio wartodci:

484, 482, 476;

przy x ==1000 warto$ci:

7062, 7069, 7T062.2:
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$rednie wartosci funkeyj v(m).i 6(nm) wynosza: dla pierwszej setki
odpowiednio:

4,83 i 4,82, (réZnig sig wige o 0,02).
dla pierwszego tysiaca:

7,062 i 7,069, roéinig sig wigc o —0,007).

§ 12. Wazdr (7a) rozdz. I-go pozwala z latwoscia wykazaé, iz
dla liczb wzglednie pierwszych m i » mamy stale:

(1) 7(mn) = z(m) =(n).

Opierajac sig na tej toZsamosci, mozna otrzymaé przeksztalcenie szeregu
nieskonczonego:

F(s) =§ 17(;) (s>1).

na iloczyn nieskonczony, z ktérego wynika tozsamos$é:
2 |, 2
Pe)=2(1— 5+ 00,
gdzie przez {(s) oznaczamy fonkcye Riemanna:

te) =3~ .

n=1 nt

Z toZzsamosci tej, biorac pod uwage znany wzor:

_ $6m)
C’(S) - 2 nt

= &(s),

otrzyma¢ mozZna z latwoscia:
lim [ F(14-¢) — & (14-)] = log? 2,
e=0

skad mozna wnioskowaé, Ze jezeli wyraZenie:
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"< 7 (n) _n§ Jo8
a>0 N n

da;zy dla £=co0 do nieoznaczonej granicy, to granica tg mozZe byé tylko
liczba log?2, a Ze, jak to mozna z latwoscia wykazaé, opierajac sig na
nieréwnosci dla @(x)—7'(x) z § 11, napisane wyzej wyraZenie rze-
czywidcie zmienia do granicy, wigc mamy: ‘

ne ﬂ<a:
Iim { > (%) 6(n) ) = log?2.
z=co'n>0 N n>0 »®

§ 13. Z innych wzoréw analitycznych, dotyczacych fankeyi z(n)
podamy jeszcze dwa, na sume:

S=Zart(n). (Jz]<1)

n=0
Dla otrzymania pierwszego z tych wzoréw przedstawimy uwaZang sume

w postaci podwéjne;:
S — 2 xue_,a’

gdzie obszar sumowania (¢) rozciaga sig na wszystkie wartosci calko-
wite u, v, spelniajace nier6wnosc:

=250,
Z nieréwnosci tej znajdujemy:
(] > 171,
tak i\i mozemy zalozyé:
lu] = I+ *,
gdzie k oznacza liczbg calkowita dodatnig, Ostatnia réwnos¢ daje:

ui—v? =2|»|. k4 k?,

S = 2 220 - lt-l-k’,
kv

tak, iz:
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-gdzie sumowanie wzgledem % rozciagnaé naleZy na wszystkie liczby
-calkowite dodatnie, za$ wzgledem y — na wszystkie liczby catkowite.
Wykonywajac sumowanie wzgledem v, otrzymamy :

§=oX 17w

k=1 1—a?

Dla otrzymania drugiego wzoru na tg sama sume, nalezaloby sig oprzeé
na zaleznosci pomigdzy funkcyami z (%) i 6(n). Przeprowadzajac ro-
zumowania analogiczne z wylozonemi szczegélowo w § 9 przy wypro-
wadzaniu wzoru (9), i opleran,c si¢ na wzorze Lamberta:

S0 z
"0 (n —
n=1 ( ) n=1 l—x"
-dostaliby$my wzoér:
n’(n’——l) n
=23 (—1) ¢ . )
S nfl: ( 1) 1—a"

Przez poréwnanie obu wzoréw na sume &, otrzymamy ciekawa toz-
samosé:

® 2n 0 ne—1) n
}i_an‘=2(_1) 4 z

n=1 1—.@2” n==1 1—zx" !

(l=] <1).
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