MISCELLANEA MATEMATYCZNE.

1. Nieco odmienny sposob dowodzenia twierdzen Poinsota
o wielokatach foremnych i zwigzane z nim niektore szczegoty.

Wez’niy na osi « kartezyailskiego ukladu spolrzednych, po- )
czynajac od poczatku tegoz O, szereg réwnych odeinkéw §— Oa,
=00, =y —=..... =@y—1a, (na fig. n=7). Niech aa; obréci sie

dokola ‘0 o kst a, tak samo a,a, dokola a, o tenZe kat i t. d., wtedy
zamiast odcinka Oa, otrzymamy lamang foremng OA4,... .. A,
(na fig. n=71). Rzucamy t3 }amana na osi, a oznaczywszy spolrze-
dne punktu 4, (wzg. A;) przez x, y, otrzymamy:
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Jezeli p =0, to punkt A, pada na O i wtedy wogéle dostajemy Ila-
mang foremng zamknigta (wielokat foremny). Tutaj:

(3)

sin a
2

wige, gdy zachodzi (3) wielokgt mamy foremny. Dla tego musi
byé sin r_¢2¢_z =0, co wtedy tylko jest mozliwe, gdy %‘—l—_—kaz, gdzie k
naturalnie calkowite i =0 lub 0. Moga by¢ nastepujace i tylko
te przypadki: 1) k=0; 2) k=1; 3) k<n; 4) k=n; 5) k>n.

JeZeli k=0, to i a=0, ale

sin na 8i ra
2 . 2 . [me
== 0, bo lim —lim|—] —n,
.. a . a £
sin — gin—

2 2 a=qQ

gdzie ¢ jest bardzo blizka do 0 wartosé na a. Tutaj nie mamy wielo-
kata, jak to zresztg widaé odrazu.

2) k=1. Wtely a= 27” . Mamy wielokat foremny wypukty.
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W tym przypadku gdy n—1, mamy tu jedyny wyjatek?. Prazy
n=—2 naleiy rozpatrywaé 2 zwroty tego samego odcinka.

3) k<n. Tu woze sig dziaé roZnie: a) k jest liczba pierwsza wagle-
dem #; b) k—zawiera wspélny z n dzielnik, albo samo dzieli 7.

a) Z tego, ze ma=2kn, wypada, zwréciwszy uv\va;gq na linig
kolows O(8), (co zreszta wecale nie jest konieczne), w ktorej wy-
obrazamy sobie szereg promieni réwnoleglych do bokéw A, 4,, A,4s
it. d., Ze ostatni rownolegty do 4,_;4, promiei bedzie nachylony

pod katem o= % 27 i Ze przy takiej operacyi nalezy wykonaé k
pelnych obrotéw dokola 0. Liczba n—Fk jest taksamo pierwsza wzgle-

.2 -k
Je n” +(" nk)?'n = 27, to figura utworzona

dem 7, a poniewaz ,

z powyZszych # promieni pozostanie sama w sobie, zmieni sie tylko
kierunek obiegu. Stad, wlaczajac 1 do liczb bezwzglednie pierwszych
i zauwaZywszy, Ze eulerowski symbel ¢ (n) oznaczajacy, liczbe liczb
pierwszych i mniejszych wzgledem 7, jest zawsze liczba parzysts,
widzimy, Ze w rozpatrywanym przypadku dostanie sie § @(n)—1 wie-
lokatéw roZnych. Beda to wielokaty foremne gwiaZdziste.

b) Gdy k zawiera czynnik wspélny z % lub dzieli », tatwo z po-
wyZszego w.ywnioskowaé, iZ w tym przypadku dostaniemy wielokat
o mniejszej niz n liczbie bokow w 2, 3, 4.. it. d. razy. Z réwnai bo-
wiem an==~.2xn, gdy k i n dziels sie przez W i dajg ilorazy £’ i #/,
czyli an’=1¥'.2x, jeden z poprzednich wierzcholkéw, mianowicie n’
padnie w O, a pozostale boki beds odpowiednio przystawaly do po-
przednich n’. Dostaniemy wielokgty o podwéjnych, potrdjnyeh i t. d.
bokach i wierzcholkach.

sinna
2

4) k=m. Stagd a=2n. Tutaj znowu = n.

sin a
2

!) Latwo to wyprowadzi¢ tak jak, w pierwszym przypadku, rozpatrujac.

. B
Sin—-

granice stosunku
sin4—

2
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5) k>n. Niech k=s.n+r, wtedy:

a____(sn—]—r)Z.n = 590+ r.2n .
n n

Widzimy stad; Ze ten przypadek zawiera w sobie w formic ogéluej to,
<o bylto poprzednio juz uwzglednione i nic ponadto.

Z tego wnioskujemy, Ze wielokaty foremne mogg byé przy danej
Tliczbie % bobéw tylko trzech rodzajow: 1) jeden wypukly, 2) {p(n)—1
‘gwiaZdzistyeh, 3) wielokrotne, ktére moZna zaliczy¢ do wielokatow fo-
remnych o mniejszej liczbie bokéw, ,

Nalezy zwricié jeszcze uwage na ten przypadek, kiedy w réwnanin
an=1FL.2n. Przy m=2/k dostaniemy a—umx. Stad widoczne jest,
ze wielokgtem tego rodzaju bedzie n-krotny odcinek 04, jezeli k
razy uwzglednimy kazdy z jego zwrotdw ¥/,

' . na

sin— )
jest, jak latwo si¢ przekonaé, rowna-

Réwnanie o =4
Sln?
niem krzywej algebraicznej zamknietej, gdyZ oznaczajac sin -% =¢

w réwnaniach powyiszych (1) dostaniemy na z i y pewne wzory po-
postaci M,~-M,J/T— & i N;-+N,J/1—&, przez co réwnania mo-
zemy przepisaé w ten sposob:

(x—M)P=M,y(1-8),
(y—N,)?=N,(1—§?).

Tu M,, M;, Ny, N, 83 funkeye algebraiczne wymierne wielkosei £. Eli-
minujace z tych rownanh &, dostaniemy réwnanie krzywej algebraicznej.

Dalej, gdy argument a przebiegnie obszar zmiennosci od O do 27,
punkty A4, A,, 4,..... przejda w swe polozenie poczatkowe.

!y Lamang zygzakowata, ktora si¢ dostanie, gdy argument a przyjmuje
na przemian rowne co do wartosci be'zwzglednej i state, lecz wzglednie rézne
(dodatnie i ujemne) wartd$ci mozna tez rozpatrywaé jako wielokat foremny, gdy
n=00. Na powierzchni walcowej to samo moze by¢ i przy skoficzonej war-
toscina n.
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Nie mozemy sie tu zajmowaé badaniem tych krzywych, nad-
mienimy tylko, Ze w szczegélnym przypadku, gdy »=2, dostaniemy

réwnanie g = 24 cos , ktore po podstawienin ¢ — —a,zamieni si¢ na

2

0 ==24 cos %i Jak wskazuje samo rownanie ostatnie, mozemy krzy-
wéj uzywaé do podzielenia kgta na 3 czesci rowne, a takZe do geome-—
trycznej interpretacyi pierwiastkéw réwnania 3-go stopnia w tym przy-
padku. Niech bgdzie dane tego rodzaju réwnanie stopnia 3-go:

y-” —l— ay = b.
Pierwiastki jego sa:
% o0s? =% 0™ 7
y—-2l 3 OS5, Yy= —2 3 cos 3
/) —
P
Yy = — I/ '3— cos —:|3- .

Stad, dajgc na & wartodé = ]/ ;;'3—0' , bedziemy mogli napisac:

Q/]—?«&COS g =0, ?/3_—.:——260037‘_;_?:92’
Ys = — 28 cos n+(p=93, gdzie cos p— by/—21 ‘
3 2 e

Zdaniem naszem, powyiszy sposob traktewania rzeczy moze byé
uwzgledniony w klasie wyiszej przy nauczaniu Geometryi, w ktorej,
zwykle o ciekawej i interesujacej nauce o wielokgtach foremnych
mowi si¢ czesto nie to, co najwiecej ucznia interesuje. a takZe uie
wskazuje sig fgczanosci pomigdzy Arytmetyks i Geometrys, nie podaje
sposobu podzielenia kata na 3 réwne czesci i geowetrycznej interpre-
tacyi réwnania 3-go stopnia. NadmieniliSmy to wszystko tutaj ogél-
nikowo, pozostawiajac nauczycielowi, co zreszty jest bardzo nietrudne,
przeprowadzié rzecz szezegbélowo. Krzywa wspomniana jest wygodniej-
8z3 do ilustracyi podzielenia kata na 3 czedci réwne, niZ zwykle uiy-
wana i przez Borela nadmieniona konchoida Nikomedesa. L. Z



2. Zadanie.

Odcinek AB=a zostal podzielony na m réwnych czgsci, odzna-
~czonych na rysunku kreskami, i niezaleznie od tego na n réwnych cze-
-fci, oznaczonych kropkami. Zakladajac, ze m<m i Ze m i n s3
liczbami wzgledem siebie pierwszemi, znale§é, ktéra kreska i kropka

wewnatrz odcinka 83 W najmniejszej od siebie odleglofei i w jakiej
mianowicie, )

Rozwiazanie. Przedewszystkiem z symetrycznego wzgledem
#rodka odcinka rozmieszczenia kresek i punktéw wynika, Ze zgdanych
ukladow (z kreski i kropki) otrzymamy dwa, symetrycznie rozloZone
wzgledem $rodka C; wystarcza zatem znale$é jeden, aby w tejie chwili
otrzymaé¢ drugi. Odszukajmy np. te kreske F, ktora bedzie w naj-
krotszej odleglosei od kropki H, znajdujacej sie przed nig (t. j. kresks)
nalewo. JeZeli kreska ta odeina od A, dajmy na to, x odcinkéw, z kté-

{7 | ¢ | 1
! a a a . 2 A A a l
At TH 1 | ] 1B
rych kazdy = — , to AF = —m—— ; przypusémy, ze kropka H odcina
g @ ay
ol A swoich odeinkéw y, kazdy z nich ma diugosé o AH = -
1)
Odleglosé HF = % — ﬂ ; poniewaz y—F ( . 2 ) = E(% ) )
k .
wiee HF=% _ —E(—) (7—@ — E@) =a—, gdzie i jest
m n m 7\ 1 m mn

reszty, otrzymang z podzielenia nx przez m.

Poniewaz HF ma byé najmniejszg odlegloScia kreski od kropki,
wiec x powinno mieé takg warto8é, aby reszta k byla najmniejsza
okazemy niebawem, Ze min. k—1 i Ze szukana najmniejsza odleglosé
HF =~

mn °

Dajac na x wszystkie kolejne wartosci, jakie przybieraé moze,
-od 1 do m—-1, otrzymamy przy dzieleniu nx przez m wszystkich

1) E znak funkcyi ,entier* = catosci.



reszt m—1, ktére, jak to latwo dowiedé, bedg wszystkie rézne; gdyby
‘bowiem, przy x=p i x=q=>p, reszty byly te same, np. z, wtedy
oznaczajge odpowiednie-ilorazy przez % iv, mielibySmy: np—mu—}-¢

ing=mv—-2, skad n(g—p)=m({v—u) iv—u= i(‘%;_:l), €0 oczy-

wiScie, nie moZe mie¢ miejsca, gdyz prawa strona calodcig byé nie
moze (p<qQ<m).

Z powyZszego wynika, Ze miedzy temi resztami musza si¢ znaj-
dowaé wszystkie liczby catkowite od 1 do m—1 wigcznie; najmniej-
sza z nich =1; tak wigc min. /=1 i min. szukanej odleglosei
HF — min . Mamy wigc na wyznaczenie odpowiednich wartodei x i y

ay a

. ax
réwnanie — — —2 — —— albo
m »

W celu otrzymania pierwiastkéw réwnania (a), czynigeych za-
do§é warunkom, aby byly calkowite, dodatnie i oprécz tego x—<m
Y <n, molemy z korzyScia zastosowaé wiasnoSei przyblizen (rednk-

téw) utamkow ciaglych. Zamienmy utamek 7)% na ciagly i weZmy

N .
przedostatnio jego przybliZenie, ktére oznaczmy przez ——- (oczywi-

M
4cie, N<n, M<m).

a) Jezeli U zajmuje nieparzyste miejsce w szeregu przy-
blizen, wowezas, jak wiadomo, —Z— — % = m—l—M czyli nM—mN =1,
to znaczy, ze w tym przypadku M i N beds Zgdanemi pierwiastkami
réwnania (a).

b) Jezeli zas TtIV_ zajmuje miejsce parzyste, wtedy %—%
_—— 1 czylinM—mN=—1, skad —nM+mN=-11; do-

mM
dajmy i odejmijmy od lewej strony mn, otrzymamy; mn—nM—mn
-+mN=1, wreszcie n(m-—M)—m(n—N)=1. to znaczy, Ze W tym
przypadku pierwiastkami beda: x=m—M, y=mn—N.
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NaleZaloby jeszcze udowodnié, Ze otrzymane pierwiastki beds
jedynemi, czyniacemi zado§é warunkom zadania; dowodzenie to, jako
zbyt proste, opuszezamy.

Przyklad: m—28

. n=11
A 14 1—1— przybliZenia: ]T -g—; % 1_81

2+
14+ y=14(=N).

Najkrétsza wige od'eglosé bedzie migdzy koficem 3-go wigksze-
go i znajdujgeym sig przy nim koficem 4-go mniejszego odeinka (albo,
w skutek symetryi wzgl¢dem Srodka, miedzy koiicem 5-go wiekszego
odcinka i znajdujgcym sig za nim kohcem 7-go mniejszego). Odleglosé

—3 (—M)r

ta wynosi _r 2 ,
11.8 88
Przyklad 2-gi: m =25, n—34.
g—:z 14 -;—+1—_ PrzybliZenia: 1 ; 2, ; 1’;, g: .
1+L____ z=14 (=m— M)
3+_}_ y=19(=n— N)
2

A wige najkrotsza odlegloé bedzie migdzy koticem 14-go wiek-
szego odecinka i leZgeym przed nim koncem 19-go mniejszego (lub
migdzy koficem 11-go wigkszego i koficem 15-go mniejszego, leZgcego
a a

za poprzednim). Odleglo§é ta — 35.34 850 ° Z. Arl.
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