B. DARIELEWICZ,

0 wyktadzie ilogei niewymiernyeh w szkole Sredniej,”

Referent na wst¢pie zwraca uwage ha nidzupetnie jeszceze usta-
long i moZe nie zawsze odpowiednig naszg terminologi¢ matematyczni.
Takie np, a thale, od kt6tego zdczynaiy i na ktérem koficzynry Alge-
bre, bywa przez jednych ndgywand wielko §cig, przez inmych
ilodcia, jesscze priez innych liczby algebraiczng it d.
Liczba bywa nazywana wyithiefng i niewymieina, cho-
€iaz tak nazywaé chyba mozna tylko to, co si¢ daje mierzyé, a liczby
mierzyé nie mozna, bo liczba jest juz restltatem pomiaru, jest jego
wyrazem czy wyrazeniem, jest po prostu symiboléh miary, Dlatego
réferent tiwaza, Ze gdyby Kolo matematyezno-fizyczne zechcialo sig
ta sprawg zajaé, gdyby ja zbadalo gruiitownie i wypowiedzialo ja-
sro, jak w kazdym przypadku postapié nalesy, oddaloby dnia usluge
zaréwno autorom jak i ich czytelnikorti, tak dobrze naucsajgcym jak
i nduczanyin.

Referént mowié bedzie nié o liczbach,lecz o iloseiach nies
wymiernych, rozumiejd¢ przez ilo§é kaidg wielkosé, wzglednie
kazdy stosunek dwéch wielkobei tego samego gatunku, wszystko je-
dho, wymiérzotié czy niewymietzoné, zar6wno wyratone jak i niewyra-
Zohe przez liczbg,

Otéz w szkole Sredhiej iloci niewymierna s albo bardzo tylke
powierzchownie traktowane, albo fez do wykladu uiywa sig t, 2. prde-
kroju liczb lub dwdch bzéregdw ilod¢i wymiernych, weglednie licsh,
posiadajgcych trzy wiadome wiasnodci.

‘

1) Réferat, przedstawlony na posiedzeniu naukowem Kota matemiatyczno
fizyeznego dnia 29 grudnia 1908 r,
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Sposoby te sa niewatpliwie bardzo dobre, lecz mlodziez poczy-
najaca studyowaé Algebre, zdaje sie ich nie rozumie¢ jak naleZy, bo
nie widzi wyraZnie celu, w jakim te szeregi sa tworzone, skutkiem
czego referent zapytuje, czy nie byloby lepiej p6jsé drogg odwrotng,
t. j. najprzéd daé pojecie o iloSciach niewymiernyeh .catkiem nieza-
leznie od owych szeregow; .wykazaé, Ze takie ilodci nie daja sie Sci-
§le przez liczby wyrazié, lecz za to moZna dla kazdej zawsze sformowaé
takie dwa szeregi ilofci wymiernych, wzglednie liczb, ktore posmda.]g
wiadome trzy wlasno$ei, i skutkiem tego wartosé ilosei niewymiernej
moZna uwaza¢ za granicg, do ktérej wyrazy rzeczonych szeregéw
daza, Ze granicy tej wprawdzie nigdy dosiegnaé nie mozna, lecz kaz-
dy wyraz obu szeregéw przedstawia nam mniej lub wigcej przybli-
Zong jej wartosé. -

Plerwszq cz¢8é mozna przeprowadzié podobnie, jak sig to czyni
(a plzynaJmme{J, jak sie dawniej postepowalo) w Geometryi, gdy cho-
dzilo o wprowadzenie pojgcia wielkosci niespélmiernych. Sposob ‘ten
jest powszechnie znany, dlatego podajemy go tylko w zarysie. -

Niech bedg dwie ilosei jakiekolwiek R is, z ktérych pier wszq
chcemy wyraz1é przez druga. Dla prostoty niech te iloci przedsta-
wiajg dwie proste ograniczone.

Azeby R wyrazié przez s przemesmy s na R, otrzymanq
reszte » na-s, stad znéw wypadlq resztg ' narit. d: -Gdy tak po-
stepowaé bedziemy dalej, moga sig zdarzyé dwa i tylko dwa pr_zypadkl.,
albo trafimy na takie ™, -ktére w poprzedniej reszcie miedci sig cal-
kowicie, czyli nastepna reszta bedzie juz zerem; albo teZ na taksg resz-
te nie trafimy nigdy, choéby$my dziatanie nasze prowadzili bez kofica,
czyli, jak sig zwykle méwi, do nieskoficzonosei.

W pierwszym przypadku R i s daje sig wyraz;é calkowicie
przez ostatnig reszte, t. j. dla dwu tych iloSci reszta ostatnia stanowi
miarg spélna, skutkiem czego takie dwie ilosci mozna nazwaé sp 61
miern emi. Stosunek iech daje sie wtedy wyrgzi¢ przez liczbe,

agdy s przyjmlemy za |ednoéé R daje sig wyrazi¢ przez liczbe jedno-
stek s, -czyli R mozna. w.y mierz 'y é przez jednostke s, i dlatego
takie R zowie si¢c ilofcig wymierng (w stosunku do Jedno-
stki s).

. Jeieli zajdzie przypadek drugi, ostatn iareszta nie ist-
nie _] e, wigc naturalnie, wtedy R i s- nie posiadaja spélnej miary,
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czyli s nlespolmlerne stosunku R .do 9prze7 llczbg wyrazié.
nie moZna, R przez Jednostkq s wymierzyé sig nie daje.
Dlatego takie R nazywa si¢ ilo§cig nleWymlerna, (w sto-
sunku do.jednostki $). .

Na podstawi¢ powiedzianego mozna postawié nastepujgce dwie
definicye:

1-0 Iloéciag wymierng nazywamy taka wiel-
kodéé, ktéra, bedagc spétmiernas z jednostka, daje
sieg przez llcﬁbg tychJ ednostek wyrazié., Zas

2-0. Ilosclq niewymierng nazywamy taksg
wielkosdé, ktdra, bgdge niespélmierna z jednost-
kg nie daJe sie plzezllczbgtych jednostek wy-
razié. '

Wazakze, acz ilo§é niewymierna R, wstosuuku do jednostki s,
przez liczbe tych jednostek wyrazié sie¢ nie daje, to jednak moina
zawsze dla niej sformowaé takie dwa szeregi ilosci wymiernych, wzgle-
dnie liczb, ktére posiadajg nastgpujace trzy wlasnosei:

1-0. Ilo8é Rstalezawiera si¢e pomiedzy kas-
dg pargodpowiednich sobie w obu sf,zei'egach
wyrazéw, z ktérych wszystkie wyrazy jednego
szeregu s8g stale wieksze lub stale mniejsze od
odpowiednich sobie wyrazéw szeregu drugiego.

2-0. Wyrazy jednego szeregu stale rosng, dru-
giegostalemalejg lub naodwrét.

3-0. R6zZnice pomigdzy odpowiedniemi sobie
wyrazami obuszeregéw stalemalejgimoggstaé
sigemniejszemi od jakkolwiek malej ilosci, je-
zeli tylko weZmiemy pare wyrazéw, dostatecze
nie od poczatku odlegtla.

Azeby tego dowieéé, zaldZmy, ze R i s s niespélmierne i prze-
niesmy s na R; niech si¢ miefci np. @ razy +-reszta r. Podzielmy s
na ilekolwiek, np. nak réwnych czese, byle mniejszych od » i od

s
's-—_r; .oznaczmy wielko$é tych ezesei vprzez 1= % is; przqmeémy
na R. Niech si¢ miefci b rasy -} reszta r,. Podzielmy s na wiekszy,
i3 wprzdd, liczbe czgéei, mp. na  czgéci réwnych, mniejszych od 7,
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i od s;—7r,; oznaczmy wielkos§é tych czastek przez s, = _ts_ i znéw

przeniesmy s, na R i postgpujmy dalej tak samo. Poniewaz R i s sg
z zalozenia niespélmierne, przeto nigdy nie trafimy na 7, =0, temsa-
mem i na takie s), ktoreby miescilo sig¢ calkowicie w R, Ale otrzy-
mamy zwigzki:

R=astr, r<s,

8

R = bs;+r,, r{ <<s, oraz s = % =7 iods—r,

1)

8 .
R =csgtry, 19 <S8y » 8= T << r,iods-—r,

B .
R =ds;try, r,<ls; 33..—_.;”— < 7ryiod sg—ry,

it. d. bez kofica.
Opréez tego, ze sposobu naszego postgpowania wynika:

If>r1>r2>r3> .....
8§ >8 > 8 >8> ... ..

l S—1 = 8§ — 7y = 84—7ry = S5 T3 > . .. ..

(2)

albowiem, skoro s —r >> s, jest tembardziej wigksze od s,—7; i t, d.
0t6% z (1) mozemy stormowaé nastgpujgce dwa szeregi:

3 g as, b8y, sy, deg ..

(a-+1)s, (b+1)s;, (c41)s,, (dH1)sg,. ...,

ktore wladnie posiadajg wszystkie trzy wyZej zapowiedziane wla-
‘snosei,
Przedewszystkiem wyrazy obu szeregéw (3) s3 ilosciami wy-

s s . .
miernemi wzgledem s, bo s, = o = t. d. — moga wiec byé

przez liczby jednostek s wyrazone. Nastepnie R widocznie zawiera sig
stale pomiedzy kazdg para odpowiednich sobie wyrazéw obu szeregéw,
-orag kazdy wyraz drugiego szeregu jest stale wigkszy od odpowiedniego
Wyrazu sgzeregu pierwszego. Mamy wiec spelniony warunek pierwszy.
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Dalej, poniewaZ wyrazy pierwszego szeregu powstaja z (1) przez
opuszczanie z tego samego R coraz mniejszych czgstek r>r,>r>r5..,
zatem reszty pozostale, czyli wyrazy szeregu pierwszego stale rosng.
I naodwrét, poniewaZ wyrazy szeregu drugiego otrzymunjemy z (1) do-
dajac do tego samego R coraz mniejsze ilosci s—1>> s,—1r; >8,—1y >...,
wiec wyrazy szeregu drugiego stale maleja, t. j. spelnia sig warunek
drugi.

Wreszcie, réznica pomigdzy odpowiedniemi sobie wyrazami obu
szeregow (3) sa réwne: s, sy, Sy, Sy,..., te za$ ilosci wedlug (2) maleja,
przeto réznice rzeczone réwniez stale malejg i moga sie sta¢ mniejsze-
mi od jakkolwiek malej, z géry pomyslanej, ilosci, jezeli weZmiemy
pary wyraz6w dostatecznie od poczatku oddalone.

Skoro za$ pomienione réZnice malejg nieograniczenie i wyrazy
jednego szeregu stale rosng, drugiego stale maleja, znaczy to, Ze wy-
razy obu szeregéw (3) dgzg do zréwnania sie, chociaz zréwnaé sig
nigdy nie moga, a poniewaZ R zawsze pomiedzy niemi si¢ miesci, zatem
wyrazy obu szeregéw tembardziej zblizaja si¢ do R, daza do tego, aby
sig staly rownemi ilodei R, ktéra, skutkiem tego,uwazaé mozna za gra-
nicg, do jakiej wyrazy obu szeregdéw (3) podaZaja.

I oto przyszliSmy do tego samego okreslenia, z jakiego metoda
odwrotna wychodzi, lecz nie postawili§my go z géry, tylko po wyja-
§nieniu pochodzenia i znaczenia ilo$ci niewymiernych, po wykazaniu,
ze iloSci niewymiernej $ciSle przez liczbe danych jednostek wyrazié
nie mozna, dowiedliSmy ogolnie, iz dla kaZdej iloSei niewymiernej
moz2na takie dwa szeregi ulozy¢.

Dalej i$¢ juz mozna jak zwykle: moina wyprowadzié wniosek
oprzybliZonych (z niedoborem lub nadmiarem) warto$ciach
ilodei niewymiernych, mozna je zilustrowaé na liczbach i t. d. Wresz-
cie nalezy uzasadni¢ dzialania na ilosciach niewymiernych. Tylko
odejmowanie bywa czasami niewlasciwie t!émaczone. Bywa ono cza-
sami obja$niane w ten sposdb: Gdy mamy dwa szeregi wyrazow:

@y, Wy, gy . . . , Gy, . . . roSN3CY,

(a) by, by, by, ..., by, . . . malejaey,
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ktére definiujg ilo§¢ niewymierng A, oraz dwa szeregi.

@) 3’ ‘cl, C3y C3y + » oy Cny « . . TOSDYCY,
L ‘dl,.dz,:d.,,, .. ,d,.‘, . .. malejacy,

definiujgce iloé niewymierng C, to dla utworzenia szeregéw definiujg-
cych réznice A— C nalezy sformowaé szeregi réznic:

al—cl, ag—‘('g’ 03—03, o e ey (l,,—c,,, v e e .

) { : : . :
bl_dl’ bz—dg, ba—d3, e o e 9 b”_d”', .....

Oté2, ogdlnie rzecz blolqc, tak nie jest; albowiem gdy oznaczymy

bp—ap=r', i d —c,.——r,. , otrzymamy :

by—dn = a—cy + (r,n —17" ).

Jezeli wige, jak to najezgsciej bywa, 7', =1",, to jest teZ
by—dy = a,—cn, czyli szeregi (y) sg identyczne, skutkiem czego nie
czynig zado$¢ wymaganym od nich trzem warunkom, a temsamem nie
definiujg réznicy A—C.

Zeby otrzymaé szeregi wladciwe, naleiy wxdoczme poodejmowaé
odpowiednie sobie wyrazy szeregéw wewnetrznych i zewnetrznych
t. j. gdy np. A> C. sformowaé trzeba szeregi:

bl—’cl’ b2_ca, ba—cs 9 e v ey b”—cn, ..... malejqcy,

@ |

a;—dy, ag—dy, a;—ds, . . ., ty—Cny . . . . , TOSDICY,
kiére, jak to nie trudno ogblnie sprawdzi¢, odpowiadajg wszyst-
kim trzem warunkom wiadomym, czyli rzeczywiscie definiujg roz-

nicg 4A—C.
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