MISCELLANEA MATEMATYCZNE.

1. Jedno twierdzenie 0 czworokacie i wnioski z niego.

Niech bedzie ABCD czworokat dowolny wypukly, niezupelny,
ktorego boki A B, BC, CD, DA oznaczmy odpowiednio przez a, b, ¢, d,
n

a przekatne 4C i B, przecinajace sig pod katem BOC=¢ << B

w punkcie O, przez p, i p,.
Z AA-éw AOB, BOC, COD, COA mamy:
a*=40"+B0"'42.40.B0 .cosp,
b? = BO*+ C0*—2B0. CO.cosp,
¢?=C0*+D0*+2.C0.DO0.cosp,
d*=D0*+ A40*—2D0.AO0cosp.

Stad, pomnoZzywszy réwnos$¢ drugg i czwarty przez —1 i dodawszy
wszystkie, otrzymamy:

(1) a? — b 4-c? — d?=24C. BD cosp = 4/ cotg p.
P—pole danego czworokata. Jeieli ¢ > —;— yt0 b —a24-d2— 2 >0;
jezeli p = %, to a?-c?="02 4 d% Z réwnosci (1) wypada:
a?—b*-c?{-d?=2p,p, cosp, skad, gdy czworokat daje sig opisaé
na kole, t. j. gdy a4-c=b-}-d, dostajemy: 2p,p,cosp =/ (a-}-c)?
—2ac+- (b-+4-d)? — 2bd = 2(bd—ac) czyli:

(2) bd — ac = p,pycosp.



Z tego widocznem jest, Ze dla takiego czworokata w przypadku ¢ — .32‘_

istnieje rownosé:

3) ac = bd.

Wrazie, gdy a?+c2=103+d2?iac=0d albo a +-c=>b+d i ac=0d,
to czworokat tym warunkom zadosy¢ czyniacy musi byé deltoidem,
a w przypadku sz¢zegélnym— rombem.

Dla czworokata ABCD wpisanego w kolo, gdzie np. .~ DAB
~+ 2 DCB=n=m, opierajac sig tylko na tem, oznaczywszy katy DAB
i ABC odpowiednio przez a i f, moZemy otrzymaé précz (1) jeszcze
nastepujace réwnosci:

4Fcotga=a?+4d?—b?—e® i 4Pctgf =04 01— c?—a2,
Dla tegoz czworokata z (1) dostajemy: (a—--¢)? —(h— d)’=4plpgsin2(—;-

(b—}-d}’;(a—c)’ = 4p,p? cos? él Jezeli czworokat daje sig jednocze-

$nie wpisaé i opisa¢ na kole, to, uwzgledniwszy (2), a takze ac+ld
=2P1P,, Mamy:

ac = p, p, cos? —

@
2
4) 9
bd = p, p, sin? 5
Réwnodci te przepisa¢ mozna w ten sposdb:

ac=P cotg % )

(5)
bd=Peg%’_ .

Stad, pomnozywszy jedng rownosé przez drugs, otrzymujemy:
(6) P?=—abed czyli P = Vabed.

Jezeli jednoczesnie ac=>bd, to czworokat jest deltoidem, przyczem,

g3y p>p, L ABC=2 CDA= .



2. 0 niektorych wtasnosciach rownania az by =e, gdzie a i b
8g liczby wzajemnie pierwsze, a przytem tgcznie z ¢ — catkowite
i dodatnie.

Bedziemy mdwili o pierwiastkaeh calkowitych i dodatnich pomie-
nionego réwnania, wlaczajac w nie O,

Twierdzenie1. Gdy réwnanie ax|by=c, zadosc-
czyniagce powyzejnadmienionym warunkom,wcale
niema pierwiastkdw calkowitychidodatnich, ko-
niecznem jest, by c<<ab._

Dow. Réwnanie przepisaé mozna tak:

c—by
-

Wiadomo, ze $réd liezb O, 1,2,...,., a—1 istnieje zawsze jedna
i tylko jedna taka, ktéra nam daje jedng z wartosci na y, zado$éeaynia-
cych réwnaniu powyZszemu. Poniewaz réwnanie to nie moze mieé
pierwiastkow calkowitych i dodatnich, wige jezeli y przyjmuje} wartosé
ap<<u, ale >0, to ¢—da,<<0, a wigc tembardziej ¢—ab<<O,
czyli:

c<<ab. c.b.d. o.

Twierdzenie 2. Jezeli wroéwnaniu powyZszem:
ar+ly=c¢ wyraz wolny c=mnab, gdzie n jest liczba
calkowitg i dodatnis, to dane réwnanie posiada
n+1pierwiastkdw calkowitychidodatnich,

Dow. Z réwnania ax-}-by=mnab wypada:

__ nab— by

=

Latwo widzie¢, Ze, dajac na y wszystkie wartosci liczebne z szeregu
0, a, 2a,..., na, Costaniemy na x tes wartosci calkowite i dodatnie.
Tych wartosei na x iy jest 1. Wiegcej ich byé nie moze, Rze-
czywiscie niech y— ka-+m, gdzie m <<a, k jedna zliczb szeregu

~Ie)ab--b
0,1, y,..., n (mowa o pierwiastkach dodatnich). Wtedy 2= &%ﬁ



lecz licznik tego ulamku przez a dzielié sig nie moze, gdyz b i m sa
liczby pierwsze wzgledem g, (n—Fk) ab przez a sig dzieli. Tym spo-
sobem réwnanie ma zawsze n -1 pierwiastkéw i tylko n—|- 1.

Twierdzenie 3. Jezeli w rownaniu powyzZszem ¢
zadodéczyni nierdwnosdciom: (n—1)ab=c <mab, to
réwnaniema albon, albon—1 pierwiastkéw cal-
kowitychidodatnich.

Dow. Poniewas, jak to wypada z twierdzenia (1), réwnanie ma
przynajmniej jeden pierwiastek calkowity i dadatmi, np. x,1iy,, to
wszystkie inne pierwiastki tego réwnania, jak wiadomo, dostaé mozemy

ze wzordw: £=2x,+bt, y=y,F at. Z drugiej strony z danego wa-
runku na ¢ mamy:

n—lgi<'n, czyli n—lg—m <<,
albo: ab ab

(1) n—l§—3§—°—|—%’—<n.

Jezeli x i y majg by¢ liczbami calkowitemi i dodatniemi, to o, + bt >0
iy, Fat>0, Wybierajac jedna pare odpowiadajacych sobie zna-
kéw (to samo mozZna powtérzyé, uwzgledniwszy drugs), dostajemy

L> — T <0it<<-Z> % > 0. Précz pary pierwiastkéw z, i y,

réwnanie moze mieé jeszcze tyle par pierwiastkéw calkowitych i dodat-
nich ile razy { moze przyjmowaé wartos¢ liczebng calkowitg pomie-

dzy granicami: __'Zbi i Z" , lecz, jak wskazuje warunek (1) ta-

kich warto$ci, nie uwzgledniajac O, moze byé albo n—1, albo n— 2.
To pierwsze bedzie wtedy, gdy:

Yo Yo
+2)=5(%)+ B(L),
drugie, gdy
L N
E(b + a)>E(b +E(a
czyli:

%o

B +-t) =B 3) B+



— 11 —

Stad wypada, Ze pierwiastkéw réwnanie moze mie¢ albo n, albo n—I,
cob, d. o,

Wazystkic powyisze wlasnosci réwnania ax- by=—¢ moina
zilustrowaé graficznie w ten sposdb, Ze na osiach odcigtych i rzednych
w kierunku dodatnim od poczatku ukladu odetniemy szereg odcinkéw
odpowiednio réwnych 1, 2, 3 it. d. jednostkom przyjetym dlugosci.
Przez punkty podzialu poprowadzimy proste réwnolegle do osi, przez co
utworzy si¢ sie¢, w ktorej kazdy puunkt przecigcia powyzszych prostych
bedzie mial spélrzedne calkowite i dodatnie w kacie pierwszym, o ktéry
gléwnie nam chodzi. Roéwnanie az-}-by=—c przedstawia w tym ra-
zie prosty, przecinajaca osi w kacie pierwszym tak, Ze odcinki na
osiach sg odpowiednio réwne -Ec- i "Z_ .

Nie bhedziemy tutaj blizej wchodzili w szczegdly, nadmienimy
tylko, Ze wszystkie proste, przechodzace przez poczatek ukladu i przez
odpowiednie wyzej wzmiankowane punkty sieci, sg nachylone do osi
X pod katami, ktérych styczne przyjmujg wszelkie wartosci wy-
mierne liczebne, zawarte pomigdzy O i co, ktére daja sig ulozyé w ta-
bliczke tego rodzaju, Ze z niej odraza mozna widzie¢ przy pomocy ilu
stracyi geometrycznej, Ze mnogo$é tych liczb jest odliczalna, jak méwi
Cantor (abzihlbare Menge)-

L. Z
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