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Hartman, Rolewicz et Ryll-Nardzewski [1] ont introduit la notion
d’ensemble wullrakroneckerien, ou ensemble UK. Un ensemble réel E est
un ensemble UK si toute fonction de module 1 sur E y est uniformément
approchable par des exponentielles imaginaires e(Af) = exp (i4t). Tout
ensemble UK est discret et rationnellement indépendant. Tout ensemble
positif discret {t,,%,,...,1,,...} rationnellement indépendant, tel que
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est un ensemble UK les auteurs demandent si ¢’est 14 une caractérisation
des ensembles UK positifs (P 570). La présente note repond négativement
a cette question.

THEOREME. Etant donné des ensembles rationnellement indépendants
finis de mombres positifs E,(n =1,2,...), il en existe des homothétiques
U By (0 > 0,m =1,2,...) dont la réunion est un ensemble UK. De plus,
on peut choisir ay,, pour chaque n, en fonction seulement de By, By, ..., B,.

Démonstration. On sait que, pour tout ensemble rationnellement
indépendant fini F, et tout é > 0, il existe un nombre positif A (E,, 9)
avec la propriété suivante: & toute fonction a(0) de module 1 définie sur E,
correspond au moins un ¥ tel que

0 <y <A(Hy,9), le(yd)—a(f)] <o (0eB,).

Choisissons une suite 8, décroissante tendant vers zéro. Définissons
par induction deux suites positives a, et ¢,, telles que

(1) U @, B, soit rationnellement indépendant,
m<n
1
(2) Ay, >_A(En7 0n)
€n

(3) SupEnan(5n+1+3n+2+°-') < Oa.
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Pour montrer que

E=U a, B,
=1

est un ensemble UK, on copie 'argument de [1]. Etant donnés une fonc-
tion B(t) de module 1 définie sur E, et un 6 > 0, on choisit m tel que
20, < 0, puis 4, tel que

le(At)— B (1) < 6, pour telJ a; b
j<m
(possible & cause de (1)). On définit A = A+ @y +@p,+..., Ol chaque z,
est ainsi choisi:

| [e((lo+wm+...+wn)t)—ﬁ(t)| < b, vpour tea,F,,0 <z, <e,

(choix possible & cause de (2)). Alors, pour tea,t,,n = m, on a

le(At)— ()| < le(A+@m+-..+&n)t— B ()| + [6(@npa+...) T —1]
< Opt(enpr+.-.)sup(a, By) < 20,

3 cause de (3). Pour tea,l,,n < m, le méme calcul donne
le(At) — B (t)] < 20m.

Done |e(At)— B (t)] < 6 pour tout tek, done F est un ensemble UK.

Il est clair que a, ne dépend que de E,, E,, ..., H,. De plus, il est
évident qu’on peut choisir les a, de telle sorte que 1’ensemble a,_ , H,
soit & droite de ’ensemble a, F,. En choisissant tous les K, de la forme
{1, a,}, a, irrationnel > 1, on voit qu’il existe un ensemble UK {i,, t, ...
ooyl eeritypy >, > ... > 0} tel que la suite #y,/ty,_; soit une suite
arbitraire de nombres irrationnels > 1.

Comme a,, a,, ..., a, ne dépendent que de K, E,,..., E,, on peut,
au lieu de se donner les E, au départ, les définir par induction. Par exemple,
on peut choisir

En+1 = UJanEn.
m<n

En choisissant pour E; un ensemble a 2 éléments, I’ensemble K
obtenu est — & une homothétie prés — ’ensemble des produits de la
forme ay ay, ... ax(ky <ky <...<k). On peut poser le probléme:
quelles sont les suites positives croissantes a,, @y, ..., @y, ... (a; > 1), dont
les produits d’un nombre quelconque de termes forment un ensemble
UK (P640)? Il est évidemment nécessaire que ces produits soient
indépendants, et que

1 B | s

N—-00




ENSEMBLES ULTRAKRONECKERIENS 263

(car on sait [1] qu’un ensemble UK est de type I, et que, pour un ensemble
de type I,, un intervalle de longueur !> 2 contient au plus [6logl]
points, J ne dépendant que de l’ensemble [2]).
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