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On dit qu’une fonction réelle f(x) d’une variable réelle a la propriété
de Darboux (en abrégé, la propriété (D)) lorsque pour tout couple de
nombres a, $, ot a < f, et pour tout nombre

y e(min (f(a), £(8)), max(f(a), f()))

il existe un point £ tel que a < & < f et que f(&) = y. Toute fonction
continue a la propriété (D), mais il existe des fonctions discontinues
qui Pont aussi. Les fonctions ayant la propriété (D) ont été étudiées en
détail par Bruckner et Ceder [1]. On connait différentes conditions suffi-
santes pour qu'une fonction ayant la propriété (D) soit continue. L’une
d’elles, bien connue, est que la fonction ait une fonction inverse. Un
résultat plus fort est dit & Gillespie [4]: si une fonction f(x) a la propriété
(D) et si Pintérieur de ’ensemble des nombres y pour lesquels les ensembles
f~Y(y) sont infinis est vide, la fonction f(x) est continue. Evidemment,
la condition suffisante énoncée dans ce théoréme peut étre formulée
comme suit: ensemble des nombres y tels que f'(y) est vide ou fini
est dense. Cependant, la condition de Gillespie n’est pas nécessaire, car
il existe des fonctions continues, la fonction de Weierstrass sans dérivée
par exemple, qui ne satisfont pas & cette condition. Une condition a la
fois nécessaire et suffisante a été établie par Bruckner et Bruckner [2]:
elle consiste en ce que tous les ensembles f'(y) soient fermés. Toutefois
cette condition n’entraine pas celle de Gillespie, ni réciproquement.
Dans cette communication, je me propose d’établir, entre autres,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction ayant la
propriété (D) soit continue, mais en traitant le probléme d’une fagon
plus générale. La propriété (D) équivaut & ce que les images des
ensembles connexes soient connexes. Soit ¢(z) une transformation de
Pespace topologique X en Despace topologique X*. Convenons de dire
que la transformation ¢(x) a la propriété (D) si elle est connexe, ¢’est-
_A-dire si la connexité d’un ensemble F < X entraine toujours celle de
son in'aage ¢ (). Les rapports entre la continuité et la connexité d’une
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fonction ont été étudiés par divers auteurs (voir par exemple Bruckner
et Bruckner [2], Fan et Struble [3] et Tanaka [5]). En particulier, on
trouve dans [2] des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
transformation connexe soit continue lorsque X est un espace euclidien
et X* un espace métrique localement compact.

Il sera question ici de fonctions réelles f(x) définies dans un espace
topologique X. Une telle fonction sera dite ayant la propriété (G) lorsqu’il
existe un ensemble de nombres réels Y dense dans la droite et tel que,
pour yeY, Pensemble f~'(y) est fermé.

THREOREME 1. Pour qu’une fonction réelle f(x) définie dans un espace
topologique localement connexe soit continue, il faut et il suffit qu’elle ait
les propriétés (G) et (D).

Démonstration. La connexité de toute fonetion continue f et la
propriété de telle fonction que les ensembles f'(y) sont fermés sont
connues. Il suffit done de montrer que la condition du théoréme est
suffisante.

Admettons qu’une fonction f(x) ait les propriétés (G) et (D). Il
existe alors sur la droite un ensemble Y dense dans elle et tel que pour
tout y,e Y ’ensemble X\f~'(y,) est ouvert. On sait que, dans un espace
localement connexe, les composantes d’ensembles ouverts sont des en-
sembles ouverts (cette propriété caractérise les espaces localement con-
nexes). Soit ¢ une composante de l’ensemble X\f~'(y,). Evidemment,
104f(C0). En vertu de la condition (D), ’ensemble f(G) est connexe. Pour
tout yef(C), on a done ou bien ¥ > 1, ou bien y < ¥,. Soit E™ la somme
de toutes les composantes C de I’ensemble X\f~'(y,) telles que yef(C)
entraine y > 1,. L’ensemble E* est ouvert, car il est somme d’ensembles
ouverts. On voit aisément que Et = {#: f(z) > y,}. L'ensemble Y étant
dense dans la droite, on a

{o:f(@) >a} = U {2:f(2) >y}

ye¥,y>a

pour tout a réel. Les ensembles {z:f(x) > a} sont donc ouverts. On
monfre de fagon analogue que ’ensemble {#: f(x) < a} est ouvert pour
tout nombre «. On en déduit par un raisonnement bien connu la con-
tinuité de la fonction f(x).

L’hypotheése de la connexité locale de I’espace X est essentielle dans
cette démonstration. Peut-étre serait-il possible de l’atténuer. On peut
poser dans cet order d’idées la question suivante:

P 639. En admettant que toute fonction réelle définie dans um
espace topologique X et ayant les propriétés (D) et (G) est continue,
Pespace X est-il nécessairement localement connexe ?

On a toutefois le théoréme suivant:
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THEOREME 2. Si pour tout sous-espace ouvert X d’un espace topolo-
gique X, toute fonction définie dans X et ayant les propriétés (D) et (G)
est continue, Uespace X, est localement connexe.

Démonstration. Admettons a présent qu’un espace topologique X,
n’est pas localement connexe. Il y existe alors un sous-espace ouvert
X < X, tel que pour les fonctions définies dans X les propriétés (D)
et (G) n’en entrainent pas la continuité. En effet, en vertu de la caracté-
risation des espaces localement connexes qui vient d’étre mentionnée,
il existe un ensemble G = X ouvert dans X et dont au moins une com-
posante € n’est pas un ensemble ouvert dans X. Posons X = @ et

1 pour 0,

xXr) =
J@) 0 pour weX\UC.

La propriété (D) de la fonction f ainsi définie est évidente. Soit ¥
I’ensemble des nombres réels distinets de 0 et 1. I1 est dense dans la droite
et ona f~'(y) = @ pour ye Y. La fonction f(z) a done aussi la propriété (G).
On a en méme temps

w: f(2) > 0} = C.

L’ensemble ¢ n’étant pas ouvert, la fonction f(x) ne satisfait pas
4 la condition nécessaire pour la continuité d’une fonction.
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