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Soit 46(f, ) une fonction continue dans l’ensemble A4 = {(¢,
te<0, ad>, AelA, Ay} et satisfaisant a 1’1negahté o(t, A) <t pour (t, Z)eA.
Posons p = min {d(¢, 1)}.

(¢, A)ed
Considérons le probleme de Cauchy
x' (1) =f(t,w(6(t,l))) pour te0,a),

w(t) = (1) pour telp, 07,

(1)

en admettant que les fonctions ¢(t) et f(¢, #) ont les propriétés suivantes:
1. La fonction ¢(f) est continue dans l’intervalle {p, 0).

2. La fonction f(¢{,x) est continue dans l’ensemble D = {(¢, x):
te0, ay, v quelconque}.

3. 11 existe une fonction o(t, #) définie dans 1’ensemble D = {(¢, u):
te0,a>, u>=>0}

(i) non négative et continue dans D, non décroissante par rapport
& la variable u, telle que

(ii) le probléeme de Cauchy u'(f) = o(t, u(t)), u(0) = u, >0 admet
une solution définie dans ’intervalle <0, a) tout entier et assujettie
a l’'inégalité

(iii)  |f(t, Z)—f(t, 7)| < o(t, |T—x|) pour tout couple des points (¢, z),
(t, E) eD.

Solution du probléme (1) dans l'intervalle <0,a)> est a entendre
comme fonction x(f) quelconque, continue dans lintervalle (p,a),
co'incidant pour te{p, 0> avec la fonction ¢(t) et satisfaisant pour 1e<{0, a)>

a4 la premiere condition du probléme (1).

Les hypothéses qui viennent d’étre admises assurent Pexistence

d’une solution de (1) dans l’intervalle <0, ) pour tout A de l’intervalle
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(A1, A3>. Des théorémes sur l'existence des solutions des problémes analo-
gues & (1) ont été établis, en autres, dans les travaux [1], [2], [3] et [5].
Je me propose de démontrer deux théorémes sur le probléme (1).
THREORBME 1. Lorsque les fonctions w;(t), 4 =1,2,..., sont des
solutions du probléme (1) dans Vintervalle <0, a> pour les valewrs i,
t=1,2,..., du paramétre i et que i, = lim2;, il existe une suite par-
T—>00
tielle {z, (1)} de {x;(t)} uniformément convergente dans lintervalle (p,a>
vers une fonction xy(t) qui est une solution du probléme (1) pour i = 1.
Démonstration. Commenc¢ons par montrer que, sous les hypo-
théses admises, la suite des solutions {;(7)} est uniformément bornée
dans Pintervalle (p, a>. En effet, en vertu de la définition des fonctions
x;(t) on a la suite d’égalités

¢
e(0)+ [F{s,xi(d(s, 2)}ds  ou te<0,a),
(2) z;(t) = of )
p(t) ol fe(p,0>eti—=1,2,...,

qui entrainent les inégalités
¢
(3) )= (0)] < [{f (s, (008, A))) = (55 @1 (005, )| ds
4
< [ f(s; (005, 1)) —f (s, w1 (8¢5, 1)))| ds+

t ;
+ [ 17 (s, wa (005, 1)) — £ (s, @ (8(s, A1) ds.
0
Introduisons les notations

ui(t) = max|ag(s) — 2, (s)],
(4) =

u(h) = [ | (s, 22(0(s, 7)) —F (s, 1 (80, A)}) ds.
0
En tenant compte de (3) et de 3(i) et de 3(ii) on a donc Dlinégalité
suivante:
¢
(5)  w(t) < ,u(A,;)—{—fo(s, ui(s))ds pour te0,a> et ¢ =2,3,...

¢

L’ensemble A étant fermé et les fonctions é(t, 1), x,(t) et f(t, x)
étant continues, la suite {u(4;)} est bornée. Il existe donc une constante
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M >0 telle que u(4) < M pour ¢ =1,2,... Avec l'inégalité (5), cela
entraine 1’inégalité intégrale

t
(6)  wui(t) < M%—fo(s,uﬂs))ds pour te{0,a) et 1 =2,3,...
0

En vertu d’un théoréme d’Opial sur les inégalités intégrales (voir
[4]), Pinégalité (6) entraine

(7) w;(t) < w(t) pour te0,ay et 1 =2,3,...,

ou w(t) est lintégrale supérieure a droite de ’équation «" = (¢, u) avec
la condition initiale #(0) = M.

En vertu de I’hypothése 3 (ii), la fonetion w(t) est définie dans tout
Pintervalle <0, a>. Comme x;(t) = ¢(t) pour tel{p,0> et ¢ =1,2,...,
tandis que I’estimation (7) ne dépend pas de l’indice ¢, les fonctions de
la suite {x;(t)} sont bornées dans leur ensemble dans l'intervalle {p, a).

La fonction f(t,«) étant continue par hypothese et les solutions
x;(t) étant uniformément bornées, il existe une constante K >0 telle
que

(8) [t @i(o(t, M))| < K powr  tec0,a> et i =1,2,...

L’inégalité (8) et la définition des fonctions wx;(f) entrainent que
les dérivées de ces fonctions sont uniformément bornées dans l'intervalle
0,a>. Les fonctions x;(t) sont donc équicontinues dans I’intervalle
{p,a>. En vertu du théoréme d’Arzela, la suite {x;(f)} contient une suite
partielle {w,;(f)} uniformément convergente dans lintervalle <(p,a).
Soit

@o (1) = ilimmv(i)(t)-

Passons 4 montrer que la fonction x,(¢) est une solution du probléme
(1) dans l’intervalle <0, a) pour 1 = 4,.

11 est évident que x,(t) = ¢(t) pour te{p, 0>. Il suffit donc d’établir
I'identité

!
(9) mo(t)—{¢(0)+ff(s,mo(é(s,Ao)))ds} =0 pour te0,ad.
0
Cette identité se déduit aisément de l'inégalité

t
(10)  |ao(t)—{p(0)+ [£(s, @o(8(s, 20))) ds
0

< o) — a0+ [ (3, e (8055 Aa)) = (5 @0(8(s, Agey))| ds+

o= f lf(s, (0 (s, lv(i))))—f(‘g’ wo(0(s, 10)))|d8,
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dans laquelle le membre droit converge uniformément vers zéro lorsque
v(¢) - oo et le membre gauche ne dépend pas de »(¢). L’identité (9) est
ainsi établie, ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.

THEOREME 2. 8¢ les hypothéses du théoréme 1 sur le probléme (1)
sont vérifiées et en outre Phypothése

Lintégrale unique de Véquation w' = o(t,uw) dans UVintervalle (0, a>
avee la condition u(0) = 0 est la fonction wu(t) =0

Vest aussi, alors la swite des solutions {w;(t)} dont il est question dans le
théoréme 1 converge uniformément vers la solution x,(t) de (1) pour A = J,.

Démonstration. En vertu du théoréme 1, la suite {z;(t)} contient
une suite partielle uniformément convergente vers une solution ()
de (1), & savoir vers celle pour la valeur

Ao = lim 4;
i—00

du parametre 1. En évaluant la différence |x;(t)— x,(t)], on obtient d’une
maniére analogue & (3) et (4) I'inégalité

t
(11)  0i(1) < o(A)+ [o(s, vi(s))ds  pour te<0,a) et i =1,2,...,
0

ou

vi(f) = max |@;(s) — ()|,
s<t

o(2) = [|f(sym0(8(s, ) —F (s, 20 ((s, 20)))| ds.

I’inégalité (11) entraine
(12) vi(8) < w(t; (),

olt w(t; o(%)) est intégrale supérieure & droite de 1’équation 2’ = o (¢, 2)
avec la condition initiale 2(0) = o(4;). Comme g(4;) — 0 lorsque i — oo
et en vertu des hypotheses 3 (i), (ii) et (iii), la suite des intégrales w;(t)
= w;(t; o(4;)) converge uniformément vers zéro dans lintervalle 0, a).
En tenant compte de ’inégalité (12), on en tire la thése du théoréme 2.

Les théorémes 1 et 2 permettent de trouver une solution approchée
de certaines équations différentielles. Il est ainsi surtout dans le cas ol
0(t, 4;) <t pour A; # A, dans lintervalle <0, a>, puisque la solution
#(t; 4;) du probléme (1) pour 1 = ; peut alors étre déterminée effecti-
vement par intégrations successives (méthode des pas). Si 1’on choisit
convenablement la fonction (¢, u), ce qui rétrécit évidemment la classe
des fonctions f(¢, ), 'inégalité (12) exprimera effectivement, en fonetion
de [;— 4|, le degré de précision de I’approximation. Pour le montrer,
considérons ’exemple fort simple qui suit.
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Exemple. Admettons que la fonction d(¢, 1) qui intervient dans
une équation de la forme (1) est 6(¢, ) = ¢— A pour te{0, a) et 1¢{0, 4}
et que ¢(t) = k. Posons encore o(t,u) = Lu ou L >0.

Le probléme (1) prend dans ce cas la forme

o' (t) = f(t,x(t—2) pour te0,a),

(1*)
2(t) = k pour ftel{—A,0)>.

Comme t—A< ¢ pour A >0, la solution (¢, A) pour A>0 peut
étre déterminée effectivement par la méthode des pas. Désignons par
x,(t) la solution du probléme (1) pour 2 = 0, ¢’est-a-dire celle du prob-
leme

(1%*) a' (1) = f(t, x(t)) pour tel0,a> et x(0) = k.

Evaluons la différence des fonetions x(t, 1) et x,(f) dans l’intervalle
{0, ay. En posant

u(t) = max|a(s, 1)—z,(s)],
st

on tire de (11)
t

(13) u(t) < g(l)+fLu(s)ds pour te<0,a,

0
ou

o(A) = [|f(s, mo(s— 1) —f(s, mo(s))|ds < L [ |mg(s— A)—aq(s)|ds.

Posons
T = {(t,x): te{0,a)>, k— It < o < k-+ Lt}

et
M = max|f(t, z)|.

(¢, x)el

La fonetion x,(t) satisfait a la condition de Lipschitz avec la con-
stante I ; il vient done
(14) o(A) < aLlA.

Moyennant de simples inégalités intégrales les inégalités (13) et
(14) entrainent
(15) w(t) < aLMie™,
c’est-a-dire

max |# (s, A)—a,(s)| < aLMie™.

st
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Remarque. La formule (14) se rapporte & tout intervalle <0, a).
On peut 'appliquer successivement dans des intervalles d’intégration de
longueur A. Ainsi la formule (15) peut étre considérablement améliorée.
En effet, on peut montrer facilement que les deux solutions x(t, 1) et
x,(t) satisfont a I'inégalité

max |%(8, &) —x,(s)| << LMA2e™.

s<t
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